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Mathématiques

Nous présentons une sélection d’exercices de mathématiques posés aux candidats de la filiere
MP lors du concours d’admission 2019. Pour chaque exercice, nous donnons des éléments
d’une correction possible, les examinateurs étant évidemment ouverts a toutes les propositions

des candidats dans le cadre du programme.

Certains exercices sont plus délicats et peuvent nécessiter des indications, qui seront apportées
)
par les examinateurs au fil de I'interrogation (selon les besoins et les réactions des candidats),

sans que ce soit a priori pénalisant.

Exercice 1
Enoncé

Si p > 3 est un nombre premier et si x = (a/b)p", avec

pgcd(a,b) =1, pged(a,p) =1, pged(p,b) = 1

est un nombre rationnel, on note v(z) := v,(x) = n (et v(0) = 00).



1) Vérifier rapidement que pour tous x,y, m entiers

v(zy) = v(z) +v(y), v(x +y) > min(v(x),v(y)),

v(m!) < — T

i)

2) Si P(X) = Zj\;l a; X7 est un polyndme a coefficients entiers, on note
v (P) = min{v(a;) : j > i}.

Montrer que si m € N et

on a v (P) > v+D(R).

3) Soit (d,)nen une suite d’entiers de Z. On note

b, = i (Z) . (1

k=0

~—

Démontrer que si {n : b, = 0} est infini, (b, )nen est la suite nulle.

4) On considere la suite
Uny1 = 3u, — 5un717 Up, U € 7.

Démontrer que pour tout (ug,u;) € Z*\ {(0,0)} la suite (u,) ne s’annule qu'un nombre fini

de fois.

3 =5
[On pourra observer que si A = ( > on a

ot B € My(Z).]

5) Soit

e e (Le )



Démontrer que lim v, = oco.

Eléments de correction

1) Les premiéres équations sont évidentes. Pour la seconde on constate que le nombre d’entiers

inférieurs ou égaux & m divisibles par p* est [m/p*] < m/p*. On a donc

= " k([m/p"] = [m/p*]) <D (m/p*) < ——

-1
k>1 k>1 p

2) Si
P<X):a0+"'+aanet R(X):b()‘l'"'—l—bn_,_an—H,

avec an, b, # 0, on a

- 25 () (S
et donc

a; = bjy1 +mbjig+ - +m" b, pour j =0,1,....

D’apres la question 1.

v(a) > min (v(b)) = vV V(R) > 0D(R)

1>j+1

si bien qu’en prenant le min sur les 7 > ¢ on obtient

v (P) > v I(R).

3) Supposons que {n : b, = 0} est infini et montrons que b, est la suite nulle. Il suffit de

démontrer que pour tout ¢,u € N on a v(b,) > u. Soit

R,(z) = Z dkk—]'?ac(x —1)---(z—k+1).

Pour tous entiers m < n,



O(py>i_ "
v'(R,) > T (3)

En effet, pour j > 1, le coefficient agn) de 27 dans R,, est une combinaison linéaire & coefficients

entiers des nombres dyp*/k!, k > j. D’apres la question 1)

dlcpk k k . 7
| > — N>k— —>q9— <2 -
( k!)_wdkp) o) 2 k= 2 - (4)

on a donc v(ag»")) > j—(j/p—1) et par conséquent v (R,) >i — (i/p — 1).

Fixons alors ¢, u dans N et soit ¢ tel que

{
 — ——— > u. 5
? p—l_u ()

Notons m; < mgy... < m; les i premiers éléments de {n : b, = 0} et soit ng = max(q, m;).
D’apres (2) on a
Ryg(ma) = -+ = Ryy(m;) =0 (6)

et le polynome R,,, se factorise en
Ry (2) = (2 —ma) -~ (2 —my) P(z).

Comme ng > ¢ on a d’apres (2) b, = R,,(q) et d’apres (6) et la question 2. On a
7
p—1

v(bg) = v(Ruy () 2 v(P(q) 2 0 (P) 2 v (Ry) > i —

-0 )

w= (0 1) A" (Z;) .

Si on fait la division euclidienne de k par 2 on peut écrire k =2n+¢€, e =0,1 et

= 0 )t (%)

> u. (7)

4) On observe que

si bien que



On constate que
3 =5\ (3 =5 4 —15
A% = = =1+3B, Be M(2,7Z)
1 0 1 0 3 =5
Udnte = (O 1) (I +3B)"A° <u1>
Ug

- n
Uon4e = Z (k’) dk,egk (8)

k=0

et donc

est de la forme

avec dy . € Z. Si la suite (u,) s’annule une infinité de fois alors pour un certain € € {0,1} la

suite w9, s’annule une infinité de fois ; d’apres la question 3. Elle doit étre nulle :
0 = Ugpye = Uani24e = JU2nt14e — dU2pge pour n > 0,

c’est-a-dire 2ug, 1 = Uspi14c €6 pour tout n > 0, u,. = 0. On doit donc avoir uy = u; = 0.

5) On constate que

3+xiv1l

v = (VL4 A)/2 0t Ay = =

sont les racines de 22 — 3z + 5 = 0 et v, vérifie la relation
Unt1 = 3v, — dUp_1 , Vo = 1 , U1 = 3/2

La suite u,, = 2v, est a coefficients entiers. Si |u,| ne tend pas vers I'infini, il existe A > 0
tel que pour une infinité d’indices n on a u, € Z N [—A, A] qui est un ensemble fini. Il existe
donc ¢ € Z et € € {0, 1} tel que ug, . — ¢ s’annule une infinité de fois. La suite ug, . — ¢ est

encore de la forme (8) ; elle doit donc étre nulle pour tout n >0 :

C = Uap+e = U242+ = 3u2n+1+e - 5u2n+e (TL Z 0)

c'est-a-dire 2ug,. = Uopi11e = 2¢. En particulier uyi./u. = 2. Comme u;/uy = 3 et

ug/uy = —1/2 on voit que c’est impossible.




Exercice 2
Enoncé

1) Soient P et () deux polynomes unitaires de degré n. On suppose que les racines de P sont

toutes de module 1 et que @ est a coefficients entiers. Démontrer que si p est un nombre

P(X) = 1"Q (%)

premier > 3 et si

alors P(X) = (X —1)™

2.a) Démontrer que I'ensemble des matrices de GL(n,R) qui sont, avec leur inverse, a coeffi-

cients dans Z, est un groupe et coincide avec
{Ae M(n,Z)NGL(n,R), det A= =£1}.

On le notera GL(n,Z).

2.b) Soient deux matrices A = (a;;) et B = (b;;) de GL(n,Z) et p un nombre premier.
Démontrer que si pour tout 1 < 4,5 < n, a;; = b;; mod p, alors la matrice AB~! peut
s’écrire sous la forme

L, +pM

ou M € M, (Z) (est une matrice a coeflicients entiers).
3) Soit G un sous-groupe fini de GL(n,Z).

3.a) Démontrer que si les matrices A et B de la question précédente sont dans G alors
AB™1 =1.

3.b) Démontrer qu’il existe une constante ¢, ne dépendant que de n telle que

card(G) < c,.



Eléments de correction

1) On a P(1) = p"Q(0). Comme les racines de P (qui est unitaire) sont sur le cercle unité
|P(1)] < 2"

D’autre part, comme @ est a coefficients entiers, |p™Q(0)| est soit nul soit > 3". Comme
2" < 3" on doit avoir Q(0) = 0 et donc P(1) = 0. En particulier X — 1 divise P et X divise
. Posons

P(X) = PLX)(X — 1) et Q(X) = XO(X).

On a

R (Xp‘l)

oll P a toutes ses racines sur le cercle unité et Q est & coefficients entiers. On a ainsi
. ~ (X -1
pix = (52)
p
et & nouveau P est divisible X — 1 et Q par X. Par récurrence on obtient donc la conclusion.

2.a) Que ce soit un groupe est clair. Si A, A=! € M(n,Z) alors (det A)*' € Z et det A = +1.

Réciproquement si A a coefficients entiers est inversible et det A = 41 on voit que
A7t = (det(A))~! "Com (A)
est a coefficients entiers (en notant Com (A) la comatrice de A).
2.b) On peut écrire A = B+ pL ou L € M(n,Z). On a donc
AB ' =14 pLB™!

et LB™' € M(n,Z) d’apres la question précédente.

3.a) La matrice C = AB™! = [ + pM est dans G. Comme G est fini on a d’apres le théoréme

de Lagrange CV = I ot N = card G. Comme le polynome X~ — 1 est scindé & racines



simples, la matrice C' = I + pM est diagonalisable de valeurs propres les racines N-iemes de
I'unité. Si

Xco(X) =det(XI —C) et xp(X) =det(XI — M)

sont les polynomes caractéristiques de C' et M on a
X -1
Xc(X) =det(XI — 1 —pM) =det((X — 1) —pM) = p" det <— — M)
p

d’ou

xXe(X) =p"xum (%) :

On peut appliquer le résultat de la question 1 : x¢(X) = (X —1)". Comme C est diagonal-

isable cela implique que C' = I.

3.b) Le résultat de 3.a) montre que I'application qui & une matrice A de G associe la liste de
ses coefficients modulo p est injective. Par conséquent G a moins d’éléments que (Z/ pZ)"2.

En particulier si on prend p = 3 on trouve ¢, < 3,

Exercice 3
Enoncé

1) Soit P(X) € C[X] un polynéme de degré n > 1. On suppose que P n’admet pas de racines
sur le cercle C'(0,7) de centre 0 et de rayon r. Démontrer que le nombre N,(P) de racines de
P dans le disque (ouvert) D(0,r) de centre 0 et de rayon r est égal a

1 27 P 6 ]
N,.(P) = —/ (re‘ )irewd&
2mi ),  P(re?)

2) En déduire que si @ est un polynéme de degré < n — 1 tel que

min min |(P 4+ tQ)(z)| # 0

te[0,1] |z|=r

alors
N,(P) = N,(P+ Q).



3) On considere un polynéme de degré n, P(z) = Z?:o a;z?. Supposons que pour 0 < k <

[ < n on ait la condition C'(k, 1) suivante :

il existe s, € R tels que:
Injag| =s—kr, Injg|=s—1Ir

h:= Orgnjléln(s —jr —1Inla;|) > 0.
J#k,l
Démontrer que si § > 0 est tel que ne’™ " < 1 — e~ alors le nombre de racines de P dans

Ianneau {z]e" % < |z| < e"°} est exactement égal & [ — k.
Eléments de correction

1) On constate que

P(z) Z 1
P(z) =iz
ou les z; sont les racines de P. On calcule alors
1 [ i0 Lsi|w| <,
et v

21 Jo e’ —w 0si |w| > .

(Par exemple si |w| < r on développe le quotient comme série uniformément convergente
> o((w/r)e™ )k et en intégrant on trouve 1 ; si jw| > r on développe le quotient comme
i9>k+1

série uniformément convergente — >~ ((r/w)e et en intégrant on trouve 0).

2) D’apres la question 1)

e
N, (P+1tQ) = %/o (P 1Q)(re?) iredo.

Cette derniére quantité est continue (d’apres le théoreme de continuité sous l'intégrale) et a

valeurs entieres : elle est donc constante.

3) On introduit
Pi(2) = ap® + a;2t +t Z ajzj, 0<t<l.
J#k,l



En particulier Py(2) = ap2® + a;2' et Py(2) = P(2). Soit z € C tel que |z| = e"~°. D’apres la
condition C(k,[) on a

t

J
E a;z

#k

< Z es—jr—hej(r—é) < nes—h.
J#kl

Toujours d’apres la condition C'(k,[) on a

|ag2® + a2t > ap2¥| — |2t = e*e™F (1 — e79UR)) > 5701 — ¢79),

6 0

Puisque ne®® " < 1 — 7% on pour tout z sur le cercle |z| = "~

E o
a;z

J#k

lapz® + a2t >t

. 9)

Comme Py(z) = apz® + @2' a exactement k zéros dans le disque |z| < ¢"7% on déduit de la

question 2) qu’il en est de méme de Py(z) = P(z).

Soit maintenant z € C tel que |z| = e"*?. Alors,

¢ Z aij < Z es—jr—hej(r+5) < nes—h-l—én. (10)
7kl 7kl
D’autre part,
lap2® + a2'| > |a2t| = Jarz®| = e*e® (1 — 2*V) > (1 — e70). (11)
Par conséquent l'inégalité (9) est vraie sur le cercle |z| = ¢"*%. D’apres la question 2) le

polynéme P(z) a donc exactement [ racines (le nombre de racines de P,) dans le disque

2| < erte.

En conclusion, le polynéme P a exactement [ — k racines dans 'anneau ¢" % < |z| < e"+°.

Exercice 4

Enoncé



Soient A € M,,(R), B € M, ,(R) et T € R. On note Ay l'ensemble des v € R” pour lesquels

il existe u : [0, 7] — RP continue telle que la solution de I'équation différentielle
X'(t) = AX(t) + Bu(t) , X(0) =0
vérifie X (T') = v.
1) Démontrer que Ay = R” si et seulement si le rang de la matrice
[B,AB, ..., A" 'B]

est égal a n.

2) On note
T
G = / e(Tfs)AB tB t(e(Tfs)A)dS.
0

Démontrer que ImG = Ar.

3) On suppose G inversible. On note
a(s) = (eT91B)G .

Démontrer que si u € C°([0,T],RP) est telle que la solution de X'(t) = AX(t) + Bu(t),
X(0) = 0 vérifie X(T') = v alors

/ " us) s > / ()]s

Eléments de correction
1) La solution de X'(t) = AX(t) + Bu(t), X(0) = 0 vérifie X(T') = fOT eT=5)4 Bu(s)ds.

On a dim Ar < n si et seulement s'il existe Y € R™ non nul tel que (Y,v) = 0 pour tout

v € Ar. En particulier si on choisit u(s) = ‘B (eT=*)4)Y on a

T T
0= tY/ eT=94By(s)ds = / |t BteT=94Y||2ds
0 0



et donc pour tout s € [0, 7], *Ye""94B = 0. Si on dérive successivement cette relation par
rapport & s en s = T’ on obtient 'Y A¥B = 0 c’est-a-dire rg[B, AB, ..., A" 1B] < n.

Réciproquement si rg[B, AB, ..., A" !B] < n il existe Y € R" tel que 'Y A*B = 0 pour tout

k et donc 'Y e"=94B = 0. On a alors, pour tout u continue, Y’ fOT eT=9)4By(s)ds = 0.
2) Méme preuve que précédemment.
3) Si on note E(u) = (1/2) [ lu(t)||?dt on a

E(u) = E(u) + /0 H(eT=91BYG v, u(s) — u(s))ds + F(u — a)

soit -
E(u) = E(u) + /0 (G, e T4 B(u(s) — a(s)))ds + E(u — a).

Mais pour X solution associée & %, on a
- T
0= X(T) - X(T) = / T4 B(u(s) — a(s))ds.
0

D’ou le résultat.

Exercice 5
Enoncé

Soit P un polynome unitaire de degré d a coefficients entiers. On suppose qu’il admet d

racines Ap, -+, Ag telles que VE =1,...d, [\g] < 1.

1) On pose pour n € N,
d
fln) =) A
k=1

Démontrer que f ne prend que des valeurs entieres et qu’il existe p € N* tel que pour tout

n € N assez grand

fn+p)=fn).



2) Démontrer que les Ay sont des racines de I'unité ou sont nulles.

Eléments de correction

1) On peut supposer que les A\, sont non-nulles (sinon on met en facteur une puissance de
X). On introduit A la matrice compagnon associée a P. Son polynéme caractéristique est P

et ses valeurs propres sont les \g, comptées avec multiplicité. On a donc

d

Fn) =" A = tr(A").

k=1

Comme A est a coefficients entiers on voit que f ne prend que des valeurs entieres.

D’autre part, d’apres Cayley-Hamilton A% = a; A%"' +- - +ayl; ol les a, sont entiers et donc

Artd — g  Anta=l oo 4 g A™. Par conséquent pour tout n € N
fin+d)=af(n+d—1)+---+asf(n)

La suite f(n) est bornée (disons par M), prend des valeurs entiéres et vérifie une relation de
récurrence linéaire (a coefficients constants). Elle est déterminée par d valeurs consécutives ;

mais comme ([—M, M]NZ)? est fini, il existe ng € N et p € N* tel que

(f(no), - f(no +d=1)) = (f(no +p), ..., f(no +d —1+p)).

Par conséquent pour tout n > ng, f(n) = f(n+ p).

2) On a d’apres la question précédente f(n) = f(n + lp) pour tout [ > 0 et tout n € N,

n > ng:
d
fln) = N
k=1

On somme ces identités sur [ et on moyenne :



soit en intervertissant les sommations

d

L
Fln) =3 A S
=0

k=1
On observe que si

L
- \p . 1L yp s 1 1-207
siAL #1, lImp e 7D gAY =1limp o 7 v

i\ — : I WY AN R
siA, =1, lmp 7>, oA =1

si bien qu’en notant

J={\n kef{l,....d}: X =1}

et m, la multiplicité de A

£ =30 A (définition de f)

=D ey MaA" (d’apres ce qui précede)

et donc
YV n > ng, Zm,\/\":().

reJe
Si le cardinal du complémentaire J¢ de J vérifie card(J¢) # 0, on peut écrire un systéme de
Vandermonde et voir que tout A € J¢ est nul, ce qui contredit 'hypothese que les A\ sont
non-nuls. On doit donc avoir J¢ = ) et donc toutes les valeurs propres de A (les racines

non-nulles de P) sont des racines p-iemes de 1'unité.

Exercice 6
Enoncé

a) Soient K C R un Q-espace vectoriel de dimension finie. Démontrer que pour a,b € K avec
a/b ¢ Q, il existe ¢ : K — R additive, c’est-a-dire telle que

oz +y) = p(x) + p(y) pour tous z,y € K,

et telle que p(a) =1 = —p(b).



b) Démontrer que si pour tout (xy,x2,41,y2) € K on définit

p([e, m2] X [y1, y2]) = p(x2 — 1)@ (Y2 — Y1)

alors, pour tous @k, ¥ik, ¢ = 1,2, k =0,1,...,n dans K vérifiant

n
[$1,0> xzo] yl 0, Y2, 0 U L1,k T2 k [yl,kn yQ,k]»
k=1

la réunion étant disjointe, on a:

3

,u([fl?l,o,ﬂﬂz,o] X [yl,anZO]) = M([ﬂfl,k,iﬂzk] X [yl,kayQ,k:])-
k=1

¢) En déduire que s’il existe une partition d’un rectangle, de cotés la longueur respectives a, b,

en carrés, alors a/b € Q.

d) Démontrer que s’il existe une partition d’un carré de coté de longueur 1, en carrés, alors

ces carrés sont de cotés rationnels.

Eléments de correction

a) La famille {a, b} est libre sur Q et peut étre complétée en une base sur Q. Il existe donc une

forme Q-linéaire ¢ € K* : K — Q telle que dans la base (a, b, *), ¢ prend la forme (1, —1, *).
b) C’est du a I'additivité de (.

¢) Etant donnée une partition d’un rectangle R (de cotés a,b) en carrés Cy, i = 1,...,p,
on peut construire, en prolongeant les cotés des carrés a tout le rectangle R, une partition

R = URy, en rectangles contigus

n

R = U[xl,kaxz,k] X Y1k Y2,k
k=1

et chaque carré C; est (modulo les bords) une union disjointe de certains Ry. Soit K le Q-

espace vectoriel de dimension finie engendré par les z, yg, a,b. En supposant a/b ¢ Q, on



peut introduire la forme linéaire du a) et u construite comme en b). D’apres b) on a donc
pu(R) = >, u(C;) et toujours par b)

—1 = p(a)p(b) = Z 0(C)2.

Remarquons que les ¢(C;) sont réels (dans Q) et donc (¢(C;))? > 0. On obtient donc —1 > 0

ce qui est absurde.

d) On proceéde comme précédemment mais avec le choix suivant pour ¢. Etant donné ¢; la

longueur d’un des c6tés de ¢ qu’on suppose irrationnel, on construit ¢ de fagon que (1) =0

et p(c;) = 1.

Remarque : Ce sont des résultats dis a Dehn au début du 20e siecle.

Exercice 7

Enoncé
Soient my, ..., m, des constantes positives et x1, ..., x, des réels strictement positifs. Posons
" m
k
glx) = '
r — T
k=1

Montrer que 'ensemble des réels = pour lesquels g(z) est défini et vérifie
g(x) > X (avec A > 0)

est une union finie d’intervalles dont la somme [(A) des longueurs [;(\) vérifie

Eléments de correction



Si on note cx(A) les racines de I'équation g(z) = A on a

n

IA) = (c(\) — ).

k=1

En multipliant g(x) — A par (x — 1) - - (x — x,,) on voit que les ¢;(A) sont les racines de

OzAH(x—xk)—ka Z (x — ).

k=1 - I1=1,l£k

L’examen du coefficient de degré n — 1 en x montre que

n

ch()\) :kz:;xk"‘%;mka

k=1

ce qui est le résultat.

Exercice 8
Enoncé

Soit un polynome
n

P(z) = Z apx®

a coefficients réels dont les zéros sont réels. Démontrer que pour tout 1 < k <n —1,

2
Q1041 < Q.

Eléments de correction

On a ap = P®(0)/k! et on observe que
(k— D)k + 1) > (k).
Il suffit donc de démontrer que

PED(0)PEF(0) < (PW(0))2,



(k=1) n’a que des zéros réels d’apres le théoreme de Rolle. Vérifions que

Le polynoéme @) = P
Q(2)"Q(z) < (Q'(x))?: la fonction — log |Q(x)| est convexe entre les zéros de @ car sa dérivée

seconde est une somme de termes de la forme 1/(z — \)2.

Exercice 9
Enoncé

1.a) Soit une suite (x,),en de réels positifs telle que pour tous n,m € N,
Tn+m S Tn + Tm-
Démontrer que la suite (z,/n) converge vers

| = inf(z,/n).

n>1

1.b) Soient (y,) une suite positive telle que pour tous n,m € N*

n? m?
U +

yn—i-m S ( Zym + En,m

n+m) (n+m)

oll on suppose que (€, )n,m est une suite positive telle que
lim €,,, =0.

n,m—00

Démontrer que y,, converge vers 0.

2) On considere une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi
Up,...,Up, ...

a valeurs discretes dans R, et f,, : R™ — R, (n > 1) des fonctions positives. On suppose que

pour tous n, m entiers

fner(Ub .. ~7Un+m) S fn<U1, ey Un) + fm(Un+17 ey Un+m)- (*)



On pose X, = f,(Uy,...,U,) et on suppose que E(X,,) < 0.
2.a) Démontrer que la suite (1/n)E(X,,) converge vers une limite que 1’on notera L.

2.b) Démontrer que pour tout € > 0
Xn
hmP(]——Lyze> = 0.
n—oo n

Eléments de correction

l.a) Notons L = inf,>;(z,/n). Soit € > 0 et ¢ tel que L <z, < L + €. Pour tout n € N, on

fait la division euclidienne de n par ¢: il existe m tel que n =mqg+1r, 0 <r < ¢. On a alors
Tp <mxy + T,

d’ou

ce qui donne
L <(z,/n) <L+ 2

des que n est assez grand.

1.b) On constate que si n = m on a

Yon S (1/2)yn + En,n

et il n’est pas difficile de voir que ys» tend vers 0. Cela suggere de procéder de la fagon

suivante. Notons Ay (k € N) (la couronne dyadique) :

Ar = 27,3 x 2] NN,



Pour tout k, A, N Ap1 # 0 et

W:U&.

k>0
On remarque que tout [ € Ag,q s’écrit comme somme de deux éléments de Ay, [ = n + m,
n,m € Ay ou n et m sont comparables (c’est-a-dire que leur rapport est dans [1/2,2]). En

effet, considérons [ € Ay1. Soit [ = 21" est pair

oM <[ =2l <3 x 28!
et onal € A. Soit [ =2’ + 1 est impair et

2 <=2+ 1< 3 x2F!

si bien que I’ +1 <3 x2F et 28 <" et donc I',I' +1 € Ay, 2l =1+ (I' +1). Posons I" = I’ si
[ est pair et " = 1"+ 1 si [ est impair. On a
l/2 l//2
yl S l—2yl/ + Z_le” —|— El’,l”'
Notons u, = max,eca, Yn €t € = Max, mea, €nm- L'inégalité précédente montre que pour

A = 3/4 il existe kg tel que pour k > ko
U1 < Aug + €

et
N—kg

uy < /\N_kouko + E )\J_lgN_j.
Jj=1

Comme limy_,o, € = 0 on a bien limuy = 0 d’ou le résultat.

2.a) En prenant 'espérance dans () on a

E(Xnim) < E(X0) +E(fu(Unsts - ., Unim).

Comme le vecteur aléatoire (U1, ..., Upim) a méme loi que (Uy,...,U,) on a

E(fm<Un+1> ceey Un+m)) = E(fm(Ula cee Um>>7



et donc
E(Xpim) < E(X,) + E(X,,).

On peut appliquer le résultat de 1.a) :

lim (1/n)E(X,) = L := inf (1/n)E(X,).

n— o0 n>1

2.b) On essaie de majorer la variance de X, y,,/(n+m) : en notant X .= fn(Units - Uniem)
on a
X < X0+ (X2 +2X, X0,

Les variables aléatoires X, et XT(,? ) sont indépendantes et on a donc

E(X2

n+m

) <E(X2) 4+ E(X)?) + 2E(X,,)E(X ™).

m

Comme X,Sf’ ) et X,, ont méme loi on a

E(X2

n+m

) <E(X2) +E(X2) + 2E(X,)E(X,,)

et donc en notant Y,, = X,,/n

2 2
2
E(Y2,, TRV —RB(Y2) 4 —

N CE=mE

On a donc en posant A, ,, := —(E(Yn1m))® + G E(Ya) + 725 E(Yn))?
2 2

m
sVar(Y,) +

Var(Yoim) < m

mVar(Ym) + An,m-

On sait que imE(Y,,) = L ; en particulier pour tout 6 > 0 il existe N tel que pour tout
k> N, L <E(Yx) < L+ 4. Par conséquent, pour tout m,n > N on a

n

L< E(Y,) +

< E(Y,,) <L+6
n—+m n-—+m

et donc
Apn < (L+6)* = L* <35(1 + L)



si ¢ est suffisamment petit. On a donc

lim A, ,, =0.

n,m—00
En posant y,, = Var(Y,,) on obtient pour m > N, n > 1
n2 2

yn+m S ( Qyn +

(- mp z¥m ¥ Anm

(n+m)

et on peut appliquer le résultat du 1.b) :

lim Var(y,) =0.

n—oo

On conclut par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev : pour tout € > 0,

P(|Y,, — L| > ¢€) < (1/&)Var(Y,) —nse0 0.

Exercice 10
Enoncé

Quels sont les idéaux maximaux de ’anneau des fonctions continues C°([0, 1]) qui sont stricte-

ment inclus dans C°([0, 1])?

Eléments de correction

Ce sont les parties de la forme

M, = {f € ([0, 1)), f(a) =0}

avec a € [0,1]. Si un idéal I n’est pas de cette forme, on montre qu'’il existe un recouvrement
fini de [0, 1] par des ouverts Vi, ..., V,, et des fonctions fi, ..., f, dans I telles que, pour tout

i, f; ne s’annule pas sur V;, et on en conclut que la fonction inversible

P4+ f2



appartient & I, et donc que I = C°([0,1]).

Commentaire: La propriété de Borel-Lebesgue n’est pas au programme (existence du recou-

vrement fini de [0,1]). Il conviendra donc de I’établir dans ce cas particulier.

Exercice 11
Enoncé

Soit G un groupe fini. Pour z € GG, on note

z=1{gzg” ", g€ G}

et on dit que x est ambivalent si 27! € T (cette propriété ne dépend pas de I’élément choisi

dans une classe 7). On note encore p(x) le nombre d’éléments g € G tels que x = ¢°.

1) Montrer que le nombre de classes ambivalentes est

On note maintenant y(x) le nombre d’éléments g € G tels que gx = zg.

2) Montrer que Z est ambivalente pour tout x si et et seulement si

> (@)= ().

zeG ze€G

3) Montrer que le groupe alterné A, des permutations paires a 4 éléments ne vérifie pas cette

derniere propriété.

Eléments de correction

1) En utilisant le symbole de Kronecker, on a

p(x) = Z Oz 25

yeG



et

Zp(x)2 = Z p(x)ax,yQ = ZP(CUQ) = Z 5y2,z2 = Z 5z:czx,z2 = Z 6z,z:c—1z—17

zeG z,yeG yeG y,2€G z,2€G z,2€G
donc G
Y @)= ) i |Gla,
zeG x ambivalent

ou « est le cardinal recherché.

Remarque : il n’est pas attendu que le candidat connaisse a priori la relation entre le cardinal
de la classe de conjugaison d’un élément x et celui du sous-groupe des éléments commutant

avec I.

2) Supposons que

S el = ()

zeG xelG
D’apres la premiere question, Y . v(z) = a|G]| et, par ailleurs, vy(z) = |G|/|Z|, donc

S (o) = |G|Z§ — G| {7, 2 € G}

zeG zeG
Donc

a= |z, r e G}

et GG est ambivalent. La réciproque est analogue.

3) Six € A4 est une permutation circulaire avec un point fixe (disons qui permute les éléments

(a,b,c)), les éléments o € S, tels que oxo~! = x~! sont impairs (par exemple la transposition
(

ab)). Donc x est ambivalent dans Sy, mais pas dans Ay.

Exercice 12
Enoncé

Soit = une fonction C! au voisinage de 0, telle que

z'(t) = 3x(t) + 85 cos(x(t)) et x(0) = 77.



Montrer que = se prolonge en une solution de cette équation différentielle sur R entier.

Eléments de correction

La fonction z(t) est strictement monotone dans un voisinage de 0, et sa bijection réciproque

o) = [
x) = —_——
77 3Y + 85 cosy

au voisinage de x = 77. Soit « la premiere racine de 3z + 85 cos x a gauche de 77. Alors ¢ est

t(z) vérifie

bien définie (au moins) sur |, +00[. Au voisinage de «,
3z +85cosx = (3 — 85sina)(z — ) + Oz — a)?,

donc I'application
. 3r 4+ 85 cosx

r—a
a une limite non nulle en a, et égale a 3 en +o0o. Donc #(x) tend vers —oo en « et vers +0o

en +00. Sa bijection réciproque est donc bien définie sur R, et 'on vérifie qu’elle est une

solution de I’équation différentielle, qui prolonge la solution locale initiale.

Exercice 13
Enoncé

Soient F/ un espace vectoriel complexe de dimension finie et F une famille d’endomorphismes
diagonalisables de F/, qui commutent deux a deux. Montrer qu’il existe un endomorphisme g

de E tel que tout endomorphisme de F soit un polynome en g.

Eléments de correction

On commence par constater que les sous-espaces propres d’'un endomorphisme f € F sont
stables pour tous les f' € F. Des lors, les restrictions des f’ a ces sous-espaces propres sont
diagonalisables, puisqu’elles annulent un polynome scindé non nul dont toutes les racines sont

simples. Par récurrence sur la dimension, on en déduit qu’il existe une base qui diagonalise



simultanément tous les endomorphismes de la famille. Dans une telle base, si g est un endor-
morphisme diagonal de valeurs propres distinctes, et si f € F, il suffit de choisir un polynome
P qui envoie exactement ’ensemble des valeurs propres de g sur I’ensemble des valeurs propres
de f pour avoir f = P(g).

Exercice 14
Enoncé

Soit f: Ry — C de classe C*, telle que [;° |f’| < co. Montrer que

S f(n) et /Ooof

n>0

sont de méme nature.

Quelle est la nature de Y ceslnn?

Inn
Eléments de correction
La premiere affirmation découle de I'identité
N N
S = [0+ (1)rw)
n=2 1
ou {t} =t — [t] est la partie fractionnaire de ¢.

Elle ne s’applique pas directement a la fonction

ft) =

coslnt
Int

parce que
sinlnt coslnt

!
t) = — - ,
£ tInt  ¢In*¢
ol le premier terme n’est pas absolument intégrable. Mais le méme type de calcul a I'ordre

deux (puisque cette fonction f est de classe C?) conduit a la formule

> sty = LI o [ 10+ (1) = 401) 17(0) o



de laquelle on peut déduire que la série demandée a méme nature que [ * f. En intégrant sur

les intervalles de la forme [ag, by] avec

ap = €—7r/4+2k7r, bk: _ e7r/4-|—2k71'

et en faisant le changement de variable t = e°, on voit que l'intégrale, et donc aussi la série,

divergent.

Exercice 15
Enoncé

Soient v : R? — R? de classe O™ et, pour tout t € R, ¢, : R? — R? de classe C°, tels que

o = id et dgo;_ix) = v(pi(x))

pour tous z,t.

1) Justifier, par un calcul au premier ordre au voisinage de x € R?, que la dérivée par rapport
au temps, de l'accroissement de 'aire par ¢, en z et en ¢t = 0 est

81}1 (%2

2) Que vaut ce taux pour v(z) = (3, —sinzy)?

Déterminer une méthode numérique approchée pour calculer ¢;(x) quand ¢ est petit, qui

préserve l'aire au sens de la question précédente.

Eléments de correction

1) On a
e+ &) = pi(x) + dpi(z) - €+ o([[€]))-

Au premier ordre, un petit carré au voisinage de x est donc envoyé sur un parallélogramme,

et I'aire est multipliée par det ¢;(x). On vérifie que d(det)(I) est la trace, aprés quoi on voit,



en permutant les dérivées temporelle (en t) et spatiale (en xy, x2) :

d
Edet dp()|i=0 = trdv(x).

2) Avec 'exemple proposé, cette quantité est nulle. Si ¢ est petit, on peut faire ’approximation
v(pe(x)) = v(x),
ce qui conduit a approcher ¢;(x) par
Ei(z) = (x1 + txg, xo — tsinzy).

Mais
det dEy(z) = 14+ t*cosz; # 1,

ce qui signifie (par un raisonnement analogue a celui de la premiere question) que, si ¢t # 0,

E; ne préserve pas 'aire. En revanche, on voit que la variante
Si(z) = (x1 + t(za +tsinwy), vo — tsina)

a un déterminant jacobien égal a 1, ce qui permet d’espérer qu’il s’agit d’une meilleure ap-

proximation de ¢, ().

Exercice 16
Enoncé

Dans ce qui suit on appelle difféomorphisme croissant de R une application bijective R — R,

strictement croissante qui, avec son inverse (pour la composition), est C*.

1) Soit v : R — R une fonction de classe C* et h : R — R un difféomorphisme croissant. On

note h,v la fonction v vérifiant

o(h(z)) = hW(x)v(z).

Démontrer que si h, g sont deux difféomorphismes croissants de R on a

(hog)wv = hi(gev).



Que vaut (h™1),v ?

2) Soit v : R — R* une fonction de classe C* telle que

VezeR, 0<v(z) < Alz|+ B (ici A, B > 0).

a) Démontrer qu'il existe un difféomorphisme croissant de R tel que h,v = 1.

b) En déduire que I’équation différentielle
2'(t) = v(z(t)) avec x(0) = xg

admet une unique solution définie sur R tout entier.

3) Soit f : R — R un difféomorphisme croissant n’admettant pas de point fixe. Démontrer

qu’il existe h un difféomorphisme croissant de R tel que
hofoh™ =TouT:z~ x+1.

[On pourra se ramener au cas ot f(0) > 0 et chercher un v : R — R* | f-équivariant c’est-a-

dire tel que f,v =wv.]
Eléments de correction

1) C’est immédiat et résulte de la formule de dérivation des fonctions composées : Si vy = g,v,

vy = h,v; on a vy 0 h = h'v; et donce

va0(hog)=(hog)(viog)= (N og)gv=(hog)v.

Pour l'inverse : sivoh ™' = (h™)Yvonavoh ™= (1/0 oh v dou

0= (1/1) x (voh).



2.a) On doit résoudre h'(x)v(z) =1 et donc h'(z) = 1/v(x). Posons

1
h(z) = /O T

C’est une application C'*° strictement croissante et il faut vérifier qu’elle établit une bijection

de R — R ou de fagon équivalente que lim,_ .4, = +00. Or
1/v(z) > (Alz| + B)™

et l'intégrale de cette derniere fonction diverge en +o0o (méme chose en —o00).
2.b) Si 2/(t) = v(x(t)), en posant y(t) = h(z(t)) on a

y/(t) = W (x(t)2'(t) = K (x(t))v(x(t) = (K o =) (y(t))(v o h™H)(y(t))

et donc
y'(t) = (ho)(y(t)).
Avec le difféomorphisme de la question précédente, on voit que y'(t) = 1, y(0) = h(zy) qui

s’'integre facilement !

3) On peut toujours supposer f(0) > 0 car sinon on remplace f par so fos lous:x+— —x

(Papplication ainsi construite reste strictement croissante).

Construisons un "champ de vecteur” v tq f.,v = v. Pour cela on considére un domaine
fondamental de f c’est-a-dire un intervalle I tel que les f™(I) forment une partition de R.
11 suffit de choisir I = [0, f(0)[, le seul point a vérifier étant que 1'on couvre R par les
f™(I) ; mais c’est une conséquence du fait que f est sans point fixe et donc pour tout = (en
particulier z = 0) lim,, 1+ f™(2) = £o0o (suite strictement monotone). Pour construire v on
procede de la fagon suivante. on choisit v égale a 1 sur | — 4,0[ (6 > 0 petit) ; on doit avoir
v(f(x)) = f'(z)v(z) ce qui force les valeurs de v sur f(] — 6,0)[) qui est un voisinage de f(0)
de la forme | f(0) — as, f(0) + bs[. Si d est suffisamment petit on a

0< 8 <25 < f(0)—as < £(0) et [£(0), F(0) + bs|C f(I).



On peut alors construire (en utilisant des fonctions e~'/*) une fonction v; C® sur J :=
|—0, f£(0)+bs[, égale a 1 sur | — 0, d] et qui vaut f'(z) x 1 sur f(]—0,d[). On définit finalement
v sur R en posant pour n € Z

Y oy = (F7)wor
Comme vy et f,v; coincident sur J N f(J) on en déduit que v est bien définie, C* et vérifie

fiv=w.

Pour conclure on introduit A tel que h,v = 1 (défini en 2.a) et on a
ho(fv) =1=hw

si bien que
(htofoh)l=1.

Mais cette derniere relation impose que

d

—(htofoh)=0

T(h o foh)

c’est-a-dire que h=! o f o h est une translation x — x + . En conjuguant par 1'application

x — ax on obtient le résultat voulu.

Exercice 17
Enoncé

1) Soient (z,,) et (y,) deux suites réelles périodiques de périodes a et b. Soit d le PGCD de a

et b. Montrer que si x,, = y, pour a + b — d entiers consécutifs, alors = = y.
Indication: on pourra introduire les séries >z, 7" et Y y,T™.

2) Soient f et g deux fonctions continues périodiques R — R, de périodes «, 5 > 0 telles que
a/ 8 soit un rationnel a/b, avec a, b entiers > 0 premiers entre eux. Montrer que si f(t) = g(t)

sur un intervalle de longueur a + 8 — %, alors f = g.

Eléments de correction



1) Soient F' et G les séries précédentes, qui sont convergentes par périodicité. On peut
supposer que x,, = ¥y, pour n = 0,1, ...,a+b—d, puisque si z,, = y, pour n > ng, on a égalité

pour tout n par périodicité. La suite x étant a-périodique, on a

)=

pour un polynome P de degré au plus a — 1. De méme

Q(T)

=17

avec deg(Q) < b. Le polynome 1 — T divise & la fois 1 —T% et 1 —T°, on a

F-G=2Z2
G 5

ou R est un polynome de degré < a + b — d: si
1-T*=A1—-T%et1-T"=B(1-T%,
poser R=PB —QAet S=(1-T9AB.

Puisque les a + b — d premiers coefficients de la série F' — GG sont nuls, il en est de méme de

R = S(F — @), qui est donc le polynéme nul.
2) On peut supposer = 1. Soit ¢t € [0,b7!]. Considérons
f (t + n) t (t + n)
Ty = —) ety, = - .
p) OIS
Elles sont a et b-périodiques car f et g sont a/b et 1-périodiques. D’apres (i), si z,, = y,, pour

n=20,---,a+b—2, alors z =y. Or

a+b—2

1
2 +t€{0,a+ﬁ—§:a+1——{

b

donc f(t+mn/b) = g(t+mn/b) pour tout n. Comme c’est vrai pour chaque ¢ € [0,1/b] et qu’on
aégalité sur [0,¢+1—1 >3], ona f=g.




Exercice 18
Enoncé

1) Soient a, b, x,y des entiers relatifs non nuls, et k € Z. Montrer que

1 1
a.arctg (;) + b.arctg <§) = l{;% mod 7

si et seulement si le produit

(1 =)z +0)%(y+1)° est réel.

2) Trouver des entiers a,z > 0 tels que

; 1 ; 1 oo
a.arctg . arctg 539 ) = 1

On pourra admettre que dans ’anneau
Z[i] = {a +ib; (a,b) € Z*}
tout élément non nul s’écrit comme un produit d’éléments irréductibles, de fagon unique si

on néglige l'ordre des facteurs et la multiplication par des éléments inversibles.

On précise qu'un élément est dit irréductible si ses seuls diviseurs sont les inversibles et

I’élément fois un inversible.

Par exemple, —239 + i = (1 +4)(3 + 2i)* est une décomposition en facteurs irréductibles.

Eléments de correction

Frren done arctg(1/w) = % log(%4), oit pour chaque

r—1

1) Premiére méthode On a exp(2iz) =

z € C*, on note w = log(z) un nombre complexe, bien défini modulo 2ir, tel que ¥ = z. La

formule se réécrit donc:

1 S\ a .\ b 1 N\ —k
— log x—l—@. y—i—z‘ +Z_ € .
21 T —1 Yy —1 1—1




Si 'on pose
2= (1) (z +10)"(y +1)°

et ( = z/z de module 1, on a donc log(() € 2inZ, c’est-a-dire ( = 1 d’out z = Z.

Seconde méthode Partir de 1’égalité triviale

a+ b = va? + b? exp(iarctg(b/a))

et en déduire que

H(aj + ib;) = (véel > 0)exp (i Z arctg(b;/a;)).

J J
2) On veut déduire de 1'égalité

(2 +4)%(1 — )(=239 + i) = (x — i)°(1 +)(—239 — 4)

les valeurs de = et a. (On va trouver: z =5, a = 4, et le produit vaut —228488 = —23.13%.)

Pour commencer, on peut vérifier que 1+ ¢ et 3 4+ 2¢ sont bien irréductibles. Ceci résulte du

fait que si N(z) = 2z, on a :
(1) N(zz') = N(2)N (')
(2) N(z) =1 si et seulement si z est un inversible de Z[i].

La conclusion résulte alors du fait que N(1 4+ 4) et N(3 + 2i) sont premiers, respectivement

égaux 2 et 13.

On en tire que les inversibles sont exactement les 1, 7, et que 3 + 2¢ et 3 — 2¢ sont premiers
entre eux. Par contre, 1+ et 1 — ¢ sont associés au sens ou 'on passe de 1'un (irréductible)

a lautre (irréductible) en multipliant par un élément inversible, soit —i.

Compte tenu de ce qui précede, et de I'équation

(x+0)*(1—)(1+0)(B3+2) = (2 —9)"(14+4)(1 —i)(3 — 24)*



il est naturel de considérer a = 4 et x + ¢ multiple de (3 —2i). Si x +i = z(3 — 27), '’équation
devient [pour a = 4]

2= 24,

soit (£)* = 1 c’est-a-dire £ racine quatritme de I'unité; le choix de i et z = (1 + @) convient.

Comme (1 +1)(3 —2i) =5+ ¢, on a donc trouvé la solution et la formule de Machin:

z—4arct 1—arct L
g - AR5 &\ 239 )

Exercice 19

Enoncé

Soit A € M,(C).

1) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) Toutes les valeurs propres (complexes) de A sont égales a 1.
(ii)) A=1Id+N ou N™ = 0.

2) On suppose A a coefficients rationnels. Montrer qu'’il existe une matrice B € M, (Q) telle
que A = B2,

(On peut commencer par le cas réel.)

Eléments de correction

1) 11 faut montrer qu'une matrice de valeurs propres toutes nulles est nilpotente. On peut
la trigonaliser avec des zéros sur la diagonale. Il est clair que sa puissance n-ieme est nulle.
Réciproque: si A # 1, on a

A= Ald=AN—-1)Id+N



qui est inversible.

2) On peut choisir
B = (Id+N)"2.

Plus précisément, on a envie de définir

1+ (i‘) N

Pour a = %, c’est

1 1
Id4+=N—-N?+....

2 8
La formule
(Id+N)2)* = Id+N
est valable car les coefficients obtenus en développant 1,1,0,0,0,--- sont les mémes que ceux

obtenus en élevant au carré la série entiere sur R.

Exercice 20
Enoncé

Soit u un endomorphisme d’un C-espace vectoriel V' de dimension finie. On suppose qu’il
existe une constante C' > 0 telle que pour tout n > 0, on ait |Tr(u")| < C. Montrer que 'on
a |[Tr(u™)| < dim(V') pour tout n > 0.

Indication : on pourra considérer la série entiere ) Tr(u")% et montrer qu’elle coincide

avec log det(Id —tu)~! sur un voisinage de zéro.

Eléments de correction

Il s’agit de montrer que chaque valeur propre de u est de module < 1. Suivant l'indication,

on considere:
dim(V)

t det(ld—tu) ' = J] (1—tx)7,

=1



bien définie dans le disque [t| < 1/p, ou p = max |)\;| (avec la convention 1/0 = +00). Son

logarithme [complexe ; considérer seulement la série entiere sinon] est

dim(V) dim(V) dim(V) m
Zlogl—t)\ ZZ)\" —Z Py -,
i=1 n>0 n>0 i=1

la série entiere de l'indication. L’hypothese entraine que cette série a un rayon de convergence

> 1. Pourtant, si p = |\;|] > 1, on aurait une divergence de la fonction pour ¢ approchant
1/X;. On a donc p < 1.

Remarque : si u trigonalisable sur R, on peut prendre n pair et majorer par positivité |\;| < 1.

Exercice 21
Enoncé

1) Soit (z),>1 une suite réelle. Montrer que si elle converge vers | € R, elle converge aussi

logarithmiquement vers [ :
1 T

— — [
log(n) 2. k

2) Soit (c,,) la suite définie par ¢y = 1 si I’écriture de n (en base 10) commence par un 1, et 0

sinon.
Lol
La suite >, ., ¢k est-elle convergente ?

3) Montrer que (¢,) converge logarithmiquement vers log;,(2).

Eléments de correction

1) C’est essentiellement identique au cas classique de la limite de Cesaro, bien connu (mais pas
explicitement au programme). Par linéarité, on peut supposer que [ = 0 car la suite constante
égale a 1 tend logarithmiquement vers 1. La conclusion dans ce cas est alors immédiate, par

I’argument classique.



2) Sin=2.10"—1=1999---9, la moyenne est au moins 1/2 : les (n+1)/2 nombres de 10* &
n commencent par 1. Sin = 10¥—1=999.-.9, il y a au moins 8.10¥~! nombres inférieurs [a k
chiffres] qui ne commencent pas par 1. La moyenne est donc majorée par environ 2/10 = 1/5.

Il n’y a donc pas convergence.

3) Si K = [logyy(n)]| (le nombre de chiffres de n, moins 1), la somme & calculer, avant de

diviser par le logarithme de n, est :

2. 2

min{n,Q.loK—l}

2

7

10k +
0<k<K 0<j<10F J j=10K
2.10%
Le second terme est un O(1) : comparer avec [ % =log(2). Pour chaque k (= nombre de
10K
. N 1 PN sz L 1 de o
chiffres apres le 1), la somme ) To¢7; S€ compare aussi a une intégrale : c’est [ 25 &

0<j<10%
une erreur majorée par le sup de l'oscillation de la fonction (décroissante) x — 1/(1 4 x) sur

un intervalle de longueur 107, qui vaut 1/(10¥ + 1) < 107*. Finalement, la somme est
(K +1)log(2) + O( 210 = |logy(n)] log(2) + O(1).

Il reste alors a diviser par log(n).

Exercice 22
Enoncé

Soit p un nombre premier. On considere 'anneau A := Z/pZ[T] des polynomes a coefficients
dans l'anneau des entiers modulo p: c¢’est I'ensemble des sommes finies > a;7% munies de la

somme et du produit usuels: (3, a;T") (32 jb;T7) = 37,30, =y aib; )T* | ot les produits et

sommes des coefficients sont calculés dans le corps Z/pZ, c’est-a-dire modulo p.

Pour tout polynéme unitaire f € A, notons |f| (valeur absolue de f) l'entier pdes(/); en

particulier, |1/ = 1. On dit que f est "sans facteur carré” si le seul polynéme unitaire g tel

que g*|f est g = 1.



1) Montrer que si s € C est de partie réelle > 1, la famille des |f|™® (pour f unitaire) est

sommable et calculer sa somme ((s).

2) Soit Ca(s) := >_; | f[~* olt f parcourt I'ensemble des polynomes unitaires sans facteur carrés.

Montrer que:

Indication: en ignorant les questions de convergence, on pourra réécrire ces sommes comme
des produits en admettant le fait que tout polynome unitaire s’écrit de maniere unique [a

I'ordre pres] comme un produit de polynémes unitaires irréductibles.

3) En déduire que pour tout entier d > 2, la proportion de polynoémes f € A unitaires de
1
degré d, sans facteur carré, est 1 —p~ ' = —.

¢(2)
Eléments de correction

1) On a

)= =

ds = _ —s
=P I—pp

car il y a exactement p? polynomes unitaires de degré d.

2) On montre que

1
((s) = H e

Pirr.unit.

Cela résulte de I'existence et I'unicité de la décomposition en produit d’irréductibles. En effet,

[T 1P =31

P n>1

on a

Si f = PJte. Poroona | f|7F = | B[ | B



[Variante : Ecrire ((s) = > p;+ > pyyy d'olt ((s) = Cpy(1 = [P]7°)"" et par récurrence
C(8) = Cpy o Pt X T1;(1 = |B|7%)71, d'ott la formule.]

De méme, on a trivialement (3(s) = > (1 + |P|~*) (via variante de la variante si I'on veut),
P

ou P parcourt I’ensemble des polynomes unitaires irréductibles.

De l'identité 1 + z = 11__'2; appliquée aux z = |P| ™%, on tire 1’égalité désirée.

3) Compte-tenu de I'expression de ((s), on obtient, en posant z = p~*, I’égalité:

1 — px? d
1 DT = Z aqx -,
d>0

ou ag est le nombre de polynomes unitaires sans facteur carré de degré d. En développant le

terme de gauche (série géométrique), on trouve que pour chaque d > 1, on a aq = p® — p?~1,

d’ou le résultat en divisant par p?.

Exercice 23

Enoncé

2

1) Montrer qu’il n’existe pas de fonction rationnelle g(x) € R(x) telle que g(z)e™" soit une

. oy 2
primitive de e™*".

2) Soient g € R(z)\R et H € R[X,Y] tels que

H(z,exp(g(z))) =0

sur un intervalle ouvert non vide de R. Montrer que H = 0.

Eléments de correction

1) En dérivant, on obtient ¢’ — 2xg = 1. Si g = u/v avec u A v =1 et v unitaire, on a

u'v —uv' — 2xuv = v?



d'ott v | wv', d’ott v|v' (car u Av = 1) et donc v = 1. Finalement, v’ — 2zu = 1 n’a pas de

solution polynomiale pour des raisons de degré.

2) Par hypothese, il existe un entier n > 0 et des fractions rationnelles a; € R(x) telles que

e + E axe =0
0<k<n
sur l'intervalle considéré, privé des poles des fractions rationnelles. Considérons une telle
relation pour n minimal. En dérivant la relation, et en divisant par ng’ (qui est non nulle car
g est non constante), on obtient

a, + ap. kg
e”g+z—k ng]/c T ks — ),
k

ay, + ax.kyg'
ng’
ar non nul. D’apres ce qui précede, on a 1’égalité, dans R(z),

Par minimalité de n, on a donc = ay, pour tout k. Soit a = a(x) € R(x) un des

-1

avec A € R*. (En l'occurrence, c’est (n — k)~! mais peu importe.) Or, le terme de droite est

> =
T — 2

«

de la forme

ot les z, € Csont les racines et poles de a et les ¢, # 0. (Calcul usuel de dérivée logarithmique,

en factorisant la fraction rationnelle sur C.)

Une telle égalité est impossible : si z est I'un des z,, on a g(z) = h(x)/(z — 2)™ pour un
m € Ny (avec h(z) ¢ {0,00}) et

, q h —m —mh c

=9 (x—z)m(x—z—i_”. :mjL'”%x—z

En bref : la dérivée d’une fraction rationnelle n’a jamais un comportement en 1/x au voisinage

de 0.




Exercice 24
Enoncé

Soit

c’est-a -dire la limite du produit

lorsque n — +o0.

1)Montrer que le produit converge bien pour || < 1 et que P(z) = > p(n)z", ou p(n) est le

nombre de partitions de n en somme d’entiers strictement positifs.

2) Montrer que pour z — 17, on a:

ou

(2)=>Y n>

n>0
3) En utilisant la majoration triviale
p(n) < "P(x),

pour un bon choix de x €]0, 1[, montrer que

p(n) < exp (\/?u +o<1>>) .

On admettra que ((2) = %2.

Eléments de correction



1) Pour |z| < 1, on peut regarder
log P,(z) = Zlog(l — ")
k=1

Comme —log(1 —y) = > y"/r est majoré en valeur absolue par |y|(1+ |y|+|y*|+---), on a

>0
|log(1 — y)| < 2|y| pour |y| < 1. Pour |z| < 1, on a |z*] < § & partir d'un certain rang donc

> Jlog(1 — 2*)| converge.
k>0

Définissons des entiers p,.(n) par P.(z) = >_ p,(n)z™ (polynéme). Par définition, on a P(z) =
lim, P,(x) et p.(n) = pry1(n) si r > n. (p,(n) correspond aux partitions dont les sommants

sont < r.)

On a donc P(z) = > p(n)a™, ou p(n) est la valeur limite de p.(n), qui est clairement le

nombre de fagons d’écrire n comme une somme d’entiers non nuls (sans prendre en compte

l'ordre des facteurs).
2) On a

ky—1 r 1 a? 1 2
P(:p):eXp(Zlog[(l—m) ]):exp(1_$+§1_x2+§1_x3
k>0

+...)’

que l'on peut réécrire, pour mettre le 1 — z attendu en facteur,

1 2 3

G+gr—t s )

21+2) 3(1+z+2?)

Pour0<z<l,onakz" ' <l4+az+224+ - -+2"1 <k dou

1 T 1 z*
— > log(P(z)) > Z 72
k>0

1—=x k2 1—=x
E>0 >

et immédiatement:

P(x) = exp (@(1 + o(l))) :

1—2

(La minoration est suffisante pour avoir la convergence normale.)



3) Posons ¢ = ¢(2). Sil'on considere z, =1 — /<, on a

Pn < (1 — \/g) exp (\/%(1 + 0(1))) -
= exp ((ven 4+ O(1)) + Ven(1 + o(1))) = exp (2v/en(1 4 o(1))).

La premiere égalité est un développement limité du log (c’est-a-dire = + %) et la seconde est

une simple réécriture. Le choix de ,, est naturel: si on dérive exp (¢/(1 — z))/2", on a un

2

zéro lorsque n(1 — x)* = zc, soit (1 — x)*> = z¢/n, dont 1 — /< est presque solution (z tres

proche de 1).

Exercice 25

Enoncé

Soit n > 2.

1) Montrer que le nombre moyen de points fixes d’'une permutation de {1,--- ,n} est 1.

2) Calculer I’écart-type.

Eléments de correction

1) si F(m) est le nombre de points fixes de la permutation 7, on a
F(rm) = Fi(n) + Fo(m) 4+ - - - + Fo(m),
ou Fj(m) =1 si et seulement si i est fixé par 7. On a donc E(F) = ). E(F;). Or

E(F)=(n-1!n!=1/n.

2) On a
E(F?) =) E(FF) =Y E(F})+2) E(EF).

k i<j



Or, F? = F, donc E(F?) =1/n et
E(FiF;) = (n—2)!/nl=1/n(n—1).
Finalement,

pour n > 2. Ainsi, la variance est F(F?) — E(F)? = 1 et I'écart-type, sa racine carrée, est

également égal a 1.

Exercice 26
Enoncé

1) Soit X une variable aléatoire de moyenne nulle, & valeurs réelles dans un intervalle [a, b].

Montrer que pour tout £ € R, on a

E(exp(tX)) < exp (tQW) .

Indication : on pourra utiliser la convexité de la fonction = — exp(tz).

2) Soient X1, -+, X, des variables aléatoires indépendantes, telles que X; soit a valeurs dans

I'intervalle [a;, b;]. Montrer que pour tout s > 0, on a:

P (Z(XZ- - B(X;)) > s) < exp &ﬁiw) .

i

3) En déduire que la probabilité de tirer au moins % de "face” en N lancers de pile ou face

est majorée par exp(—N/8). Que donnerait I'inégalité de Tchebychev ?

Eléments de correction

1) La fonction z — exp(tx) étant convexe, on a la majoration

b—=x r—a
etac S eta+ 6tb

b—a b—a




pour tout = € [a,b]. En prenant l'espérance/moyenne, et en utilisant £(X) = 0, on obtient
une majoration par

E(etX) < (1 _u)eta+ﬂetb

_ eta(l — M@t(b_a)> _ e—t,u,(b—a)(]_ — ’uet(b—a))’
soit encore, en mettant tout dans I'exponentielle, par exp(f(A)), ou A =¢(b—a) et

fly) = —py +log(1 — p+ pe?).

On a f(0) = O (c’est trivial) mais aussi f/(0) =0 et f"(y) < 1/4 car c’est le produit z(1 — z)

pour z = Par la formule de Taylor, on a

1- ;Hruy

F = F0) + A7(0) + 5 £(0)

pour un 0 <[ < X et, finalement,
2 1
E(e™) <exp (— X Z) :
On obtient le résultat.

2) Soit S =3 . X;. On peut supposer E(X;) =0 : cela ne change pas les b; — a,. On a, pour
chaque t,s > 0 :
P(S > 5) = P(e!5 > ) < e B(e!S),

par I'inégalité de Markov. Ce dernier terme est, par indépendance, égal au produit

LB e T ew ( )2)

grace a la question précédente. Il reste a trouver ¢ pour que le polynome de degré 2 en ¢

b — a]*

8

—st + 2

soit le plus petit possible. On trouve immédiatement t = mfﬁ et la majoration demandée.



3) La moyenne est %N et on prend s = %N . On obtient le résultat demandé, bien meilleur

que celui donné par I'inégalité de Tchebychev, linéaire en N1

Exercice 27
Enoncé

Deux joueurs A et B effectuent des lancers consécutifs d’'une piece non biaisée. A gagne si
FFP sort avant F'PP, et B gagne si F'PP sort avant F'F'P.

1) Trouver un équivalent de la probabilité que A gagne exactement au n-ieme lancer.

Indication : on pourra considérer la série entiere des cardinaux des lancers faisant gagner A
au n-ieme lancer, la série analogue pour B et enfin celle pour laquelle personne ne gagne, puis

établir trois relations entre ces séries.

2) Montrer que A a deux fois plus de chance de gagner que B.

Eléments de correction

1) Soit A(z) la série entiere ) a,a™ ou a, est le nombre de motifs de longueur n faisant
gagner A. La probabilité que A gagne au n-ieme lancer est donc a, /2" et celle que A gagne
(3 un moment quelconque) est A(3). On peut définir pour B la série B(z) comme pour A et
Z(z) la série correspondant aux lancers/mots sans F'F'P ni FPP pour lesquels personne ne

gagne. (On compte le mot vide de longueur 0 de sorte que Z(x) =1+ ---.)

On a les relations suivantes.

1. 1+ Z(x).2x = Z(z)+ A(x) + B(x) : sil'on ajoute & un mot de type Z(z) un F ou un P
a droite, on obtient un mot type Z(x), A(z) ou B(x) et c’est une bijection, si ce n’est

qu’il manque le mot vide [2z, 1 = z, + a, + b,].

2. Z(z).x*> = A(x): un mot de A(x) est obtenu en ajoutant F/F'P & un mot de Z(z).



3. Z(x).x® = A(x)x + B(x): sil'on ajoute FPP & un mot de Z(z), on obtient un mot de
type A(z)P, si celui de Z(z) se termine par F', ou bien un mot de type B(x), si celui

de Z se termine par P.

On trouve
1+22Z(x) = Z(z)(1 + 2° + 2°(1 — 2))

3

- . . n - .
d’otu, en factorisant, que a,, est le coefficient de 2™ dans la série (=L

On notera [2"]g(z) le coefficient de 2™ dans la série g(z).

Comme

S T ot 2 o

(1—231+2) 1+z (1—2)3 7

et que

n 1

[Z ](1 _ 2)3 = —(Tl—|— 1)(” + 2)7
on trouve que
3 1 1
s = - 5 (DY

(1—231+2) 4 8
est Pentier le plus proche de n?/4. La probabilité demandée est donc équivalente & n? /2" 2,

(On trouve bien ¢ pour n =3 et n = 4.)

2) En évaluant en 2 = 1, les deux derniéres relations [b),c)] du systéme obtenu ci-dessus, on

(0)-2) )
A()-()

Pour cette question, on pourrait certainement le faire directement, en observant que B gagne

trouve

si F'PP apparait mais que lorsque le F'P correspondant sort, il y avait une chance sur deux

qu’il soit précédé d’un F', ce qui fait gagner A, ....




Exercice 28
Enoncé

Soient X = [-1,1]", A= C°X,R), f1, ..., fas1 € A et € > 0. Montrer qu'il existe g1, ..., gni1

sans zéro commun, telles que
sup | fi — gi| < € pour tout i.
X

On admettra le théoreme de Weierstrass dans A: les éléments de A peuvent étre approchés

arbitrairement pres en norme supérieure par des fonctions polynomiales.

Eléments de correction

Il suffit de montrer la conclusion pour € assez petit, c¢’est la la difficulté.

D’apres le théoreme de Weierstrass, il existe des fonctions polynomiales ; telles que
Sl)l(p | fi — @il < € pour tout i.

Notons B!(z) la boule euclidienne de R™ de centre = et de rayon r.

On se convainc que X peut étre recouvert par N < C/r™ boules euclidiennes de rayon /M,
ou C' est une constante qui ne dépend pas de r petit. En effet, le nombre minimal de boules
est majoré par le nombre maximal de points de X distants au moins de r. Les boules de
rayon r/2 centrées en ces points sont disjointes. En écrivant que la somme des volumes de

ces boules est majorée par le volume de X, on obtient ’estimation cherchée.

Or, les fonctions ¢; sont lipschitziennes, et donc ’application
© = (1, 0s Pry1) 1 X — R

aussi: : il existe M > 0 tel que

|lo(z) — o(y)|| < M||x — y|| pour tous z,y.



Donc il existe C” indépendante de r telle que I'image ¢(X) puisse étre recouverte par o

rn

boules de rayon r.

. . . A /
Par ailleurs la boule euclidienne B"™(0) dans R"*! ne peut pas étre recouverte par < boules
de rayon r pour des r arbitrairement petits, comme de nouveau un simple argument de volume

le montre.

Donc, quand r < € est assez petit il existe un point z € B"(0) qui ne soit pas dans I'image
de (@1, one1)(X). Alors la fonction g(x) = p(x) — z n’a pas de zéro, et ses composantes

gi(z) = pi(r) — 2z; n’ont pas de zéros communs. De plus pour tout i,
21l < =l < e,

donc

sup | f; — gi| < 2e.
X

Exercice 29
Enoncé

1) Existe-t-il deux fonctions rationnelles non constantes z(t), y(t) € C(t) telles que

() +y* () =17

2) Comment rendre rigoureux l’argument suivant?

les trois bissectrices d'un triangle quelconque se coupent en un meéme point car il

en est ainsi pour un nombre fini de triangles.

Indication: on pourra utiliser une variante, a énoncer, du fait qu'un polynoéme de degré au

plus n ayant n + 1 racines est nul.



3) (facultatif) Existe-t-il deux fonctions rationnelles non constantes x(t),y(t) € C(t) telles
que 23(t) +y3(t) = 17

Eléments de correction

1) Le point G;g, %) est sur le cercle unité. Interprétation géométrique via la droite de

pente ¢ passant par (—1,0) ou paramétrisation de cosinus et sinus via la tangente de l'arc

moitié; cf. question suivante. (Il en résulte qu’il existe une infinité de points du cercle unité

a coordonnées rationnelles.)
2) La variante envisagée dans l'indication est le lemme suivant:

Soit n > 1 un entier et
P(z,y) = Z a;z'y’
0<i,j<n
une fonction polynomiale C> — C. On suppose qu’il existe des nombres com-
plexes distincts xy,---,2,,1 et des nombres complexes distincts vy, - - ,y,.1 tels

que P(z;,y;) =0 pour chaque 1 <i,j <n+ 1. Alors, P = 0.
Démonstration du lemme.

Ecrivons

P(z,y) = co()y" + cpma(0)y" "+ + co(2),

ou les ¢;(z) sont de degré < n. Fixons j. Le polynome P(z;,y) a n + 1 racines donc ses
coefficients sont nuls: ¢,(z;) = --- = ¢o(x;) = 0. Ceci est vrai pour chaque z;. On a donc

cn(x) =+ = co(x) = 0 & nouveau pour des raisons de degré.

Pour faire le lien avec le probleme géométrique, il suffit de montrer qu’il existe un polynome
P(x,y) a coefficients réels satisfaisant la condition suivante: si ABC' est le triangle dont les
sommets sont de coordonnées A = (0,0), B = (0,1) et C' = (u,v) avec 0 < u < 1 et v > 0,
les trois bissectrices s’intersectent en un méme point si et seulement si on a P(a,b) = 0,
oua = tan(%B/ATC) et b = tan(%A/B\C). Cela résulte du lemme et du fait que l'on peut



tout exprimer en des fractions rationnelles en a,b: les coordonnées du point d’intersection
(xap,yap) des bissectrices en A et B en fonction de a et b, les coordonnées (u, v) et enfin les

coefficients de I’équation de la bissectrice en C'.

L’appartenance de (zap,yap) & cette derniere se traduit donc (pour a # b, sans quoi c’est

d’ailleurs trivial car le triangle est isocele) sous la forme dune équation:

yag(a,b) —v(a,b) = A(a,b) (xAB(a, b) — u(a,b)) (1).

En mettant cette expression, qui est dans Q(a,b), au méme dénominateur, cela revient bien

a une égalité du type annoncé.

En écrivant y = ax = (1 — x)b on trouve immédiatement x4p(a,b) = a%b et yap = aa—fb Les
coordonnées (u,v) de C sont obtenues en écrivant y = apx = (1 — )by, ot ay = tan(A) et

by = tan(B). Finalement, comme ay = %, et de méme pour by, on trouve

b(1 — a?) _ 2ab
wroi-w) 'Y= ana s

u(a,b) =

Lorsque a # b, la pente A(a, b) de la bissectrice en C' est

1 1, ~ - 1+ ab
tan(§7T+§(A—B)) -

via

RS -

Pour vérifier que 64 triangles suffisent, il faut montrer que le degré de P est au plus 8 en

chacune des variables.

Sans effectuer le calcul exact, on voit que 1’équation (1) donne un polynéme de degré au
plus 7 en chaque variable. (Cela résulte du fait que 'on peut trivialement majorer les degrés
des numérateurs et dénominateurs d’'une somme de deux fractions rationnelles.) Le résultat

demandé en découle, et il suffit de le tester sur 64 triangles.

Notons que si on effectue précisément le calcul jusqu’au bout, on obtient bien une démonstration

du théoreme, sans avoir besoin de le traiter "seulement” sur des exemples.



Exercice 30
Enoncé

Soient n > 3 et Ay, -+, A, les sommets d’un polygone régulier a n cotés inscrit dans un cercle

centré en l'origine. Pour tout point P du plan, on considere la somme
n
> pA
i=1
Montrer qu’elle ne dépend que de la distance de P a ’origine.

Indication de solution

Eléments de correction

Il s’agit de montrer que si

k
2 = exp (2i7r—) ,
n

n
D lz = af
k=1

ne dépend que de |z|. On développe et on trouve

PR DA EE O WA P

k k k

la somme

=nlz|* = 0.2 — 0.2 +n = n(1+ |2]*).

Exercice 31

Enoncé



Soit f une fonction positive, continue partout et dérivable deux fois en 0, de limite nulle en
+o00, telle que
flz)=1<x=0

/xzf(a:)dx < 400
R

1) Justifier de 'existence et du caractere fini des quantités A,, n > 1 définies par :

A= [ G@y et

et donner la limite de A,, lorsque n tend vers I'infini.

2) On note aw = — f”(0) et on suppose a # 0. Donner un équivalent de A,, lorsque n tend vers

I'infini en fonction des dérivées de f en zéro.

Indication: on donne

22
/e2m2dx =V 27.

Eléments de correction

1) Comme f est continue et vaut 1 seulement en 0, on en déduit que f(x) < 1 pour = # 0.

Les fonctions
v = (f(z))" 2
sont donc dominées par
f(a)a?
De plus f(z)"z?* tend, pour tout x, vers 0. Le théoréme de convergence dominée peut étre

appliqué et donne lim,, ,,, A, = 0.

2) D’abord f’(0) est nulle car f atteint son maximum en 0. De plus o = —f”(0) est la limite

de la quantité
1 — f(x)

21’2



qui est toujours positive. Donc o > 0.

Pour la méme raison 30 > 0 tel que

lz] < = l_x—jzm > %( soit f(z) <1— %xz).

Comme f tend vers 0 en l'infini f admet un maximum p sur 'ensemble | — oo, —40] U [6, +00],

et p < 1.

Si bien que Vn > 0
f(x)"2?de < Mp™! (12)

[z]>n

ou
2

M= [ fei e = i1 -

(entre n et &, f est plus petite que 1 — 22a/4 < 1 — an?/4, et apres §, c’est p qui majore).
On propose la stratégie suivante :

On va fixer un € > 0, choisir un n > 0 tel que f soit entre deux paraboles de dérivée seconde
proche de —« a € pres. Au-dela de +n la majoration exponentielle ci-dessus sera utilisée, et
sur [—n, n] on utilisera le théoreme de convergence dominée pour exprimer l'intégrale comme

une intégrale de gaussienne.

Soit € > 0. dn > 0 tel que

a > 22, (13)

ExQSf(x)gl—

) 22dx

lz] <n =

Intéressons-nous a

/(-

cette quantité majore I'intégrale sur [—n, n] de fmz?
J

Par le changement de variable x = u//n on a

a—ecur\" ,
Cn — du.
nf/ < n) o




Or pout tout ¢ la quantité (1 —¢/n)™ converge vers e~ et
n

nln (1 - 3) < —t=In(e™)

On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée qui donne que

lim nv/nC, —/ (=5 ) 2. (14)

n—oo

De plus la fonction qui a z associe
z 1
F(2) = [ e 3uldu = V2
(2) /e u-du Wz\/g

est continiment dérivable en «. Il vient donc que, a partir d'un n assez grand

V2
ny/nC, < Ve + e+ 92V 2me

aya

avec le € provenant de la convergence (14), et le dernier terme du théoreme des accroissements
3/2

finis sur un intervalle autour de « pour la fonction 2z~

On revient a A,

nyvnA, = / (f(z))"2z*dx + ny/n (f(x))"x?d.

|z|<n |z|>n

Vu la majoration (12), le terme

nin | (f(@)aPda

[z|>n

tend vers 0 et devient plus petit que € a partir d'un certain rang.

On a donc, a partir d'un certain rang

V2r

nyv/nA, < v + e+ 903 2me+ €.
ay/a



En faisant de méme avec la partie minoration de (13) on a que, a partir d'un certain rang

2
nyv/nA, > VAT 90~ 3v/2me — e.
ay/a

Tout cela prouve que A,, est équivalent a

Var 1
ay/any/n’

Exercice 32
Enoncé

Les réels a, et b, vérifient, Vn,0 < a, < b, < 1, les intervalles [a,, b,| sont deux a deux
disjoints et

[l bal= [0.1].

n

1) Montrer que

> (bn—an) =1.

2) Si A C [0,1] sécrit A = U, [ay, b,| (non forcément disjoints), on appelle

I(A) = lim I(UY_,A,).

N—oo

(on dit que [(A) est la longueur de A). Montrer que [(A) est bien définie (ne dépend pas du

choix des a;, b;).

Eléments de correction

1) Le candidat peut appliquer le théoreme de convergence dominée du programme en con-

sidérant:

ON = LuNa, b,



les o convergent ponctuellement vers Il et sont dominées par cette méme fonction qui est
continue par morceau. Leurs intégrales qui sont les sommes des b,, — a,, tendent donc vers

I'intégrale de la limite, qui est 1.
2) Le théoreme de convergence dominée du programme ne s’applique plus ici.

Traitons d’abord le cas A = [0,1] (en montrant que la limite est 1, ce qui montrera que

la limite ne dépend pas des a,,b,). Si on note Ay = UN_j[an,bu[ et By = Anyi\An et

By = Ay, alors chaque By est une union finie d’intervalles semi-ouverts disjoints
K
BN = Uk:Nl[O/ZCVa Bllil[

(Eventuellement K = 0 si By est vide) et les By sont disjoints deux a deux. De plus

(AN) = UWU)0B,) = Y U(B,) =Y > (Br —ab).

Mais les [, B%[ forment une partition de [0, 1] et en vertu de la question 1) leur somme vaut
1. (Remarque: nous n’avons manipulé que des longueurs d’unions finies pour lesquelles les

notions intuitives d’additivité sont admises, on peut éventuellement les montrer).
Passons au cas général

D’abord si on note
y = LU [an, ba])

n=0

alors u,, est une suite croissante majorée par 1 et elle converge.

Il reste a voir que si

Uplan, bu[= Unlal,, bl [

et si
Uy, = (U [an, bu) et v, = L(UN_[al, b))

n=0 ny»-n

alors u,, et v, tendent vers la méme limite.



Notons Ay = UN_[an, b,[ et Ay = UN_[a’, b [. Ce sont des unions finies d’intervalles et ont

n»-n

peut les écrire comme
Ay = UkK:N1 e di' |
avec les [c , Y| disjoints deux & deux (pour N fixé) et on peut choisir Ky < N Comme u et

v jouent des roles symétriques, il suffit de montrer
VN,3N" (n> N'= v, > uy).

Fixons N et abrégeons K = Ky et Ay = UL [ck,dr[. On note C* = A/ N [cx, di| (pour
k= 1...K). On remarque que pour n fixé les C* sont disjoints et que la somme de leurs

longueurs est plus petite que [(A!). Remarquons également que (k fix¢é)
UnCr = (UnAy) N e, di[= AN [cx, di[= [er, dil.

D’apres la remarque du début de cette question (qui s’adapte a A = [cg, dg[) il vient que la
limite des longueurs des [(U_,CF) (& k fixé et n tendant vers l'infini) est dj, —cx. En sommant
sur tous les k on voit que

K
lim’un > Z(dk — Ck) = UpN-.

k=1

Exercice 33
Enoncé

Dans la suite on utilise comme norme sur les matrices la norme euclidienne canonique de
RN XN

1) Soit A une matrice symétrique fixée. On suppose que toutes ses valeurs propres sont

distinctes. Décrire toutes les matrices symétriques B de norme 1 qui maximisent la quantité

|AB — BA|.

2) Les matrices A et B sont tirées aléatoirement: Chaque coefficient sous la diagonale est tiré

indépendamment de tous les autres et vaut -1 avec probabilité % et 4+1 avec probabilité % La



diagonale est tirée de la méme maniere. Les coefficients au-dessus de la diagonale sont des

copies afin d’obtenir des matrices symétriques. Calculer
E[||AB — BA|J]

et
2
E[||AA]7].
3) On note ez €t Apin les valeurs propres maximale et minimale de A (ce sont des variables

aléatoires). Montrer que

E [(Amaz — Amin)?] > 2(N = 1).

Eléments de correction

1) On commence par remarquer que la norme proposée ne change pas lorsque 1'on fait un
changement de base orthonormale, par exemple en remarquant qu’elle provient du produit
scalaire Tr(A'B). Si A = P'AP avec P orthogonale et A la matrice diagonale portant les
valeurs propres de A dans l’ordre croissant, on note alors By = PBP?" (la matrice (symétrique)
exprimant B dans la B.O.N adaptée a A). Par abus de notation, on appelle b;; les coefficients
de B). La somme de leurs carrés est toujours 1 car B est de norme 1. On veut maximiser
IABx = ByA[I” =) (A — A))°D3;.
0.

Cette somme est maximale lorsque les seuls b;; non nuls sont en face du maximum possible
pour (\; — A;)? (c’est une combinaison convexe de réels (positifs) (A\; — A;)? ). Or, comme on
a classé A\; < .-+ < Ay, seuls by et byy sont non nuls. Ils sont égaux (symétrie) et valent
alors €v/2/2 (e = £1).

On note vy, . .., vy les vecteurs propres de A. On peut donc décrire les matrices qui maximisent
la quantité donnée: Il y en a deux en faisant varier ¢ = +1. Elle envoie v; sur eVv/2 /20y et vy

sur €v/2/2v; et tous les autres v; sur 0.

On peut aussi dire



(avec la convention qu'un vecteur est une matrice colonne)

Notons aussi que le maximum est (A — )\mm)Q. Et cela reste vrai méme si les valeurs

propres de A ne sont pas toutes distinctes.

2) Les deux se traitent de maniere similaire. La diagonale de la matrice AB — BA est nulle.
Un coeflicient non diagonal de la matrice AB — BA s'écrit < A;|B; > — < B;|A; > ou A; est
la ligne (ou colonne) numéro ¢ de A. Prenons, par exemple i = 1 et j = 2 (pour simplifier
les notations), on s’intéresse a quatre vecteurs aléatoires Ay, Ag, By, Ba. Les composantes
3,4... de ces quatre vecteurs sont indépendantes de toutes les autres. On remarque aussi
que le produit de deux variables indépendantes valant +1 avec probabilité 1/2 est encore une

variable de méme loi.

Si on singularise les composantes A;(2) = As(1) = «, B1(2) = By(l) = [ et A(1) =
x, As(2) =y, Bi(1) =t, By(2) = z la composante (1,2) de AB — BA s’écrit

alt—2)+Bly—)+ > W

ou les v, sont des variables +1 proba 1/2 indépendantes de toutes les autres et remplacent
les termes A;(k)By(k) et —As(k) By (k) pour tous les k > 3. Il y a en tout 2(N —2) = 2N —4

telles variables.
Si on éleve au carré et que ’on prend ’espérance on a
El(a(t —2) + By =)+ Y_w)’] = El0®(t = 2)* + B*(y — 2)* + ) _7i]
k k

=24+242N—-4=2N

car les termes en jeu sont indépendants et de moyenne nulle.
Donc Pespérance du carré d'un terme hors diagonale est 2N. (il y a N? — N tels coefficients).

Les termes diagonaux sont nuls.



L’espérance de la norme au carré est la somme de ces espérances et donc
E[||AB — BA|*] = 2N(N? — N) = 2N?*(N —1).

On procede de méme pour la norme au carré de A2. Cette fois les termes diagonaux ne sont
pas nuls, ils valent exactement N. Les termes en dehors de la diagonale ont une espérance de
leur carré valant N (c’est encore plus simple que ci-dessus, il ne reste que deux vecteurs A;

et Ay & considérer). Et enfin

E[||A|?] = N*N + (N?> — N)N = 2N® — N? = N?(2N —1).

3) Comme d’apres la premiere question 1 on a que

B B
AB — BA|?> = N?||[A= — —A||> < N? — A )?
| I = N4 = A < N*(nas = i)

(on a divisé B par N pour la normer & 1 pour utiliser la premiére question). Le résultat est

vérifié.

Exercice 34
Enoncé

Soit u,, (n € Z) une suite de nombre réels a support fini. On définit f, sur [—1/2,1/2] par

fu(t) _ Z Une_ant.

1) Exprimer fol f(t)dt et fol | fu(t)]?dt en fonction des wu,.

2) On définit les quantités o2 et 62 par

0 = ZmQ(um+um+1)27

52 = ['sin(2mt)?| £, (1) dt.

On suppose que

> (i = 1) (Ut = tin—z) > (1= €)Y (i — 1),



Montrer que

1
ofo) > Zu?n (15)

3) Pour N > 2 on définit

2N
N __
Un = (N—i—n)

(Il s’agit d’une suite a support fini dépendant de N. Ce N n’est pas une puissance.)
Donner des expressions simples pour les quantités suivantes et en donner un équivalent
Ay = Z u?,
By = 62,
Cy = Z n*u?.
Eléments de correction

1) On a facilement fol fu(t)dt = up (intégrales d’exponentielles complexes de période 1, seule

la puissance 0 reste).

On remarque que |z|? = 2Z et on écrit (toutes les sommes sont finies et les u,, sont réels).

1 1
/ Ju(t) fu(t)dt = Z Z/ upu ™ R gt = Z UpU = Zui
0 g1 70 k=1

2) On cherche a appliquer ce qui précede a

2

1 1
&2:/ sin(27rt)2\fu(t)\2dt:/ dt
0 0

627L7rt _ e—2i7rt
(27

_ ;1/0 |(62mfu(t) . e_%”tfu(t))‘z.

2imt —2imt(n—1 —2qmt
p2im fu(t) — Zune imt(n—1) _ Zum—f—le imtm



(et de méme pour e %™ f, (t) qui donne des Uy, 1).

En appliquant la question 1 on trouve

. 1
6% = 1 Z(umﬂ — Up_1)?

On montrera plus tard que, grace a ’hypothese,

D (st — 1) > (4= 26) > (uy — )™, (16)
On peut écrire
Y U= up(m — (m 1))
Puis en changeant les indices, on trouve, (toutes les sommes sont finies, bien siur)

Zufn = Zm<u72n - u12n+1) = Zm(um + Umt1) (U, — Umt1)-

I s’agit d’un produit scalaire entre les suites m(uy, + Umy1) €t (U — Umy1), on applique

Cauchy-Schwartz et on a

(Z ufn>2 < (Z m? (U, + um+1)2> (Z(um — um+1)2> =0’ (Z(um - um+1)2> .

Si on admet (16) on a

qui est ce qui est demandé.

Montrons (16). Il est commode d’introduire uf = wu,, ;. La suite u”* est la décalée de la suite

u de k positions vers la droite. Il nous faut montrer

lu™ = ulf* > (4 = 2¢)[Ju’ — "%,
(Ot [Jull* = 32, up)-
On écrit

lu™t =P = =l =P = =Pt =) 2 (= — ) (1)



Mais par changements d’indices on a
lu™ = ull* = [lu’ = u®||?

et
(v —u =) = Z(um — Up1) (U1 — Up—2) > (1 — €)|ju’ — u°|?

la derniere inégalité étant 'hypothese.

En remplagant dans (17), on a finalement,
lu™ = wt* > (4 = 2€)[|u’ — uo||*.

3) On calcule f,(t) dans ce cas

N 2N
, 2N ) 2N
_ —2imnt _ imt(2N—2m)
fult) = Ze (N—l—n)_ Z ¢ (m)
n=—N m=0=N—+n

2N IN

_ Z eiwt(QN—m)e—iwtm( ) _ (6z7rt + e—sz)QN _ (2 COS(Tt))QN.
m

m=0

Attention c’est bien cos(7t) et non pas cos(27t).

2N
N

/01(2 cos(mt))*Ndt = (ij\;f) :

o= [ Gy)

1
V2r N .

Pour le calcul de 6% on remarque que sin(27t)? = 4 cos(nt)? — 4 cos(nt)* ce qui donne (on note

Il vient, par la question 1 que [ f,dt = ( ) et donc la formule qui servira par la suite

dont un équivalent est (Stirling)

AN ~ 24N

¢ = cos(mt))

1 1 AN + 2 1 /4N + 4
By — 62 — 422V _ 464 (2 4N:/2 AN+2 _ 2 (9 \AN+4 _ 4t
N=O /0 c(2¢) ¢(2¢) (2¢) 1(20) oN+1) 1\2N+2



dont un équivalent est

BN:(4N+2){ 1(4N+4)(4N+3)]:(4N+2> 4N +4 o AN 1

ON+1)| 4 (2N +2)? IN +1) 4(2N +2)? NvV2rN'

Enfin, on remarque que la fonction f! s’écrit
fi= Z —2imne *™y,,.
Le module au carré ne change par en divisant par 7, et en appliquant la question 1 on a
Cr =) m*u, = ﬁ / £l
fi = 2N(—m)2sin(mt)(2 cos(mt))*N L.

Soit en élevant au carré et reprenant ¢ = cos(7t)

|f11? = 4N?7%4(1 — ¢?)(2¢)*N 2

2 [(AN =2\ 1/4N
Cn = 16N {(2]\7—1 4\2N

dont un équivalent est (on fait comme pour By)

Ce qui donne

N
Oy ~4x 20N ——.
V2r N
On remarque que 'on a BX# tend bien vers 4. C’est plus fort que le résultat de la question
N
2. Ici u? dans la définition de Cy joue le role de 3 (tn, + Up1) dans la définition de 0. Clest

1" optimalité” de la gaussienne discrete dans le principe d’incertitude.

Exercice 35
Enoncé

Dans tout cet exercice f est une fonction continue sur [0, 1] et n un entier destiné a tendre

vers 'infini.



1) Quelle est la limite (n — oo) de

n / e ?
0

2) Donner un équivalent de
1
/ F(£) (cos(2t))2" dt
0

(pour cette question f > 0 pour éviter un premier ordre nul.)

3) Méme question pour:
1
/ (cos(2mnt))*" f(t)dt
0
avec f de la forme

N
f(t)=C+>_ aycos(2rkt)
k=1

ou C' # 0 est non nulle. Commentaire.

Eléments de correction

1) La limite est: f(1). On note A,(f) = nf01 t"f(t)dt. La fonction A, est linéaire en f. Si
f est constante A, (f) = n/(n+1)f(1). Montrons que si f(1) = 0 alors A, (f) tend vers 0.

Cela aura démontré le résultat en écrivant
An(f) =n/(n+1)f(1) + Au(f — f(1)).
Done, f(1) =0 et soit € > 0. On note M = max|f(¢)]
dn, telquet >1—n,|f(t)] <e
On a

1—
! ftrdt < M(1—n)" et

1 1
/ f(t)t"dt‘ < e/ tndt < e/ it = — <«
1—n 1—n 0 n -+ 1

Mais nM (1 —n)™ tend vers 0 en l'infini. Ceci démontre le résultat.

0



1
2) La réponse est: ~ ,/%w.

Une rapide investigation graphique fait comprendre que les points importants sont 0,1/2
et 1, car ailleurs la fonction cos(27t)?*" écrase exponentiellement la fonction f. On note
M = max|f(t)| et soit € > 0 et » un module d’uniforme continuité associé a e. On va
regarder la partie entre 0 et 1/4, les autres parties de 'intégrale se comporteront de la méme

maniere.

D’abord on a

/0 " (cos(2nt))? dt = 2% (?) N \/%

En effet, il suffit d’écrire cos(2nt) = £ (e*™ + e=2™) et de développer le binome de Newton.
La seule intégrale qui n’est pas nulle est celle correspondant au coefficient (27?) (et 'équivalent

est donné par la formule de Stirling).

De plus, en raison des symétries de la fonction cosinus, on a:

1
4/’

1/4 )
/0 (cos(2mt))*" dt = %/0 (cos(2mt))*™ dt ~

Soit donc A, la partie de 'intégrale entre 0 et 1/4

1/4
A, = /O F(#) (cos(2t))2" dt

et on a

\An O (2:) ‘ < | 50— FO)] (cos(2mn)
< /0 " ¢ (cos(2mt) ™" dt + / 90 (cos(2mn)) di

car cos(27t) est décroissante sur [0, 1/4]

11 /2 M
<o ( :) + = (cos(2mm))™".

En multipliant par 41/7n on a

4y/TnA, < (f(0) + E)EQ%LL\/% - % (cos(2mn))*" 4y/7n.



Pour n assez grand on a

dy/mnd, < (F(0) + €2 dy/mn + e,

22n

On a aussi pour n assez grand

4vmnA, = (£(0) — 6)1274\/ﬁ— €.

Tout cela prouve que 44/mnA, tend vers f(0).

En faisant de méme autour de 1/2 (attention contribution double) et de 1 on a le résultat

/0 (cos(2mnt))™" f(t)dt ~ F( (0) +2f(1/2) + f(1)).

3) ~ \/L?nfol

On a encore une fois

1 < 2n :
2 " 2n - = —217rt(2n).m. 18
(cos(2mnt)) 2o 2 (n N m) e (18)

Et pour f de la forme proposée, des que 2n > N on a

/0 1 (cos(2mnt))*" f(t)dt = C 2% (2:) e \/%

car toutes les exponentielles dans (18) ont une puissance strictement plus grande que N sauf

le coefficient 0.

On note que par rapport a la question précédente, la constante n’est plus des valeurs ponctuelles

de f mais [ f(t)dt

Exercice 36
Enoncé

On appelle dérangement de taille n > 1 une permutation o de ’ensemble [1, n] telle que pour

tout i o(i) # i. On appelle D(n) le nombre de dérangements de taille n.



1) Montrer que D(n) est le plus proche entier de %‘

2) On note
S(n) = > €(0)
o dérangement

(la somme des signatures des dérangements de taille n). Donner une expression simple de

S(n).

3) Pour m > 1, on note D,,(n) le nombre de permutations de taille n qui n’ont aucun cycle

de taille inférieure ou égale a m. Donner une expression simple de

fut) =14 Din(n) 1.

n!
n>1

4) En déduire, pour m fixé, que pour tout N et tout 0 < v < 1 il existe un n > N tel que
Dy, (n) > ~"n!

Eléments de correction

1) On peut commencer par chercher une formule pour Uentier le plus proche de n!/e
n! (—1)* n! = (—1)F
— =nl = = _EZ ! A
- nly o > (-1) Rl > o
k k<n k=n+1
Le premier terme de la somme est un entier. Le second est n! fois la somme d’une série

alternée dont la valeur absolue est toujours plus petite que celle du premier terme. Le second

terme est donc plus petit (en valeur absolue) que n!/(n+ 1) =1/(n+1) < 1.

L’entier le plus proche de n!/e a donc pour formule:

n

S

k=0

et on nous demande de démontrer que:

D) = S (-1 = <_1') | (19)




D(1) =0 (il n’y a que l'identité comme permutation de taille 1) et D(2) =1 (il n’y a que la

transposition de taille 2 qui n’ait pas de points fixes) sont bien égaux a la formule ci-dessus.

Par ailleurs, on montre la formule de récurrence suivante

D(n+1):Z(z—m(lfl)p(n—mn (20)

avec la convention D(0) = 1.

En effet, pour passer de n a n + 1 on choisit la longueur [ du cycle contenant n + 1. Cette
longueur doit étre au moins 2. On choisit [ — 1 éléments dans [1,n] et le [-ieme est n + 1
lui-méme. Il y a (I — 1)! maniere d’arranger un cycle de support fixé de taille [. Il y a (lfl)
maniere de choisir les [ — 1 éléments qui ne sont pas n + 1 et enfin il faut trouver sur le reste

de l'ensemble un dérangement ce qui donne le facteur D(n — 1 + 1).

Faisons la récurrence (passage de n a n+ 1, dans la formule (20) je singularise le cas | = n+1

car D(0) = 1 correspondant ne vérifie pas la formule (19))

nl n nl+1 k

D(n—i—l)—n‘—kz CEES] D(n—l+1 —n‘+n'z Z

=2 k=0

t

n—1 _1k
:n!+nlzz(k!)

t=1 k=0

Le terme k£ = 0 apparait en tout n — 1 fois, le terme k£ = 1 apparait n — 1 fois également, le

terme n — 1 > k > 1 apparait n — k fois.

D(n+1)=n!+n!

0 (—1)*
—1x (=1)°/01+ ) (n—k) o ] =nl

n—2 1) n—1 1 k n—2 1) _1)n 1
= (n—}-l)ln_ (_u1'>u + (=1 1p?



Or les trois derniers termes de (19) quand on remplace par n + 1 sont

(n+DH((=D)"/(n= D!+ (=1)"/nl + (=)™ /(n + 1))

— (—1)"  ((n+ Dn— (n+1) +1) = (=1)"*(n?).

La récurrence est donc démontrée.

2) On a S(1) =0, S(2) = —1 par la suite on fera la convention S(0) = 1. Comme ci-dessus,
on va établir une formule de récurrence. Pour passer de n a n + 1, on choisit le cycle dans
lequel sera n + 1, ce cycle sera de taille [. On doit avoir [ > 2 car sinon notre permutation
aurait un point fixe. Il y a (l’jl) tels supports de cycles et (I — 1)! manieres de les arranger
quand le support est choisi. Puis on somme sur tous les dérangements de taille n + 1 — [ les

signatures que I’on multiplie par la signature du cycle de taille [ qui est (—1)!". 1l vient:

n+1

Sn+1)= nZ(z —1)! (z 7_1 1) (D' Sn+1-0) =) (L(—UHS(TL +1-1)

— |
— — (n [+ 1)!
avec la convention S(0) = 1. Quelques applications numériques suggerent la formule
S(n) = (=" (n—1)
(pour n > 0)

On va la montrer par récurrence. On la vérifie jusqu’a n = 3 et on passe de n a n+ 1. Le

terme [ = n + 1 donne (—1)"n! et le terme [ = n donne 0

< n—1

g nl(n—1 n
S(n+1) = (=)™l + > (—1)" <—>) = (=1 [1_ (n— 1+ 1)

(n—1+1)!

-1
=2

Sn+1) = (= [ Zn—l—i—l n—l—l)]

=2

n—3
Sn+1)= )"n! [1

u=0

u+2w



Il ne reste plus qu’a montrer que
"i 11 (n—1)-1
u+2u (n—1)!

u=0

ce qui ne présente pas de difficulté.

3) La fonction f,, est une série entiere de rayon de convergence au moins 1 car D,,(n) < nl.
Elle vaut 1 en 0. Elle est strictement positive sur [0, 1] car les coefficients D,,,(n) sont positifs.
Elle est C* sur | — 1,1].

On écrit I’équation de récurrence (comme ci-dessus, on choisit des cycles de taille > m)

Dun+1)= " (/_11)(1— )IDy(n+1—1)

l=m+1

avec la convention D,,(0) = 1 qui est compatible avec la définition de f,,. En simplifiant

(I — 1)! et en divisant par (n+ 1)! on a

n+1 n—m
(n+1)! A= (n—1+1)! —~ ul
Le coefficient Do(n+1)
m(n +
g PSR )
(n+1) (n+1)!
est le n-ieme coefficient de f/ .
Le coeflicient
—~ u!
est le (n — m)-iéme coefficient de flm—_(? C’est aussi le n-ieme coefficient de fl’”—_(? X .
On en déduit ’équation différentielle
fo(t) = 0

1—-t¢



Soit, au moins sur ¢ € [0, 1],

f/(t) " 2 —1 1
= = — (1t + P+ T —.
RO I+t+t"+---+ )+1_t

On integre et on trouve

In(fn(t) = —In(1—t) — (t+3/2+ - +t"/m) + C

mais la constante C' doit étre nulle car f,,(0) = 1 (Convention D,,(0) = 1 qui rend possible

la formule de récurrence).

Au final
L (5t
n(t) = —— 2t ),
Flt) = e

Cette formule est démontrée pour lintervalle [0,1] mais comme les deux fonctions sont

dévelopables en série entiere de rayon au moins 1, elle est valable sur tout | — 1, 1].

4) La négation de ce qui est demandé est

D<y<1,N Vn>N D,(n)<y"nl
Mais dans ce cas la série définissant f,, serait de rayon de convergence au moins 1/y > 1 en
particulier f,,(1) serait fini. Or la fonction

1 e—(t+§+--~+%)
1-—1

diverge en t = 1 (tend vers 400 en 17). Absurde.

Exercice 37
Enoncé

1) Pour n un nombre premier, montrer que

n|1m g (D) L



2) Trouver tous les nombres entiers n > 1 tels que

n|1"+2"4+---+(n—1)"

Eléments de correction

1) Par le théoréme de Lagrange a™ ! = 1[n] pour tout a premier avec p, car a est inversible
dans Z/nZ et car 'ordre du groupe des inversibles est n — 1. Donc la somme considérée vaut
1+1+---+1+1=n=0modulo n.

2) On peut regarder d’abord le cas n impair.

Si n est impair on regroupe k avec n — k (on n’aura jamais k =n — k) et on a
k" — k) = kn l -1 nflk,nfl n )
+(n— k)" = k" + ; n'(=1) l

Modulo n seul le terme [ = 0 reste dans la somme et vaut —k" car n est impair. Donc n
divise bien la somme. Tous les entiers impairs vérifient la propriété. Ce sont les seuls comme

on va le voir.

Maintenant n est pair de la forme n = 2°m avec s > 0 et m impair. On se demande quel est

le reste modulo 2° de k™.

Si k est impair alors k2 = 1[2%]. En effet le groupe des inversibles de Z/2°Z est de cardinal
2571 (i.e. les nombres impairs) et par le théoreme de Lagrange on conclut. Il vient que
k™ = 1[2%] car n est multiple de 2°71.

Si k = 2[ est pair, on a que n > 2° et donc k™ = 2" est divisible par 22°. Donc k" = 0[2°].

On en conclut que

n
1”+2"+---+(n—1)”£§[23]
1

car il y a exactement n/2 nombres impairs entre 1 et n — 1.



Sin divisait 1" +2"+- - -4 (n—1)" alors cette somme serait congrue a 0 modulo 2° (qui divise
n) et on aurait n/2 = 0[2°] et 257! diviserait n ce qui est contradictoire avec la définition de

S.

Exercice 38
Enoncé

On commence un jeu avec n, > 0 boules bleues et n,, > 0 boules rouges. On lance une piece
dont une face est bleue et I'autre rouge. Lorsque le lancer de la piece donne bleu, on enleve
une boule bleue, de méme lorsque le lancer donne rouge. La probabilité de lancer bleu est p
et celle de lancer rouge 1 — p. On appelle T'(k) le nombre total de boules restantes au bout

de k étapes.
1) Trouver la probabilité py qui minimise E[T(n, + n,)?].

2) On appelle Ky le nombre d’étapes avant la fin du jeu. Dans le cas ot n, = n, = K, montrer

que

E[Ky — 2K] = (%)QKszXK;k(;fk)

Eléments de correction
1) On va noter N = n; +n, = T(0).

Apres ny, + n, = N opérations I'une des deux catégories (rouge ou bleue) sera éliminée, et il
restera un certain nombre de boules de 'autre catégorie. Apres N opérations, si on note k le

nombre de lancers donnant la couleur bleue, il va rester

ny — k boules bleues, si k < ny,
n,. — (N — k) boules rouges, si N — k < n,.



Soit

ny, — k boules bleues, si k < ny,

k — mp boules rouges, si k > ny,.
Comme on a toujours (n, — k)? = (k — np)? et que la probabilité d’avoir k tirages bleus est
pF(1—p)N = (T). 11 vient que l'espérance de T'(N)? est

N

E[T(ny +n,)?] = Zpk(l —p)NF (]IX) (k —ny)2.

k=0

On appelle P(z) le polynoéme

P(z) = ix’“p’“(l —p)N* (JZ) = (1—p+px)".

On voit que

N

P() =1, P'(1) = kp*(1—p)¥" (]IZ) P'(1) =" k(k — 1)pf(1 - p) @[)

k=0 k=0

Et on a (noter que k* = k(k — 1) + k)
E[T(ny +n,)?] = P"(1) — (2n, — 1)P'(1) + nj P(1).
Par ailleurs,
P(1)=1, P'(1)= Np, P"(1) = N(N — 1)p*.

Soit
E[T(ny +n,)?] = P"(1) + (2n, — 1)P'(1) +ni = N(N — 1)p* — (2n, — 1)Np + n}

qui est minimale pour
an——l

2(N —1)
(bien que non intuitif, le résultat est bien symétrique car en échangeant n, et ny, on aurait
(2n, —1)/2(N —-1)=1—(2n, — 1)/2(N — 1)).

bo =

2) On suppose qu'il reste k boules (rouges ou bleues importe peu, on va supposer qu’il reste

des bleues) apres N = 2K étapes.



On commence par montrer que l'espérance du nombre d’étapes, apres 2K tirages, pour finir

le jeu est exactement 2k.
Si k=0, c’est fini.

Sachant qu’il reste k boules, la probabilités de finir en [ 4 k est donnée par

N\ 1+ k—1\1
2 2 [ 2
(il faut tirer k£ — 1 bleues parmi les [ + k — 1 premiéres étapes et tirer une bleue finale).

L’espérance du nombre d’étapes est donc

peen(3) G) (702 6) () ()

Il faut montrer que la quantité Sy définie par

=2 () () (7

vaut toujours 2. On vérifie bien que Sy = 2. Puis par récurrence
© AN NG ST ka1 N N N ekl
-2 (3) ) (7)-G) 26 G ()
1=0 =1
NN N N [+ [+ k
-(3) +20G) G165+
TN 2N N e o 7 B
() 26 G ()0
=0 =1
11\ (t+k+1 Ll 1k+§il N 1\ [1+k
2\ 2 t 2\ 2 —~2\2 2 I )

1 1
Sk1 = §Sk+1 + §Sk =



Enfin, il nous reste a évaluer 'espérance

K
E[K, —2K] = Z Proba(T(2K) = k)E] nombre de coups restant sachant T'(2K') = k]
k=0

= Proba(T(2K) = k)2k.
k=0

pranr) -1 -2(, 7)) (1)

Il y a un facteur 2 car on peut avoir k£ boules bleues ou k boules rouges apres 2K étapes.

Mais (pour k > 0)

Puis il faut choisir K + k positions pour les tirages rouges (ou bleus) parmi les 2K tirages.

La proba T'(2K) = 0 est inutile puisqu’elle ne change pas 'espérance. On a donc:

pic,—an =4 (1) 3 (25 )

k=1

Exercice 39
Enoncé

1) Soient A et B deux matrices symétriques définies positives. Montrer qu'il existe une unique
matrice C' symétrique telle que
B=AC+CA

Montrer que C' est définie positive.

2) Décrire toutes les matrices A et C' de taille 2, symétriques et définies positives, telles que

AC + C'A ne soit pas définie positive.

Eléments de correction

1) On note b;; les coefficients de B apres changement de base orthonormée qui diagonalise A.

On note ¢j; les coefficients de C' dans cette méme base. On a nécessairement

b;j = C;]()\Z + )\J)



ou les \; > 0 sont les valeurs propres de A. Et donc C' est bien unique (ses coefficients dans

/

, 1 . v,
la base orthonormée diagonalisant A sont - .y ).
1T Aj

Il reste a voir que C' est définie positive. On sait que toute matrice symétrique définie positive

a des coefficients diagonaux strictement positifs. En effet,
Qi = <A€i7 6i> >0
((e;) est la base canonique).

Si on appelle af; et b}; les coefficients de A et B dans une base orthonormée qui diagonalise

C' alors on a
"o
bii = a2
ol 7; sont les valeurs propres de C. Comme les a; et les b, sont strictement positifs, il en va

de méme de ;.

2) Pour décrire toutes les matrices demandées, on suppose d’abord A diagonale. Si A n’a
qu’une seule valeur propre, alors A est une homothétie de rapport A et AC' + CA = 2)\C est

définie positive. Pour la méme raison C' ne peut pas étre diagonale.

Quitte a diviser par la plus petite valeur propre de A et par le coefficient (1,1) de C' on cherche

des matrices de la forme

1 1
A= ) asoeto= “V.axo
0 1+ A a [

Pour que C soit définie positive il faut et il suffit que son déterminant et sa trace soient positifs

(somme et produit des valeurs propres). Cela s’écrit
1+B8>0etf—a®>0.

Mais cela revient a 8 > a? (alors 1 + 3 > 1+ a? > 0).

On a donc que C' est de la forme



avec v > 0.

On calcule maintenant

AC’+OA:< 2 a(2+4) >

a2+ A) 2(1+XN)(a?+7)

Comme la trace de cette derniere matrice est positive, elle ne peut avoir deux valeurs propres
négatives. Pour qu’elle ne soit pas définie positive il faut et il suffit que son déterminant soit

négatif ou nul. Ce qui s’écrit
41+ N)(@®+7) — a2+ A)? <0.

Soit, en fixant \ et «
a?)\?
< — .
TEAa N

Si on note ( N

4(1 +

7'::’7-—255X5—— 6]0,1]

les matrices A et C' telles que AC + C'A ne soit pas définie positive sont celles pour lesquelles
il existe des réels aw # 0, A > 0, 7 €]0, 1] et t1,t, > 0 ainsi qu'une matrice orthogonale P tels
que

«

P.
a? )2
a o (1 + 7'—4(1+)\))

1 0

A=tP" Pet C =ty P!
0 1+A

On peut se poser la question de I'unicité des parametres. Etant données A et C' : ¢ est la

plus petite valeur propre de A, A s’en déduit
A=A —t1)/ty

ou A\ est la plus grande valeur propre de A. & une symétrie pres P est fixée par la base
de diagonalisation de A. Puis, t5 est le coefficient (1,1) de C' dans cette base (il ne dépend
pas du signe du déterminant de P) enfin a et 7 se déduisent de maniére unique du reste des

coefficients de C' dans cette base.




Exercice 40
Enoncé

On considere les matrices aléatoires suivantes (de taille N > 2): A est tirée en choisissant
une position dans chaque colonne, on y place un 1 et tous les autres coefficients sont nuls. La
matrice B est tirée avec deux éléments par colonne égaux a 1 et les autres nuls. La matrice
C est tirée avec un élément hors diagonale égal a 1 par colonne. La diagonale est a 1 et tous
les autres coefficients sont nuls. A chaque fois les colonnes sont tirées indépendamment. On

précise que 'on tire uniformément les matrices parmi ’ensemble des matrices qui conviennent.
1) Quelle est la probabilité d’inversibilité d'une matrice A? On la note py.

2) Montrer que la probabilité d’inversibilité de B est plus petite que 2Vpy et que cela tend
vers 0 a U'infini (en V). (On rappelle la formule donnant le déterminant d’une matrice et la
définition du permanent
Det(A) =" e(0) ], asgiyi
Perm(A) =5 1L aogi

ou o parcourt les permutations de taille NV et e(o) désigne la signature d’'une permutation).

(21)

3) On appelle D(k) le nombre de permutations de [1, k] sans point fixe et m(k) la somme de
leurs signatures. Donner une formule de 'espérance du déterminant et du permanent de C

faisant intervenir ces quantités.

4) Montrer qu'il existe des constantes strictement positives telles que
cVN < E[Perm(C)] < caV N.

(on admet que k!/e —1/2 < D(k) < kl/e+1/2).

Eléments de correction

1) Les matrices A inversibles sont celles dont la position des 1 forme une permutation. Il y a



N! telles matrices et le nombre total de matrices possibles est NV. On a donc

NI

pNZW-

2) Comme le déterminant d’une matrice B inversible est un entier (non nul), il vient que
E[| Det(B)|] > P(B inversible). Majorons donc cette espérance.

ZE(U) Hbg(i)i ] < ZE Hbg(i)i] = N! (%) = 2NpN'

Car ’espérance d’un produit est le produit des espérances quand les variables sont indépendantes

E[| Det(B)[ = E

(le point important a été de fixer le o).
La formule de Stirling permet d’avoir ’équivalence
2\" 2\ "
N! (-) ~ V21V N (-)
N e
qui tend bien vers 0 en 'infini.

3) On développe les deux espérances demandées en somme portant sur o (comme ci-dessus),
et on range les o en classes dépendant de leur ensemble de points fixes (alors o n’a pas de
points fixes sur le complémentaire: c¢’est un dérangement du complémentaire). 11y a (]Z ) choix
possibles du support de dérangement (sans points fixes) et une fois le support de dérangement

de taille k fixé, on a

E 1:[%)1] = (ﬁ)k
Il vient v .
E[Perm(C)] = 1+ ;; (JZ ) (k) (ﬁ)
) B [Det(C)] = 1+ kle (]Z > (k) (ﬁ)k | (22)

(On a singularisé le 1 au début des deux formules, il provient de o = Id. Noter que m(1) =

D(1) =0 car il n'y a pas de dérangement de taille 1.)



4) Au vu de I'encadrement demandé, on remarque que 1’on peut soustraire une constante (un
nombre fini de fois pendant le calcul ) sans changer I’encadrement. Par exemple, on peut

ajouter 1 ou retrancher 1 & D(k) et cela ne change la somme que de plus ou moins
N I 1
- 14+ —— N
> () (7o) e rmy
qui tend vers e.

On remplace donc D(k) par k!/e. Quitte a retrancher le 1 au début et a multiplier par e qui

ne change que les constantes ¢; et ¢y, on s’intéresse a la quantité

N N Nk:le NNlllN_l_
>u(y) (7o) XI5 - v s 55

Le terme N/(N — 1) ne changera rien a I’encadrement ni le terme en I = 0 et on note
’H N-1-
N1
m=0

On peut montrer que les termes avec | > (N — 1)/10 seront négligeables. On procede ainsi:

al < (%)liN/lO (les premiers facteurs pour m < (N —1)/10 sont majorés par 1, et les autres
par 9/10 et on met & la bonne puissance). La somme de tous ces termes o' pour [ allant de
(N —1)/10 jusqu’a U'infini serait ainsi plus petite que 10.

Il nous reste la somme suivante:
I<N/10

3 o
=0

La convexité du logarithme implique que pout tout = entre 0 et 1/10 on a
—cr <In(l —2z) < —

ou ¢ est la pente de la corde joignant les points (9/10,1n(9/10)) et (1,0). On en déduit que

(on prenant le log des oY) que

I(1—1) N
—cm <In(e') < —

I(1-1)
2(N — 1)



Soit
o 1=1) -1
e ‘alv—1) < af\f < e 2N-1)

par ailleurs on constate que la quantité

22

€ N-1 x

— o N-—

z(z—1) € !
e N-1

est encadrée par des constantes lorsque x < (N —1)/10 (1 et e=/1%) (on fait de méme avec

e ). Soit
2 2

l
006702(1\171) < alN < C’le* 2(N-TD)

Maintenant on utilise une comparaison série intégrale pour se ramener a

(N-1)/10 L2 (N-1)/10 (N—1)/10 2
C’O/ e WD dg < Z ole <1+ (]1/ e 2N-D
0 1=0 0

(le 1+ & droite correspond au terme o))

Par un changement de variable x/v/N — 1, les deux termes d’encadrement sont équivalents a

VN —1 (fois [ NZI0 o= /2 gy, qui tend vers une limite). Ceci démontre le résultat.

Exercice 41
Enoncé

Pour toute fonction f : N>; — R, on considere sa fonction moyenne
Mf : NZI — R

définie par

Montrer que pour tout n > 1, on a

(M™f)(n) — f(1) quand m — +oc.



Eléments de correction

On peut se restreindre aux fonctions [1,n] — R, pour chaque n. Dans la base d1,--- ,d, des

masses de Dirac (qui ne sont non nulles qu’en un point et valent 1 en ce point), la matrice de

1

M est une matrice triangulaire inférieure dont la diagonale est (1, %, EPERRI %) En particulier:

(1) elle est diagonalisable,

37

(2) Iespace propre associé a la valeur propre 1 est Rd] ou 0] = 1 (fonction constante),

(3) les autres droites propres R}, - - - ,Ré;, sont dans Vect(da, - - -

de valeur (absolue) < 1.

Il en résulte immédiatement que si

F=Y_fk)oe =Y f(k)d,

k k

avec f'(1) = f(1), on a M™f — f(1)d]. D’ou le résultat.

,0n), avec des valeurs propres



