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Cette épreuve concerne uniquement les candidats de la filiére MP.
Les candidats sont priés de mentionner de facon apparente
sur la premiere page de la copie :
INFORMATIQUE - MP
L’'énoncé de cette épreuve comporte 9 pages de texte.
Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur

d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les
raisons des initiatives qu'il est amené a prendre.
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p“ Hve ( M) ]' () ( (Il( 1
" [ ( € es (41} WS »

_ e o : »s s’ appuient sur
Les techniques de compression sans perté P 1 d'espace. Elle I

_ \inimur : » texte. Dang
des textes afin de les stocker en occupant Ul f’ vmboles qui composent le
e estimation de la fréquence d'apparition e

occurrences de
bre d’occurte
. ment le nom =
7 .+ efficaceme suite finie de
ce probleme, nous étudions comment compte r1 ( suite comme une g l
jtencara

Jans la 3 *i .
¢ comment Optimiser le fonctionnement
), et ¢ i

chaque symbole dans un texte. que l'on e
nﬂfnl‘:‘f()h (p;:lr "xf'”lpl". fl"ﬁ n”rnér(‘)ﬁ l'_-l'].l('()'flf

3 : . , suite de bits.
d’un encodenr pour passer d'un texte a une st

Préliminaires | “
3 questions. Apres cette
es indépendantes. Pour
une question antérieure,

ique. comportant 3
isé en deux partl!
tiliser le résultat d

I"éprenve est composée d'un probléme un
section de préliminaires, le probleme est ‘1“"
répondre i une question, un candidat pourra red
méme 8'il n'est pas parvenu a établir ce résultat.

Concernant la programmation

1
o aml, tout autre
o i mmation OCaml,

Il faudra coder des fonctions a l'aide du langage de p;ﬂg:?ion il pourra faire appel a
ATioare i i «ane le candidat écrira une lonc : . L
langage étant exclu, Lorsque le (,d.Il(ll(Idt. Sl édentes de la méme sous-partie; il
d"autres fonctions définies dans les questions precedentes

’ o omand I'énoncé demande de coder une
ponrra anssi définir des fonctions auxiliaires. Quand I'éno

. [y »

¢ i . e olle-ci est correcte, sauf si I'énoncé le

fonet, ‘st pas nécessaire de justifier que celle-ci €s e
netion, il n'est pas nécessaire de j ] ; ler sont SUpposés vérifier

demande explicitement. Si les paramétres d'une f”“‘:““" ! ses sont bien vérifiées
certaines hypothises, il ne sera pas utile de tester si les hypotheses sont bien vérifiées
dang le code de la fonction. . )

Dans tout I'énoncé, un méme identificateur éerit dans dmnf Iml.wes g (:ara(:tex.'cs
différentes désignera la méme entité, mais du point de vue mathématique pour la. police
en italique (par exemple n) et du point de vue informatique pour celle en romain avee
espacement fixe (par exemple n).

On suppose codées les fonctions suivantes

list_length, de type a list -> int, de complexité en temps linéaire, qui renvoie
la longueur d'une liste,

list_append, de type ’a list -> ’a list -> ’a list, de complexité en temps
linéaire en la longueur du premier argument, qui concaténe deux listes,

array_make, de type int -> ’a -> ’a array, de complexité en temps linéaire en
la valeur du premier argument, qui crée un tableau d’une longueur spécifiée
premier argument et dont chacune des cases est initialisée & une
second argument,

en
valeur donnée en

array_length, de type ’a array -»

. : int, de complexité en temps constante, qui
renvoie la longueur d’un tableauy,

On rappelle que a mod b renvoie Je reste de la division euclidienne de ¢ par b
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Dans les caleuls de complexité en espace, on considérera qu'un entier occupe une place

constante en mémoire quelle que soit sa valeur,

Concernant les objets manipulés et leur type

L'intervalle des entiers compris entre a et b est noté fa, b].
’ La lettre ¥ désigne un alphabel fini ordonné de cardinal A; ses lettres, numerotees

dans 'ordre croissant, sont les ¢léments

Ty O1y 02y ooy TA-2y Tr-1-

» it A 1 at1 » 1

Par exemple, la norme Unicode est une norme fréquemment utilisée en informatique qui
* . . ) EH 3 H o

consiste a travailler sur un alphabet de 1114 112 symboles. Elle permet didentifier toute

symbole

P . - ’ * .A .
sorte de caracteres (lettre de I'alphabet latin, idéogramime chinois, émoticone,
de I'alphabet phonétique international, etc.) par un numéro unique entre 0 et 1114111

quelle que soit la plate-forme informatique employée.

Définitions : Un mot sur un alphabet  est une suite finie de lettres de . Leur en-

semble est noté £*, le mot vide est noté €. Un mot possede plusieurs caractéristiques :
la longueur d’'un mot w € £7, notée w|, est le nombre de lettres qui composent w; la

lettre o € ¥ dans un mot w € L7, notée |wl,, est le nombre d’occurrences

fréquence d'une
[w], est le nombre de symboles distincts

de o dans w: la valence d’un mot w € X7, notée

qui composent w.
Un terte est une suite finie d’entiers de intervalle [0, A — 1]. Le mot associé au texte

de s entiers [ug, uz, ug, . . ., Us] €st le mot 0y, Oy, - - - Ou, € b3k

Indication OCaml : On définit les types unicode, texte et la constante globale lambda

par les déclarations suivantes :
type unicode = int;;
type texte = unicode list;;
let lambda = 1114112;;
Une fonction de Palphabet ¥ vers un ensemble X est représentée par un tableau de

longueur A de type *a array ol ’a est le type par lequel on représente les éléments de X.

1 Fonction de distribution des lettres d’un texte

Le but de cette partie est de produire une structure de données qui permette de vérifier
la présence d’une lettre dans un mot et de stocker les valeurs non nulles de la fonction
de distribution des fréquences des lettres dans un mot w € X* définie comme suit

Y+ N
g |wl,
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de trois manitres différentes of e

chaque approche,
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¢ ot UNE
1.1 Avec un tableau exhaustif et

. pionl
(11 On définit une fonction font

let rec fonctionl (t:texte) =

match t with 0
| [ ] -> array_make lambdé_l fonctiﬂnl
| u::tprime -> let theta =
theta.
Blgkss :er ce (Ue calcule fonctionl t
Inférer le type de la fonction fonct iont. Expliqu

et le démontrer par récurrence sur |t]. )
n appelle répartition du sous-
tous les couples (a,‘|w’a). t‘:els
re quelconque. La répartition
alphabet dans le mot

Définition :  Soit ¥’ un sous-alphabet de l‘“]phﬂ?mt'-:‘\: dS
alphabet ¥ dans le mot w € £* toute liste Cmmt‘fwb ;:)1‘(1
que o € X' et |w|, > 0. Cette liste peut ét-l"(‘- dﬂ‘}“’_ i de ce SOUS-
d'un sous-alphabet dans un texte est la répartition €&

associc au texte. | est la liste [(a, 21; (C, 1); (d: 1)]
Par exemple, une répartition des lettres du mot acat es

= p e en QETVI tvpe
Indication OCaml : En OCaml, on pourra se servir du typ

type repartition = (unicode * int) list;;

. . o -> artition

[J 2 - Ecrire une fonction cree_repartition, de type te";e i re[f:J i)
. . » oy L] 1lie: £ Il

qui renvoie une répartition d'un texte en utilisant la fonction foncti

définie & la question 1.

[J 3 — Déterminer la complexité en temps de la fonction cree_repartition
en fonction du cardinal A de l'alphabet et d’une caractéristique du texte
donné en entrée.

[J 4 — Déterminer la complexité en espace de la fonction cree_repartition
en fonction du cardinal A de Palphabet.

[J 5 — Donner sans justification un ordre de grandeur de la taille de la valeur

de retour de cree_repartition en fonction d'une caractéristique du texte
donné en entrée.

[J 6 - Comparer les ordres de grande

6 ur obtenus dans les trois questions
précédentes quand le texte donné e :

5 qui I entree est le texte d’un courriel de la vie
courante rédigé en langue francaise et Y est I'alphabet Unicode
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1.2 Avec une table modulaire

Délinition : Soient w ¢ 37 un mot et € N* un entier non mml. Pour tout emtier £

comprin entre O et m — 1, on note v e sous-alphabet de £ défini par
S0 = (o u € 0.7~ 1]: (u — £) et divisible par m} .

Une table modulaire de complage d ‘ordre e du ot w est un tableau de longueur m dont
lo f-itme case contient une répartition desi lettres de £ dans w.

Par exemple, avee Ialphabet ¥ = {a,b,c,d, e} muni de I'ordre alphabétique et 'entier
m = 3. une table modulaire de comptage d'ordre 3 du mot acad est le tableau de trois

listes

—r— 1
|-

(10, 2): (@, DIT(TT e 1)

(17  Ferire unce fonction incremente_repartition, de type repartition ->
unicode -> repartition telle que incremente_repartition r u renvoie la
répartition d'un mot qui contient la lettre @, une fois de plus qu'un mot de

répartition r.

8  Ferire une fonction cree_modulaire, dont le type est texte -> int =
repartition array, qui utilise la fonction définie a la question 7, telle que la
valeur de retour de cree_modulaire t m est une table modulaire de comptage
d'ordre m du texte t.

Le recours i la fonction fonctiont de la question 1 n'est pas autorisé pour
répondre a cette question.

(]9 — Ecrire une fonetion valence, de type repartition array -> int, qui
renvoie la valence d'un mot a partir de sa table modulaire de comptage.

(7 10 - Soient m et v deux entiers non nuls et X,, X, ..., X, des variables
aléatoires discrétes & valeurs dans U'intervalle entier [0, m — 1], mutuellement
indépendantes et qui suivent la loi de distribution uniforme. Soient encore
un entier 4 fixé dans U'intervalle [1,v] et un entier £, fixé dans I'intervalle
[0,m — 1]. Pour tout entier £ compris entre 0 et m — 1, on appelle Z; le
cardinal
Zy=|{i € [1,v]); Xi=¢}|.
Pour tout entier £ compris entre 0 et m — 1, calculer 'espérance

IE[Z;|X,U - FU]

[J 11 Soit w € ¥* le mot d'un texte ¢ de valence v. En supposant que
I'ensemble des v lettres distinctes présentes dans le mot w a été choisi unifor-
mément dans I'ensemble des parties a v éléments de I'alphabet ¥, montrer
que la complexité moyenne en temps de la fonction cree_modulaire t m est

0 (m i |f| + —-————(U = 1)“') .

m
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(112 Donner sans justification la complexité en espace de la fonction
cree modulaire t m en fonction de m et d’une caractéristique du texte ¢.

(313 - Quelle valeur numérique de m suggérez-vous de choisir lorsque t est
le texte d'un courriel de la vie courante rédigé en langue frangaise et ¥ est
"alphabet Unicode?

1.3 Avec un tableau creux

Dcflqiti’()n i Un tableau creur de comptage du mot w € £* est un quadruplet (v, F, I, A)

formé d'un entier v et de trois fonctions F: X - N, [:Z > Xet A: ¥ 2 T tels que
(i) I'entier v est la valence du mot w,

(ii) pour tonte lettre o € ¥ présente dans le mot w, il existe une lettre 7 € & telle que
TS0y et I{1)=0.

(iii) pour toute lettre 7 € ¥ telle que 7 < a1, on a A(I(7)) =7,

(iv) pour toute lettre o € ¥ présente dans le mot w, on a F(o) = |wle-
Par exemple, avee 1'alphabet ¥ = {a,b,¢,d, ¢, f, g, h}, le mot bbbbbbbbbbbbehhhhhhhhh

admet comme tableau de comptage le quadruplet (v, F. 1, A)

oil chaque symbole * représente une valeur particuliere mais non significative.

Indication OCaml : En OCaml, on pourra se servir du type
type creux = int * int array * unicode array * unicode array;;

On pourra utiliser une fonction make_creux, de type int -> creux qui crée et renvoie
un {ableau creux de comptage du mot vide en temps constant, aucune hypothese ne
pouvant étre faite sur le contenu des trois tableaux constituant la valeur de retour de

cette fonction.
[ 14  Soit (v, F,1,A) un tableau creux de comptage du mot w € X°.
Montrer que pour toute lettre 7 € Y avee T < 0,1, la lettre I(7) est une |

lettre présente dans le mot w.

(115  Soit (v, F,1,A) un tableau creux de comptage du mot w € X°.
Montrer que pour toute lettre o € ¥, la lettre o est présente dans le mot w

si ot seulement si on a A(0) € o,y et [(A(g)) = 0.
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(116 Eerire une fonction est_present de type crenx => unicode ~> bool

telle que la valeur de retour de tableau_creux thet

si la lettre o, est une lettre présente dans ur mot de
rninaison de la fonetion.

a u est vraie siet seulement
tableau creux de

comptage 0. Justifier la correction et I te

(117 Lerire une fonction incremente_tableaucreut: de type creux =2
retour de incremente_tableaucreux

unicode -> creux, telle que la valeur de )
theta u est un tableau creux de comptage d'un mot qui contient la lettre o,

une fois de plus qu'un mot de tableau creux de comptage 0.

5 . " 3 - ui
r] 18 ]L{']-]]‘(\ une [()ll(‘.i.ll_)ll CrEE_tableaucreu.x (Ic ty])() texte > creux ql

renvoie le tableau creux de comptage du texte donné en argument. B
n’est pas autorise pour

l Le recours & la fonetion fonction1 de la question 1
I répondre a cette question.

(119 - Déterminer la complexité en temps de la fonction cree_tableaucreux.

(J 20 - Donner sans justification la complexité en espace de la fonction

cree_tableaucreux.

tion pour le texte d’un courriel de

[] 21 - Est-il réaliste d’utiliser cette fonc
bet Unicode

la vie courante rédigé en langue francaise encodé avec I'alpha
lorsqu’on utilise un ordinateur ou un téléphone actuel ?

2 Un encodeur optimal

2.1 Codes et codages

Définitions : Un code ¢ est une application
c:%—{0,1}".
Le codage associé & un code ¢ est I’application

e:{ I {0,1}

N7 T c(m)e(ry) - c(Ty)

Un arbre de code représentant un code c est un arbre binaire, dont I'ensemble des sommets
est ¥, tel que
pour toute lettre o € X, I'étiquette du sommet o est (o),

pour toutes lettres o et 7 de I'alphabet ¥, si T appartient au sous-arbre gauche
de o, alors on a 7 < ¢ dans l'ordre de I'alphabet £; si 7 appartient au sous-arbre
droit de o, alors on a 7 > o dans l'ordre de I'alphabet .
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Epreuve d'option informatique MI

. e syivantes afin de représenter
Indication OCaml :  On adopte les déclarations de type sul
ndication : . ;

i ‘aml :
les mots binaires et les arbres de code en OCar

type binaire = bool list;;

type code =
I Nil .
| Noeud of unicode * binaire * code * code; ;

texte -> code —? bool list,

0022 Ecrire une fonction encodeur, de type t du texte t

i . : . odage du mo
qui, & partir d'un texte ¢ et d'un code c. renvoie le codag
par le codage associé au code c.

‘est-a-di bre
: ans un ¢ _ c'est-a-dire le nom
On note prof 4(7) la profondeur d'un sommet o dans un arbre .ﬁ} e h
o 1me e " £ ; L
de sommets de I'unique chemin entre le sommet o et Ja racine de

racine p d'un arbre A est de profondeur prof 4(p) = 1.

o i : (ité en te la fonction

0 23 — Pour un code ¢ donné, exprimer la complexité en temps de g
T - S e

encodeur a l'aide de L = max,ex |c(0)|, des profondeurs des somm

: aXoes | ; _ ) 1 donnés
I'arbre de code A et de la distribution des fréquences dans le mot u
en argument

2.2 Arbre de code optimal

On fixe un code ¢ de Falphabet T ainsi que des poids réels positifs sous la forme d’une
application f : ¥ — R, . La profondeur pondérée d'un arbre de code A représentant le
code ¢ est la somme

Prof(A) = ) f(o) prof 4(o).

ocx

[J 24 — Exprimer la profondeur pondérée Prof(A) d'un arbre de code A en
fonction de £, de la profondeur pondérée Prof(A,) du sous-arbre gauche A,
de I'arbre de code A et de la profondeur pondérée Prof(Ag4) du sous-arbre
droit Ay de I'arbre de code A

On dit qu'un arbre de code est optimal si sa profondeur pondérée est la plus petite des

profondeurs pondérées des arbres de code représentant un code de I'alphabet ¥. Pour
tous entiers u et v compris entre 0 et A — 1 avec u <€ v, on note Cy, la restriction du

code c a l'alphabet ¥, , = {0y, 0,41, . . .y 0y—1,0y }. On note Il la profondeur pondérée
d'un arbre de code représentant le code Cu,p Optimal.

[J 25 - Pour tout entier u compris entre 0 et A — 1, calculer I .

Pour tous entiers u et v compris entre 0 et A — 1 vérifiant U < v, exprimer

une relation entre II, , et les quantités (I1,,,)ycrcy_y et (M )ut1<rgo-
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26 Concevojr .
b A el présente ;
I ner un algorithme qui recoive en entrée un code

2 X = {01} ¢ . A st

;hl'ni: de l{nl’;l:lf;}ulxt.::i“(”:1} (?Htr."m%iml de fréquences f : £ — N sous la

O(X?). I n'est pas c:xig:. d’uJ([)‘I]l'b _m"’“’ un arbre de code optimal en temps

question. On dt’al_",()llll)(w"‘-a I’ul] :M.ftr] la syntaxe OCaml pour Tél”’"‘lf‘f’ a cette

on caractérisera les entroes I? J_”. Y €11 80US-progr AOUBES élémentaires dont

Pétablissement d'une prom. 5 sorties ou les effets suffisamment pour que
* prenve de correction de I'algorithme soit facile. Cette

xigée.

emps,

preuve de correction n’est pas e
On justifiera la complexité e, ¢

2.3 Un arbre de code optimal calcylé plus rapidement

Pour tous entiers u et v avee 0<u< q antierr
’ VL A—- : and entier
férienr a A—1 tel qu'il exig S USvSA-1, onappelle 7, le plus gt

inféri chquilexiste un arbre optimal pour le code ¢, , ayant la lettre o, comme
racine. On se propose de démontrer, pour tout n compris entre 0 et A — 2, ]'encadrement

(E(n)

-~

VISu Y€ =2 aven
fuvs deccv-u<n, Fis EFanil STafiluit:

(] 27 - Déduire de I'encadrement E(X = 2) une modification de ’algorithme
proposc en réponse i la question 26 afin que son temps d’exécution soit O(A?).
Détailler le calcul de la complexité en temps.

Soient u et v deux entiers avec 1 S u < v < A — 2.

[ 28 -~ Montrer que, dans un arbre de code qui représente le code ¢y, le
sommet qui contient la lettre o, ne posséde jamais de fils droit.

(729 - Dans cette question, on suppose que le poids f(o,41) est nul. Soit A
un arbre de code optimal pour le code ¢, , et A’ I'arbre obtenu en ajoutant
a A le sommet g,y comme fils droit du sommet qui contient la lettre a,.
Montrer que A’ est un arbre de code optimal pour le code ¢y 441

Dans les trois questions qui suivent, on suppose que les poids (f(0:))uce<o Testent
constants tandis que le poids f(o,41) est variable.

(1 30 ~ Montrer que 'application

. J Ry = Ry
Wb f(av+l) = nu,v+l

est une application continue et affine par morceaux sur Ry dont on précisera
la pente pour chaque morceau et que, pour tout intervalle ouvert / C R,
sur lesquels I'application m, 41 est affine, les indices (rur.,,f)u citcaricyyy ok
constants lorsque f(0,4) varie dans 1.
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SOt o ¢ RS un point do chang I itervid
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\ T soll nlline ¢
reel tol que | application Mg 8

A
Vo e, 1]
: \ " V“”" , | AR
: ) ¢ int
veel tel que Fapplication My w0l allin

ite s'arrete s e toryge
' catibe soarrele s e
4 SRR e s
() { »l I ||.| ('I }|n| (f!;) |N'I| recurrenet f I rl o fh””]” [r”'.‘lj rl,]“_'.:
constenit deux snitos A . ! wnidre wite.
: - it P onstrodre ln premiere
Shant w'est plus délinl, Pour cons

Fintervalle 1 Ol Pose

f.’“ rn.l'l I )
i I '
bl Hrk <v+4 1, ”'A i dy A1l

’ lans U'intervalle 1 et on pose
l‘mll‘ construire |y stconde suite, on choisil f(”.- | I) tlane

f,’l.: LS

y { o3 ’
Sidf <vu41, Ay Td! 41041

Dans 1o mesure on |eg enliery Vi
¢t (d) ne sont pas foreh
AT oy I,

(1 31 Montrer que |
Uindice du dernier te
terme défip; de |

s denx suites (¢
v dépendent. de la valeur de [(au41), les d

k)
ment égales et ne (e

i appartient
pendent que du fait que f(a,, 1) apparti

i . en appelant m
S suites (d);) ef (d}) sont finies et que, en appelant 7
rme défini de la gyjte (dp) et m
a suite (df), on a m- > mt,
On suppose avoir dé
On suppose

indice du dernier

montré la validité (e encadrement &(n) pour un e
que les entierg 4 el v vérifient p — Sn+ .

O 32 En faisang Phypothese dy < d;
tel qu'on ajt di =dt et o] que,

on ait df < d; . En déduire

du Sommet 0,

rtain entier n

» montrer qu'i] ¢
Pour tout entier £ ¢q

une contradictjoy eIl ¢
et dy Sommedt 04

Xiste un indice g <m?
Impris entre () ot 5 — 1,

‘changeant les descendantg

+ dans certains arbres,

(1 33 - Montrer que I'e

ncadrement (E(n)) est sat isfait pour toys entiers n
avecng -9

FIN pDE L'EPREUVE
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