Le sujet comprend 6 pages numérotées de 1 ao0.
x % %
L'objet de ce probléme est la minimisation sur_un_sous-domaine K C R™ d’une fonction f

définie_sur R™. Nous proposons plusieurs approches pour trouver des conditions nécessaires d’opti-
malité, et obtenir des approrimations des minimiseurs de f dans des cas particuliers.

Les dépendances entre les parties du probléme sont données par le schéma suivant :
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NOTATIONS ET DEFINITIONS

Pour tout entier k ¢ N*, on désignera le produit scalaire usuel sur RF par (,+), et la norme
euclidienne sur R* par || - ||.

Dans tout le suget, on se place sur R™, o4 n € N*.

= On dit qu'une fonction f:R" 5 R est convexe si pour tous x,y € R™ et tout \ € [0, 1],
F(L =Nz +Xy) < (1-X)f(2) + A ().

= On dit qu'une fonction f: R™ — R est coercive si “ ”lim f(z) = 400, autrement dit -
B Z|| =400

VM >0, 3R> 0, Vz € R", lzll > R = f(z) > M.

I - PRELIMINAIRES

FONCTIONS CONVEXES

I.1. On considére une fonction f : R” — R.

a. Pour tous z,y € R, soit @5y : R — R la fonction définie par Pry(t) = f(x+t(y — x)) pour
tout ¢ € R. Montrer que f est convexe si et seulement si pour tous z,y € R", pp 4 est convexe.

b. On suppose que f est différentiable sur R™. Montrer que pour tous z,y € R", la fonction Pzy
est dérivable, et montrer que pour tout t € R, ¢} () = (Vf(z + t(y — T)),y — ).

En déduire que si f est différentiable sur R", alors f est convexe si et seulement si pour tous

s 1) > @)+ (V@) - )

d. Montrer que si f : R" — R est différentiable sur R", alors f est convexe si et seulement s;

tous z,y € R™,
i (Vi(y) - Vi@),y—=z) > 0.

I1.2. Soient f : R™ — R une fonction convexe et différentiable sur R", et 2* € R™. Montrer que si
v f (z*) = 0 alors f admet un minimum global en z*.
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A it qu’ ] : R" fférentiable sur R" est a-convexe
Définition. Soit a € R%. On dit qu'une fonction f : R" = R différen
si pour tous x,y € R",

@) > f@)+(Via)y - =)+ Fly -2l

‘ EXe ot 4 & . RN
I.3. On considere un réel a € R et une fonction f: R™ — R différentiable s2m R™.
. o) e\ s I O < 4 | . . R™.
a. On considére la fonction g, : R® — R définie par go(z) = f(x) — 5 “.E” pour tout .tz: € )
Calculer Vg, (z) pour tout x € R™, et montrer que f est a-convexe si et seulement g es

convexe.
4 3 ~ ‘ n
b. En déduire que f est a-convexe si et seulement si pour tous x,y € R",

(Vi) - Vf(),y—z) > aly -]

FONCTIONS COERCIVES
I.4. Soit f : R™ — R une fonction continue et coercive. Montrer que si K est un fermé non vide
de R™, alors il existe z* € K tel que f(a*) = 12}"( Flz).
X

L.5. Soit f : R™ — R une fonction différentiable sur R" et a-convexe, ol € R%.. Montrer que si
K est un convexe fermé non vide de R", alors f admet un unique minimum sur K.

PROJECTION SUR UN CONVEXE FERME

L.6. Soient C un convexe fermé non vide de R™ et z € R".
a. Montrer qu'il existe un unique point P (z) € C tel que ||Pe(z) — z|| = ‘22 ly — z||.
v
b. Soit & € C. Montrer que 7 = Pc(z) si et seulement si
(z—2,y—Z) < 0 pour tout y € C.

Indication : on pourra considérer la fonction Yyt e€RP |z - (Z+t(y — 7)), on yeC.
c. En déduire que si z,y € R, alors |1Pc(y) — Po(z)|| < |ly — z||.

UNE PREMIERE CONDITION NECESSAIRE D’OPTIMALITE

Soit K C R"™. On dit qu’un vecteur h € R™ est K-admissible au point z € K s%] eTiste
= une suite (), de réels strictement positifs vérifiant kll)r{.xo Le=10;
~ une suite (hi)ey de vecteurs de R™ vérifiant klingo hg'=h,
telles que pour tout k € N,

T+ tph, € K.
On appelle céne K -admissible ay point © € K l’ensemble

Ak(z) ;= {h € R", h est un vecteur K -admissible au point x}.

L.7. Décrire A (z) dans le cas oy z est dans l'intérieur de K.

L.8. Montrer que si f : R" — R est différentiable en g* €K
et admet un minj .
en z*, alors minimum local sur K

Vh e Ak (z*), (Vf(z*),h) > 0.
Qu’exprime ce résultat dans le cas particulier ot z* est dang Vintérieur de K ?

7

2/6



II - PENALISATION

Dans le but d’approcher un minimum d’une fonction f sur K C R", on cherche a se ramener
ction sur R" tout entier. Pour ce faire, on propose d’ajouter a f un
hors de K, et de minimiser la nouvelle

but de justifier cette approche dans un

a la minimisation d’une fon
terme de “pénalisation”, qui prend de grandes valeurs en de
fonction pénalisée sur R™ tout entier. Cette partie a pour
cas particulier.

— R différentiable sur R™ et a-conveze,

Dans toute cette partie, on considére une fonction f:R"?

ou a € RY.. On pose
K ={z eR", g1(z) Z0savs gle) gi},‘

oup € N*etgi,...,gp sont des fonctions converes de R™ dans R, diﬁérentiables sur R™. On suppose
de plus que Uensemble K est non vide.
a €.
II.1. Montrer qu'il existe un unique élément z* € K tel que f(z*) = ig[f{ Flz). '\\ \»
xT

Pour tout k € N, on introduit la fonction fi : R™ = R définie par

fi(z) = f(z)+k¥(z) pour tout T € R",

P
ot W : R™ — R est la fonction définie par ¥(z) = Z max(0, gi(z))? pour tout T € R™.

=1

IL.2. Pour tout z € R™, calculer lim fi(z).
k—o0

g
I1.3. Montrer que pour tout k € N, il existe un unique zx € R™ tel que fi(zx) = me Trl(z):
zeR™

on pourra commencer par ThONTer que si g : R® = R est une fonction

Indication :
h:R — R est une fonction conveze croissante, alors h o g est conveze.

conveze, et
IL.4. Montrer que pour tout k € N, f(zk) < il o) B

IL.5. On considére une sous-suite (Zo(k)) pen € (zk)pen Qui converge vers T € R™.

a. Montrer que T € K.

b. En déduire que_Z = z*.
IL.6. En déduire que la suite (zg),ey converge vers z*.

I1.7. Montrer que la suite (fi(Zk))ren converge vers Flz®):

III - THEOREME DE KARUSH-KUHN-TUCKER

Le but de cette partie est d’établir une condition nécessaire d’optimalité dans le cas ou le domaine

K est décrit par des contraintes de type inégalité.
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LEMME DE FARKAS

Soient m € N* et (uy,...,un) une famille de vecteurs de R™. On note

G = {Zmui, w =0 Vi e [[1,m]]} :

=1
On cherche a démontrer le résultat suivant.

Lemme 1. Siv € R, alors une et une seule des deuz assertions suivantes est vérifiée :
() veC,

(21) il existe w € R™ tel que (v,w) <0 et (uj,w) >0 pour tout i € [1,m)].

III.1. Le but de cette question est de montrer que C est un convexe fermé de R".
a. Montrer que C' est convexe.

b. Montrer que si (uq, ... ,Up,) est une famille libre, alors C' est fermé.
¢. Pour tout I C [1,m], on pose C; = { > ier mivi, pi > 0Vi e I'}. Montrer que

c=|Jcr
I

ol 'union est prise sur les ensembles I C [1,m] tels que (4i);er est une famille libre. En
déduire que C est fermé.

III.2. On considére un vecteur v € R™ \ C.
a. Montrer que (P¢(v), Po(v) — v) = 0.

b. On pose w = Pc(v) — v. Montrer que (v, w) < 0 et (ui, w) > 0 pour tout i € [1,m].
II1.3. Conclure la preuve du lemme 1.

CONDITION NECESSAIRE D’OPTIMALITE

Soit p € N*. Dans toute la suite de cette partie, on suppose que a1,

-+, gp sont des fonctions
de R™ dans R différentiables sur R™, et que

K ={z eR", gi(x) <0,...,gp(x) <0}
est non vide. Pour tout x € K, on note

I; = {i € [1,p], gi(x) = 0}.
IIT.4. Montrer que pour tout = € K,

Ak (z) C {h € R", Vi € I, (Vgi(z), h) < 0}.

IIL.5. On considere z* € K et on fait I’hypothése suivante :

il existe v € R" tel que pour tout i € I+, (Vgi(z*),v) < 0.

(H)
Montrer que Ag(z*) = {h € R", Vi € I+, (Vgi(z*), h) < 0}.
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II1.6. Montrer que si 2* € K est tel que (Vgi(2*));c; , forme une famille libre, alors I'hypothese
(H) est vérifiée.

IIL.7. On suppose que f atteint en z* € K un minimum local sur K, et que I’hypothése (H) est

vérifiée. Montrer qu'il existe des réels positifs u7, ...,y tels que
P
Vi) + Y uVailat) =0, ”
=1

ptgi(x*) = 0 pour tout ¢ € [1,p].

IT1.8. On suppose dans cette question que les fonctions f, g1, ..., gp sont convexes. Soient z* € K
et ui,...,u, € Ry tels que (1) soit vérifié. Montrer que f admet en z* un minimum global sur K.

IV - ETUDE DU PROBLEME DUAL

Le but de cette partie est d’aborder la minimisation d’une fonction f sur un sous-domaine K
de R™ en considérant le probléme “dual” associé. Dans un cas particulier, on propose une approche
basée sur l’étude du probléme dual pour obtenir une approzimation du minimum de [ sur K.

Soit p € [1,n]. On suppose dans toute cette partie que f, g1, ..., gp sont des fonctions de R™ dans
R différentiables. On fait I’hypothése supplémentaire que f est a-convere pour un certain o € RY,
et que les fonctions g1, ...,gp sont convexes. On suppose par ailleurs que

K={scR" gi(@) <0,:.::0(2) <O}

91(z)
est non vide. Dans toute la suite, on note g(x) = | : | pour tout x € R™.
9p()

On introduit la fonction £ : R™ x RE. — R définie par

P
Lp) = fl@)+ ) wigilz),
i=1

pour tout x € R™ et tout p = (B, Hip) € IR’Z_. On s’intéresse au probléme : trouver x* € K tel
que
*) = i f Z).
f@*) = if f(z) (P)

inf f(z) = inf sup L(z,p).
IV.1. Montrer que Jnf f(x) nf, :Eum% (z, 1)

IV.2. Montrer que pour tout € R | il existe un unique z, € R™ vérifiant L(z,, u) = IiEan" Elz ).

Pour tout p € RE, on note G(u) := infyern £(2, 1) = L(zy,p). On va s’intéresser au probléme dit

dual : trowver p* € RY tel que

G(p*) = sup G(p) = sup inf L(z,p). Q)
(ﬂ' ) ueﬂgj_ I‘ERZ z€R
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On dit que (, /1) € R" x RE_ est un point selle de L si

L(z,p) = inf L(z,i) et L(Z,a)= sup L(Z, p),

IV.3. On suppose dans cette question que (%, ) € R™ x R” est un point selle de L.
a. Montrer que Z est solution de (P).
b. Montrer que ji est solution de (Q).
c. Montrer que inf sup L(z,p) = sup inf L(z,p).
z€R™ cRP jeR? TER"
IV.4. On considére z* € K une solution de (P) satisfaisant I'hypothese (H). Soit p* = (7, - - - ; #15)
comme dans la question IIL.7. Montrer que p* est solution de (Q).

IV.5. On suppose dans toute cette question que la fonction p € RE — z, est continue. On
considére une solution i € R de (Q).
a. Soient p € RE_ et £ € RP tels que p + & € RE.. Montrer que pour tout ¢ € [0,1], p +t§ € R,

et

t—0 it
t>0

En déduire que pour tout p € RE | (g(zz),n — 1) < 0.
b. Montrer que zj; est solution de (P).

IV.6. (Théoréme d’Uzawa). Soient A € Mp,(R) une matrice de rang p et b € RP. On suppose

que la fonction g est de la forme
g:x— Az +b.

a. Montrer que pour tout 4 € R}, Vf(z,) = —'Ap, et en déduire que la fonction i x, est
continue sur R .
b. Montrer que (P) admet une unique solution z* € K, et que (Q) admet une unique solution

P
peRL.
Soit p > 0. On définit la suite (pk)keN par récurrence de la maniére suivante :

~ on fize p° € RY,
~ pour tout k € N, on pose pkt1 = Pyr 1k +p g(T ),

o1 PM : RP — R” désigne la projection sur le conveze fermé RY, de RP.
c. Montrer que p* = PR?_ (w* +p g(zps)).

On suppose désormais que ||Az|| < \/%“fC“ pour tout x € R™.
d. Montrer que la suite (z,x), ., converge vers z*.

e. Montrer que la suite (/,Lk)keN converge vers .

Fin du sujet.
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