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Le sujet Comprend 9 pages, numérotées de 1 h 9

* * *

Début du sujet,

Définitions et notations

e Si : .
Si 4 est un ensemble fini, on note Card A son cardinal.

® Pour n € N*| on note &y = {1,

Bisis e X ..vn}. Si A est une partie de R de eardinal n, on note [i,
unique bijection croissant

e de A sur A,
e On note ¥, le

; groupe des bijections de A, sur An. Sin 2 2, on note MD(n) I'ensemble des
éléments o € ¥,

qui vérifient la condition (de montée-descente) :

pour 1<k<n-—1 - a(k) <o(k+1) si k est impair, o(k) > a(k+1) si k est pair;

et on note DM(n) I'ensemble des éléments o € X

o qui vérifient la condition (de descente-
montée) :

pour 1<k<n-1 : o(k) > a(k+1) si k est impair, o(k) < a(k+1) si k est pair,

® Soit f une fonction de R dans R. Un maximum (resp. minimum) relatif de f est un réel z

tel qu'il existe £ > 0 tel que f(y) < f(x) (resp. f(y) > f(x)) pour tout y € |z — &,z + €.
Un maximum (resp. minimum) relatif strict de [ est un réel z tel qu'il existe £ > 0 tel que

f(y) < f(z) (resp. f(y) > f(x)) pour tout y €|z — ¢, + e[\{z}. Un extremum relatif est un
point de R qui est soit un maximum relatif, soit un minimum relatif. Un extremum relatif strict
est un point de R qui est soit un maximum relatif strict, soit un minimum relatif strict_

e La droite réelle sera toujours munie de la norme associée & la valeur absolue.

e Une fonction f de R dans R est dite simple si elle est continue, si 'ensemble E( f

) des
extremums relatifs de f est fini et si la restriction de f & E(f) est injective.

e On note S I'ensemble des fonctions simples de R dans R, et, pour n € N, on note S, I'ensemble
des fonctions f € S telles que Card E(f) = n. On note enfin S, = Up,S,..

e Les composantes connezes par arcs d’une partie d’un espace normé seront simplement appelées
les composantes de cette partie.

e On note R[X] I'espace des polynomes & coefficients réels. Si P = 37, a;X* € R[X] et si o
est une algebre sur R, pour z € &/ on pose P(z) = Y 0 a2,

Les parties II, IIlI, IV, V sont indépendantes.
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Partie 1

- . _atama de S sont stricta,
1. a. Vérifier que les extremums relatifs des fonctions de & 801
herence de chaque composante de

b. Soit f € S. Montrer que la vestriction de f & l't“l‘ tax £(f)} ost '
R\ E(f) est strictement monotone. En déduire que 8i & € E(N\N ‘ lx. /) - .iml e
(resp. minimum) relatif le plus petit élément v de E(f) verifiant g > @ est un minimum (rcmp_
maximum) relatif.

c. Soit f € S, avec n > 2. On pase &(f) = f(E(/)). Soit a7 'élément de L, défini par
|
ay = ey © f 0 Oy

Montrer que o; € MD(n) U DM(n).
4 - ) ‘ 2

2. On définit une relation ~ sur S de la manidre suivante : pour tout couple (f, g) de 5% f ~
si et seulement si il existe deux bijections continues ¢+ R = Roet ¢ R B striciom;
Croissantes, qui vérifient f = v 0go .

& Vériﬁer que ~ est une relation d't\llli\'ﬂlt‘nﬁ‘ sur S et montrer que (!ha(]ll(-\ classe d‘[‘?ql.li-
valence de ~ est contenue dans I'un des ensembles S,, n € N.

b. Soient n € N* et {u;...., I (. vn} des parties de R qui vérifient u; < - <y,
et vy < --- < v,. Vérifier qu'il existe une bijection continue \ : R = R strictement croissante
telle que y(uz) = vx pour 1 < k < n.

¢. On suppose que f et g sont dans S, et que

lim |f(x)] = +o0, lim_|g(a)] = +oo.

r-+100

Démontrer que f ~ g si et seulement si 07 = g,
d. L’équivalence précédente subsiste-t-elle pour deux fonctions f et g quelconques de S, ?

3. On note C} l'espace des fonctions continues bornées de R dans R, que 'on munit de la
norme uniforme : || f|| = Sug |f(x)| pour f € C}.
x€

a. Soient n € N*, {u....,u,} C Ret {v),...,v,} C R avec U < o< U et v < oe < Uy
Montrer qu'il existe une application continue ¢ : [0,1] x R - R telle que :

- pour s € [0, 1], la fonction x = ((s, x) est une bijection strictement croissante de R sur R,

~((0,x)=rpourzr € Ret {(L,ux) =, 1 <k <n.

b. Démontrer que les classes d’équivalence de la restriction de ~ a S, N CY sont connexes

par arcs.
c. Donner un exemple d’arc continu v : [0,1] = SN CYP tel que Y(0) € S, et y(1) € Sa.

Partie 11

Dans cette partie, pour n € N, on note 2, I'espace des fonctions polynomiales de R dans
R de degré au plus n.

-y,

i it
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_l. Soit n e N+ On note
I 1 et l'espace des applicag
Powr v € R ot p ¢ [ !
r oot de rayvay o,

4 Papplication identique de R", Oy munit R" d

ons linéajre '

. qdiiete B(:IT)H (de R™ dans R" de la norme associée, encore notée || ||,

Soit Oy ouvert ' i 4 RTI‘@SP. B(z,7]) 1a boule ouverte (resp. ferinée) de centre

classe (' telle QO £(0) 0 o | Tt de ‘ E*ont;enant 0 et soit f: O - R une application de
et dont la différentielle ¥ en 0 est inversible.

"une norme notée

Q. ()l] pose

9=Id-tp—10f_

sur O et qu'il existe & > 0 tel que B(0,e) c O et || Dg(x)l| < §
que [ est injective dans B(0,¢).

Montrer que g est de classe (1
pour x € B(0,¢). En déduire

b Salt 0 88e < - ot ais -
“ et soit x5 € B(0, r/2). On pose h(z) = g(x) + 2 pour z € O. Montrer que

h(B(U: r]) € B(0,7].

¢. Montrer qu'il existe ¢ ¢ B(0, 7] tel que f(a) = p(z).
d. Soient W o= 2 (B(0, r/2)) et V = f~{(W)N B(0, ). Montrer que V et W sont ouverts et
que fiy est un homéomorphisme de V sur W.

2. Soit @ un ouvert de R et soit f : O = R™ une application de classe C* dont la différentielle
en x est inversible pour tout r € O. Démontrer que I'image par f d’un ouvert de O est un
ouvert de R".

3. Pour n 22 soit Oy = {(#1,...,%n-1) ER" |0 <2y <23 <+ < ZTy1} et s0it U,y
'ensemble des (n — 1)=uples (y1,...,yn-1) € R*! tels que

O0<y, Wi>WYiv1 511E {1,...,n — 2} est impair, ¥ <yi;1 Sii€E {1,...,n — 2} est pair.

Pour x € O, . on définit la fonction 7, € 2, par m(t) = t(z1 — )+ (Zn—1 — t). On définit
4 z n-1
Papplication Y = (Yi,..., Y,-1): Op_y — R par

Yi(z) = f 4 7. (u) du, z=(zy,...,Zn-1) € On-1.
0

' a. Soient j € {1, R — 1} et « € Op—;. Montrer que

t
B 34 -t f u H (z¢ — u)du
0 1<t<n-1, t#]

n 0. En déduire 'existence de Xz,j € Pn-2 vérifiant

, s’ ¢ sa dérivée e
ost dans 22, et s’annule avec

VteR,  dgj(t) =txa(t)-
Y,
4o

‘existence
_n — 1}?, montrer l'exister 53,

(z) et vérifier que

b. Pour & € Op-1 €t (1,7) € {L--

._B_}E.(J;) = dx,j(xi) .
3zj
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En déduire que Y est une application de classe C'' sur |'ouvert, Opn-1, & valeurs dans [/ "
it
¢. Démontrer que pour r € O, _;, la partie {x,d {3e ... n-— 1}} est une base de 22
il | T B
d. En déduire que la différentielle de Y au point x est inversible.

4. Pour n € N, une fonction de 22, est dite unitaire lorsque le coefficient de son terme de degré
n est 1. On note 2 I'ensemble de ces fonctions. On note C,, = Inf { f(: [f(t)] dt | f e gufr
o

a. Montrer que C,, > 0.
b. Pour n > 2, démontrer que si z € O,_,

- 1 n—2 :
@)™ < o [Val@) + Y1) (Vi (a) - Yi())].

i=1

"-'

c. Vérifier que l'application Y se prolonge contintiment 3 Padhérence de O,,_,
d. Montrer que si K est un compact de R"-! contenu dans U, _;, Y ~!(K) est compact
5. Montrer que Y(O,-,) est ouverte et fermée dans Un-1 et en déduire que Y est surjective.

6. Montrer que pour tout n € N, pour toute fonction f de S, vérifiant lim, 400 | f(2)| = o0,
il existe un élément g € 2,., tel que f ~ g (ol1 ~ est la relation définie en 1.2).

Partie 111

Soit n € N*. Pour k € N, on note B(n, k) 'ensemble des applications o € MD(n + 1) telles
que
g(2)—e(l)=k+1

Pour k € N et s € N, on note C(n, s, k) I'ensemble des éléments o de MD(n + 2) tels que

0(2) —a(l) =s+1, n+2—0(2) =k.

1. Pour m > 2 vérifier que I'application Opp : £,, = E,,,, qui & 0 € ,, associe n € £, défini

par

est une bijection vérifiant Opp(MD(m)) = DM(m) et Opp(DM(m)) = MD(m). Vérifier que si
o € £, et si i, j sont des éléments de {1,...,m} vérifiant o(j) > o (i),

o(j) —o(i) =1+ Card {k € A, | 0(i) < o(k) < a(5)}.

2. A quelle condition (nécessaire et suffisante) sur n et k 'ensemble B(n, k) est-il non vide? A
quelle condition (nécessaire et suffisante) sur n, s et k 'ensemble C(n, s, k) est-il non vide?

3. Dans cette question et la suivante,onfixen > 2, 1 <k<n—-1letl<s<n-—k. Onse
propose de construire une bijection de C(n, s, k) sur B(n, k). Soit o € C(n, s, k).

a. Vérifier que le nombre m d’entiers j > 4 tels que o(j) > o(3) vérifie m > k. On note
Froiees Jm ces entiers, que I'on ordonne de telle maniére que o(j;) < 0(j3) < - -+ < (jm)-




b. On considére |, fonct;
On ¢
S

-—\'.‘. — Nt,{n
§(1) -

g $% & f g
Montrer que £ vérifie A LLLE 2B § Y e 2

§@) > ¢p . ) ol
et que I'intervalle |¢(2) _
Rt Ji((;ﬂffl)[ contient exacteqey L — (€3¢ |
. / = .»1}01;0“ "__. o < P | R “’1’]1‘}
_ ~A49§ (on rap 2. ¢ y ia it k
TeT que £ ¢ ;).\ifn !.' I1 .‘ elle que 3, désigne I'ininue. Hjertion
que g €Bn k),

On note ¥, ., I'applicar
n.s, ication de ¢(,, . 4
, 1.5 k) dans Bin, k :
4. Soit n € B(n, k) et soit € " k) définie par ¥, ,4(0) = n

P impaj
bair, §(p) < §p+ 1) PO p pair,

n.
a. Vérifier que Je nombre m .-
. ; sl e m d'entiors >3 X "
15+« Jm Ces entiers, avec §(j) > 5(_;3,..})}0:3% que £(1) > €(2) vérifie m > k. On note

b.Onposeug:.:{(jk)_l)E(

2 > §(2). Montrer que | ' d'enti e

g o, 2 / que le nombre m d'entiers 1 > 2 tels £(1) <
vérifie m’ > . Onlesnot-en.....lm'.m{(:l),,.,ﬂ,ﬁ,)amvnul:ﬂ,.,:%. -

c. En considérant application # définie par

0(1) = w, 6(2) = uy, ¢(3) = §(2),....0n +2) = g(n + 1),

montrer I'existence de & € C(n, 8, k) vérifiant W, , (o) = n.
d. Montrer que W, , ; est bijective.
5. Donner un procédé de calcul de Card MD(n) par récurrence.

Partie IV
1. On note FE,, = Card MD(n) et .#, I'ensemble des nombres impairs de A,

#@; Démontrer que pour n > 1: Ensy = E ( & )E"'E‘""‘

1€ 01
~/n
b. En déduire que pour n 2 1: 2E,4y = z,.;( i )E.E.H-

E,
7 érie entiére 3 —r" est > 1.
2. a. Montrer que le rayon de convergence de la série entiére ¥~ - ™ est >
1. on note f(r) la somme de la série entiére précédente. Démontrer que

b. Pour |z| <

2f(z) = lx)+1  Ye€|-LIL



¢. En déduire que f(r) = tan ('.I. 3 7{) pe ‘__*17___ +tanr, VT €| 1,11, puis que
2 4 COS I :

1 - A :
—_— == N 2n — !':'1 +1 y
il e T tanz = o AR Vz € 1,1
Cos 2 s 4 (2,,)! nrx Z (2” + ”! | {

n=0

:\.{( Pclmr une f(-)ll’l(-t-l()‘l(lmf : R = R de classe O™ et n € N, on note f(n\ la dérivée d'ordre n de f
S ¥ C e —_ . g " . ' r
v convention f% = f. On note D : R(X] - R[X] lNunique application linéaire telle quie

D(X%) =0,  D(X*) =k(X*'+X*!), VkeN.
Pour n € N*, on note D" la composée d’ordre n de D, avec la convention D° = 1d.

a. Soit F,, = D"(X). Démontrer que pour n € N, tan™(z) = P,(tanz) pour x €} — 5 .

b. B i 17 ’ s
. Pour o € N*, soit V,, le sous-espace de R[X| engendré par % OGRS X™}. Sait ¢ M
jection canonique de V, 1 . e " .

o (X8 = X’? ¢ de Vi, dans R[X] et soit 7 : RX] = Vim la projection linéaire définie pay
\;:;‘riﬁ acosig € {l,..., m} et 7,(X*) = 0 sinon. On pose enfin Om = Tmo Doy,
(X er ()1("1’2 )Om est une application linéaire de V,, dans Vi, et écrire sa matrice M,,, dans la base

4. Soit C,, € R[Y] le polynome caractéristique de M,,.
a. Vérifierque C, =Y, Co =Y?2 — 2 et

Cmn=YCpn_1 —m(m—1)Cp3, m > 3.

b. Calculer le déterminant de M,,.
c. Démontrer que, si e, désigne la partie entiere de m/2,

On= ¥ =1fea¥™ ",
k=0

avec

ik = Z ay(ay + 1az(az + 1) - --ar(ac + 1), 1<k <ep;
(@1, sak)EJk(m)

Cm,0 = 1

ot Jx(m) désigne I'ensemble des k-uples d’entiers de {1,...,m — 1} tels que a; +2 < ajy1 pOU
1<¢< k-1

5. Dans la suite d
sans démonstration le théoreme de Wilson :

p-1'+1=0 [p.

si a € Z, on note @ sa classe dans Z,. Pour 1 <k < ¢
k éléments de Z, vérifiant la condition

e cette partie, p désigne un entier premier impair fixé. On pourra utiliser

. on noteé

On note Z, le corps Z/pZ et
P, 'ensemble des parties P a

Va € P, a+1¢P.




’ ]"()1 il
a. Pour P {01,

5 b iy ‘Qk} e ;
que application P ot
b. On définit upe 1o Orphisme de (7, o de }1: {o; +a,
, G % Mation : 1 ans le groupe des biierti by
(l}lllh.’Pk. /\%’ B si ot ks 74 _e'ﬂtre ety do ‘ ‘I bijections de P,
relation (l'“q‘n‘\f&lenoe ent sj j) existe o €Z t k de la maniére suivante - si A B Wit
. . te

” Sur > . -
un representant de g fOrn'ik’{ gt que Ch&que e | que B = 7alA). Montrer que 7 est e
] ‘ﬁ' ’

g+~ oy Montrey

. - d'équivalence est de 3
représentant pour Chaun ol vk} avee ) < g - cardinal p ot adwmet
} ‘lasse et note R | 2 S o < ay < p. On chosit un tel
¢. Démontrer que ensemble des représentants ainsi choisis

Cp-1k = Z

{0|----,ak }ER ISESP—-I

€€+1a2+€ag+f4-l---ak+la;+’-*l

6. a. Pour g e N, o Pose S, = Y1
déduire par récurrence que deiviseﬂTS? €1. Observer que p divise S ((f+17* — )t om
. pour0 < g<p-2
b. Solent Z = [5,] et 2/ q £
définit 1a Falation Z[ ‘_3_=] ; [2‘;] ¥ [2:3-] iielix matrices carrées d'ordre N i éléments dans Z On
Par zi; = 2;; [p| pour 1 < i,j < N. Démontrer que

(MP-I)(p_U = (—1)(?'”!'2‘(1 [P‘
E Que peut-on d:l.r_e d’un polynéme Q a coefficients entiers tel que Q' M, 5)=0[p?
7. On rappelle que E,, désigne la classe de E, = Card MD(n) dans Z,

a. Montrer que Eppy1 = uyy [p], 0lt un, est le coefficient sur le terme X de la décompesition
n m e e LA TR
de 07" (X)) dans la base (X,...,)i:P“l). L

b. Démontrer que la suite (Egns)nen est périodique, de période minimale (p — 1)/2 =
p =1 [4] et de période minimale (p — 1) si p=3 [4].

c. Indiquer les modifications a apporter aux questions précédentes pour montrer un résultat
analogue pour la suite (E2q)nen-

Partie V

On note S I'ensemble des f € S, vérifiant lim,, o f(2) = —c et lim, . f(z) = +.
. i ' i ini ini latif >» &1 « Mmaxs-
Dans cette partie, on dira simplement « minimum > pour < minimum rels .
mum » pour < m;ximum relatif ». On note Mi(f) V'ensemble des minimums de f et Mal(f]

I'ensemble des maximums de f, donc E(f) = Mi(f) UMa(f).

1. Soit f € S.

 Veifer que Card Mi(f) = CardMa(/) et que pour y € R, f71(1 - oc.ui) <8 R

: 3 isjo  (y) leur ensembie.
dintervalles ouverts non vides et deux A deux disjoints. On note #(y)

tout élément M de Ma(f), il existe un unique couple (I_(M).1.(M}}
M =Sup I-(M) = Inf I.(M).
| M, +0c| vérifiant f(b) = fiM). Que

b. Montrer que pour
d'éléments de J (f(M)) tels que il
c. Montrer que (M) est de la forme | M. b[ avec

peut-on dire de I- (M)?
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2. Soit f € 8. On note Ma(f) = {M,,..., M,} avec f(Aii ;\«f?(f[)( p:r) récurrence d:{a ::,‘zmj_r“'
qu'il est possible de définir une bijection ¢ de Ma(f) dan: Mére

suivante : /. (M,) dont l'image par
®(M;) est le minimum de f contenu dans 1..(‘MIJH:J_~; 5&1(;115 [ (M) U I.(M,) .

plus grande des images par f des minimums conte jans - (M) UL (M) dont 1;
pour 2 < k < p1, O(My) est le minimum de f content ¢ 9 (:(m;enus S L(M,k)ullmagﬁ
par [ est la plus grande des images par f des minimums € +(M, )

et n’appartenant pas a (I)({Mf,, ooy Mi—1 })

On dira que & est la bijection associde d f. g(f R) T
. Soit g ive [ “t 7 — R, R[ et on note g Eniemblp_ deg
3. Soit f € 5. On fixe R € R** tel que E(f) C| [ de | — R, R[. Pour g € S(f,R)

fonctions g de S qui coincident avec f sur le complémentaire de
pose

J est )y

y On

lg = fllx = Sup lg(z) = f(®)]-
x€ER
a. Montrer qu’il existe g0 > 0 tel que si g € §(f, R) vérifie ”g i f“R < &,

Card E(g) > Card E(f)-

b. Montrer que pour tout & > 0 et tout entier pair u > E(f), il existe g € S(f, R) vérifiant
lg = fllr < € et telle que Card E(g) = p.

4. Soit f € S et soit ® sa bijection associée. Le code de f est I'ensemble
C(f) = {f(M) - f((M)) | M € Ma(f)} U {0}

On se prx:e dans la suite de cette partie de montrer que le code varie continiiment avec |a
fonetion, dans un W approprié,

On fixe f € S et un réel R > 0 comme dans la question précédente, dont on conserve les
not@rms. On fixe = > 0.

a. On pose

Y0(f, 17) = 5 Min ((x.y)é%’?ﬂ, r#a’ [# =21, R — Max E(f), Min E(f) + R)'

Vérifier que yo(f, R)> 0 et vérifier qu'il existe

v €10,7(f, B)| (1)

=

el que
Vo B(f), 1f(x) = flx =1 <e/d |f(z) - f(@+)| < e/s. @
ans la suite de cette question on suppose que 7 est ainsi choisi.

Pour une fonction h € S et pour tout élément z € E(h) \ {Max E(h)}, on appellera
iccesseur de . pour h le plus petit élément de E(h) qui est strictement supérieur a z.
b. Soit 11 € Mi(f) \ {Max E(f)} et soit Me Ma(f) le successeur de 7 pour f. Montrer

istence de ag > 0 tel que pour g € S(f, R) vérifiant lg = fllr < ay, pour tout maximuim M
g dans [ — v, M — 7], le successeur de M pour g est dans [ — v, M|
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¢ O conserye e ‘ o Y
e |0 -'i'u[ tel que ;:":‘Ypﬂthilm de la question précédente sur i ot M. Montrer I'oxistend ke
. =y, A 7}, le suc T.ﬁ_e S, R) vérifiant lg = fllr < ay, pour tout maximuin M de g tnnis
(i~ 1 e ' w cesseur m de M pour g vérifie g(M) — g(m) < .
| Soit € Ma \/ 1 .
| )\ {Max E(f)} et soit 1 € Mi(f) le successeur de M §

l'tir'f"'l.'l*r"':':r'l :;:IH'-‘('-!HI:(- de a, > tel que pour g € S(f, R) vérifiant Ng = flln < O, pout Lout
minkn TN [ oy, U e succemsenr AL daii pour g vérifie g(M) — glm) < =

yonur f Maontrer

e P}t,';:vll:;-“a;f‘ démonstration le cas des maximums et minimums contenus dans les o
yalles [~ 1, Min E(f) - r] ou de la forme [Max E(f) — v, R].
5, Onfixe f € S, de bijection associée @, et un réel R > 0 comme dans la question précédente.

n. M“'l't-"-'f qu'il existe ey tel que si 0 < ¢ < g0 et si v > 0 vérifie (1) et (2), il existe
a » 0 tel que pour toyte fonction S i tout couple
.. - . 9 € S(f,R) vérifiant ||g — fllg < o, pour to
(m. M) € Mi(f) x Ma(f) vérifiant m — ®(M), alors

my = & (M,)

tlfl
9 n g(r), g(M,) re{mﬁfﬂlg(r)

T€[m—,m+4]
et ot B, est la bijection associée i q.
b. Pour une partie finie C' de R et un réel r, on pose de(x) = Min { lz -yl |y € U}- Si ¢
et " sont deux parties finies de R, on pose

H(C,C’) = Max ( Max de(a'), Max dcu(;r)).

Montrer qu'il existe a > 0 tel que si g € S(f, R) vérifie lg=fllr < a, alors H(C(g),C([)) < ¢.

* * *

Fin du sujet



