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Théoreme de De Moivre-Laplace

Notations
Dans tout le probléme :
- Par convention 0° = 1.

s g s . o i y [i. i1 ’ensemble des entiers
Siiet j sont des entiers naturels tels que ¢ < 7, on note ﬂl,,,/ﬂ I’ensembl

k tels que i < k < %

a et b sont des réels tels que a < b.
- Siz est un réel, on définit :

lz] =max{k € Z,k <z} et [z]=min{k€Z,z <k}
- pestunréel de J0,1[ et ¢ =1 — p.

¢ est la fonction de ] -1, +oo[ dans R définie par :
((z) = (z+1)In(z +1).

@ est la fonction de R dans R définie par :
1 t2
D(t) = —e™ 7
(t) ot

(2, A, P) est un espace probabilisé.

(Xn)nen~ est une suite de variables aléatoires définies sur (2, A, P) telle que, pour
tout » € N*, X, suit la loi binomiale de paramétres n et P, ce que 'on note

Xn = B(n,p).

Résultats préliminaires

1 > Rappeler la formule de Stirling. En déduire Pexistence d’une suite réelle (én)neNs

convergeant vers 0 telle que :

VneN* nl= 27rn(2>n(1 + €n).
e

2 > Soit A € R% et u € R. Démontrer que :
~ A
[/\x+ujz A et [Az + p]

~ AT,
-+ +oo

T
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3> pr
I IOUVQI‘ que l‘il L oo
egrale / O(1)dt converge.
L 0O

4> Dy
Démontror que :

(o) = x4 - }()(.’rz).

Etude asymptotique d'une suite

Dans ¢ . /
ns cette par N ‘ y y rhe
te partie, si n € N*, on note xp le nombre entier [np — q] et Pn le réel

P(‘Y11 = .1‘,,).

5 R
> Justifier que p, est le plus grand élément de [(P(Xn = k), k€ [0,7]}-

6 > Vérifier i e
rifier que lim x, = € i — ) =
o Tn +o00 et nlll_{l()()(’lb Zy) = +00.

Etablir alors :
n?'b pmn qn“mn

n ~
v pqpnn—)—l—oo or i (n — Tn

)n—z"

7 > Montrer que, pour tout entier n > max {E, 2} :
qp

Nn—=ITn - _npc(wnn—np)_nqc(n;q;qzn)

n" pw" q
P

o (= L0

8 > Montrer que la suite (,/npqpn)neN* converge.

Convergence en loi

Dans toute la suite, pour tout n € N*, on note Y, = X, — 4fini
p n m( » —np) et on définit

les réels T,k par la relation :

k—n

Vke€Z, Tni= .
n

S|

3

9 > Soit n € N*. Déterminer la loi de Yy et vérifier que Y, est une variable aléatoire

centrée réduite.

10 > Justifier I'existence d’un élément N € N* tel que :

pour tout entier n 2 N, [a,b] C [Tn,01 Tnyn] €t =T <b-a.

Tournez la page S.V.P.
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) n " Jn , ) 7 l

fagon sni\'ant(\ : pour mut n g N*, pom tout / € R,

4 = t)).
) = [amat+np], enlt) = Tapy Jalt) = vAPTP(Fr en(?))

: 4io on escalier croissante Veri-
11> Démontrer que pour tout n € N*, e, est une fonction en escalier ¢
fiant :
|

g

neNe converge simplement vers une fonction e que I'on preci-

ViER, en(t) <1< enlt) +
Démontrer que (ey,)

sera.

12 > Montrer que :
Tnky (b) 41 ‘
Tn,kn(a) n—H-% .

puis vérifier que

Plen(a) <Y, < en(b)) :/TTn'k"(b)an(t)dt.

n,kn(a)
13 > Prouver que, pour tout n € N*, pour tout € [0,n—1] :

Folrng) = pgn’  ptgm k.
e \/— En=k) (3)F (28" O+ @)1+ enp)’

ol (en)n en- est la suite définie 4 la question 1.

14 > Justifier que, pour tout ¢ € [a, d] :

pgn’ y1 et ks 1
kn(2) (n — kn(t)) nrveo’ (14 €ku ) (1 + €ty (g) nr+oo

15 > Montrer que pour tout m € N* et pour tout & € [0,n] tels que
max{,/%”/%}xlrn7k[<l:

A R (V== SV R CVE = )
(kK n—kynk
()" ("%)

16 > Démontrer que :

/Cn (t) qﬂ’kn (® 3

e

w|

‘_/ —_—
(kn(l))kn([)(ﬂ kﬂ(t))n —kn(t) n—-+oo

n
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17 > Ep conclure que -

Vi€ [a,b], fo(t) —— 0(2),
puis que : n—+oo

b
) / O(1)dt.

Ja

D

n(t)dt

n-—»+4ox

18 > Déduire de

tout ce qui précode que :

b
P(ep(a) <Y, < en(h)) —7—> d(t)dt,
n—=>+00 Jg

puis que :

b
Pla<Y, <b) —— [ ®(t)dt.

n—+4+o0o Jq
Applications

19 > Montrer que :

T 1
VT € RY, /_Tcp(t)dt >1- 5,
+o0
puis en déduire la valeur de / O(t)dt.
—00

20 > Les suites (P(Y, <)), - €t (P(Yp > a)),, N~ sont-elles convergentes 7 En pré-
ciser les limites éventuelles.

Généralisation

Soit ¢ une fonction de R dans R, de classe C! et telle que ¢’ ne s’annule pas sur R.
Pour tout n € N*, on note Z, = po Yy.

21 > Montrer que, si p(R) = R, il existe une unique fonction ¥ continue sur R telle
que :

8
pour tout (a,B) € R’ sia<p, alors P(a<Zp<h) T /a \Il(f)dt,

ol R désigne I’ensemble constitué des réels, de —oo et de +oo.
Que dire si 'on ne suppose plus p(R) =R?

FFIN DU PROBLEME
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