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application continge

, sur [a; b x lerd], & valewrs dans R
Pour (2,t) € [a;8] x [e

. ; g L
.tf] on pose : @(a, t) j S, ) du.
3 > Montrer :
L Tl que u 7 : : ;

e pour tout x € [a;b), Papplication ¢+ P(ect) est continue sue [ed].

T R d
On pose alors, pour tout x € (a1 b] : () = [ oo 0k
e
4 (> [} »
> Montrer que ¥ est de classe €' sur [a;b]; préciser ¢,

. SR
o & En déduire :

X v ol W
Vz € [a;d], / (j flw,t) (l!) du = / (/ f(‘u,'()(lu.) dt.
b [ rd d [ b
On a done, en particulier : /(/ f('t,t,f)(li) dy = ] (f f(u.f)(lu) de (Cest le
; : a ¢ / (8 a

théoréme de Fubini).
Cette quantité sera notée simplement :

5 /ﬂb/cd flu,t) (l"l.l.dh

Soit f une application continue sur [a;b] X [¢;d], & valeurs dans R., On supposo qu'il
existe M € Ry tel que, pour tous (z,y), (z/,y") € [a;b] x [¢;d] :

|f(z,y) — fl(:c’, ¥ < M( |z —a'| + |y — 'y'I) (condition L),

n désignant un entier naturel non nul, on pose, pour tout entier & € [0;7],

b—ﬂa.

Up = a+ k
; n

et pour tout entier £ € [0;n], e

te=6+£

Enfin, on définit la somme de Riemann :

5ol = L= )

k=0 =0

b pd
6 > Démontrer que : nligl{){) Su(f) = jﬂ /F flu,t) dudt.

Pour la suite, on admettra que ce dernier résultat reste valable pour toute application
our )

f continue sur [a;8] % [c;d].

Tournez la page S.V.I
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Noyaux de type positif

Sait ) wn ensemble quelcongue. Une application A2 2 x € 3 R s'appelle un noyau
de type positil (en abregd NTP) s

() N est symdtnique, cestasdive V(e y) € 902, K(ry) = K(y, e ;

(1) pour tomt n < N*. pour tout (2:,....2 a) Q" la o matrice (appelde matrice de
covariance)

Covix(ry,....2,) (I\('...",))|

<t )%hn

appartient & 8! (R),

T o Soit H oun espace préhilhertion réel. o o produit scalaire est noté { | ), Maontrer
que Vapplication K': 12 » R est un NT'P,

(19) v (rl9),,

Soit. Q un ensemble. On dit quune application K sur € x §) vérifie la propri¢cte (R) s1l
oxiste un espace préhilbertion 1 ot une application @: Q - I tels que :

Vir,u) € %, K(x,y) = (o) |o®), -

8 » Montrer que si A vérifie la propriété (R). alors K est un NTP.

9 » Montrer que si Q = {ay,... ,¥n} st un ensemble fini, et si K est un NTP sur €2,
alors A vérifie la propriété (R).

Indication : on pourra diagonaliser la matrice Cov e (ar R R
K 1

On considire ici Pespace vectoriel H des fonctions f continues ot de classe ¢! par
morceaux sur Uintervalle [0 1], telles que £(0) = 0 (on ne demande pas de vérifier qu'il
s'agit bien d™an espace vectoriel), Pour (f.g) € H? on pose :

o)y = ful f(Hg'(t) dt.

10 » Montrer que 'on a bien défini ainsi un produit scalaire sur H .

Soit le noyau :
K:[0;1]x[0;1] — R
(r,y) 3 min(x,y) .

11 » Montrer que A vérifie la propri¢té (R).

T e ¥ 4
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Indication : pour tout 2 e [0;1)

), e : on pourra poser p(x) = K;, o K, désigne
Vapplication partielle 4 K(x,y) 1 l : #la) = Ot K, désigne
. syl .

Opérateurs a noyau
SU“- [ - [”;bl

; un segment de R. On notera E Vespace vectoriel €(1,R), que 'on
munit. du produit scalaire habituel -

bR gy / f(t)g(t)dt, et Ton note | ||, la norme
associce. J1

Soit K . ORI O . , .
P y 'une application symetrique et continue de I x I dans R. On lui associe alors
application wuy définie sur E par :

VIeE, Vel ug(f)(z) = [b Klx, 8) i) = (K | F) 4

ou K, désigne I'application particlle ¢ —s K (et

12 > Montrer que si K’ est une autre application symétrique et continue de I x I dans
R telle que ug = ug:, alors K = K'.

13 > Montrer que uy est un endomorphisme de E, puis que cet endomorphisme est une
application continue de I’espace vectoriel normé (E, | ||2) dans lui-méme.

14 > Montrer que ug est un endomorphisme symétrique de l'espace préhilbertien E.

En déduire que si A et p sont deux valeurs propres distinctes de ug et si fx, f,
en sont deux vecteurs propres associés, alors fy et f, sont orthogonaux.

On suppose désormais que K est un NTP.

15 > Montrer que, pour toute f € E, on a {ug(f) | f) = 0. Que peut-on en déduire pour
les valeurs propres de ug 7

Indication : utiliser la question 6 b.

On prend maintenant, I = [0;1], et on note & I'espace vectoriel E = €([0;1],R) que
Pon munit du produit scalaire : (f |g) = ’ f(t)g(t) dt, et on note || ||, la norme associée.

Soit f € E donnée. On cherche ici & déterminer les applications g de classe ™ sur [0; 1]
qui satisfont au probléme aux limites :

Tournez la page S.V.P.
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16 > Montrer que le probléme (P) posside une solution unique g. donnée par
q= g !ff)
ou K est le NTP défini par -
K:Ixl 4+ R
{r.t) > min(r.t).
17 & Dé?vmxim-r les valeurs propres de ugx (on les exprimera sous forme dune suite
strictement décroissante (A, Jecn ).

Montrer que pour tont k € N le sous-espace propre associé a la valeur propre Ak
o5 » 1 T . - 5 " R &
st de dimension 1, et déterminer un vecteur propre unitaire ¢ qui 'engendre.

Pour tout entie o Eiisa
Jut entier n € N, on note F, = Vect(eg,-..,e,) et pn la projection orthogonale

sur F, .

18 > En admettant la relation :
§ 1 g4 ot
k=0 (k + %)4 6"

vérifier 1'égalité :

1 r1 +20
2 " i
/ofo K(z.t)dzrdt = A2,

19 o Montrer que :
1
lim /0 1K, — pa(K2)|2 dz = 0.

n—+00

20 > En déduire, pour toute f € E :
i [un(9) = S nteal e o,

|

I

21 > Montrer que la série de fonctions
TOo0
Z A (ex | ) ex
k=0

est uniformément convergente sur /., puis que

el = Rt
k=0
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22 & Démontrer que .

V(r,y) € I’ K(x,y) }__‘.\umww (1)
[ ]

.

) Aepl(a)ep(y) et montrer gue Uy

K

/‘

Indication : poser K'(r,y)

(

=

23 » En déduire la formule de la trace

1 +ox .
/ K(r,r)dr = L Ax (2)
JO k=0
puis la valeur de
k=0 (n‘\ s = ‘11)-

Les relations (1) et (2) se gém;‘mliﬁe‘ni a tous les NTP; il 5 ngit du théoreme d
{1909).

FIN DU PROBLEME
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