Préambule

On g'intéresse dans ce probleme & certains seus ensembles de I’espace des
fonctions & valeurs réelles et continues sur 10, +oo[. On peut classiquement
définir les opérateurs d’intégration J et de dérivation D de sorte gu’en
particulier la composition D o J est 1’opérateugm‘i’(’ientit_e'j ou la notation o
désigne 1'opérateur de composition usuel.

On cherche alors & définir pour tout réel_a > ( des opérateurs fraction-
naires d’intégration/ J* et de dérivation D* fels que D% o J* est ’identité et
tels que pour tout a, 8 > 0 on aurait

Jeo JP = JoP et Do DF =Da+ﬁ'

En particulier pour a = 1/2, on cherche & définir une racine carrée de D,
i.e. un opérateur D2 tel que DY?2 o DY? = D.

Parmi les nombreuses approches possibles, nous allons suivre celles de
Riemann-Liouville et Caputo.

e On commence par des préliminaires sur la fonction Gamma.

e On démontre ensuite une version simple du théoréme de Fubini pour

des fonctions continues sur un carre et qu’on s’autorisera a utiliser dans
la suite du probleme dans un cadre plus général, cf. la question 2).

e On introduit enfin Ia transformation de Laplace et on prouve son ca-

ractére injectif sur les fonctions continues.

e

L’intégration fractionnaire est définie dans la partie A alors que les
dérivées fractionnaires le seront dans la partie B. Dans la derniere partie on
s'intéressera enfin & deux équations différenticlles fractionnaires simples.

Le candidat est libre d’admettre les résultats de la partie Préliminaires,
pour aborder les parties A, B et C. Pour simplifier les arguments dans
les préliminaires on Se restreint auqs_i@lgtimeentmues—suﬁ..[o,_ﬁ:m[ alors
qu’on aura parfois besoin de considérer des fonctions continues sur 10,400l
intégrables en 0., Le candidat et autorisé a utiliser les résultats des préliminaires

N2 S . , P
dans ce cadre plus général.

Scanned with CamScanner



Préliminaires
1) On considére la fonction Gamma définie par I'(z) = f0+°° e—tt=~1dt.

1-a) Montrer que I' est bien définie pour x réel strictement positif.

1-b) Montrer que pour tout z > 0, on a la relation MNz+1)= CUFI(?) et
en déduire que pour tout n € N~ onal(n)=(n— 1)k

- On admettra pour la suite que la fonction Gamma précédente
peut étre prolongée en une fonction qu’on notera encore [’ définie sur
R\ {—n: n € N} et vérifiant I'équation fonctionnelle ['(z+1) = 2 (z)
pour tout 2 € R\ {—n : n € N} : I'écriture I'(z) = f0+°° et~ 1dt n’est
alors valable que pour z > 0. Pour tout entier n € N, on pose en outre
['(—n) := +o0. ‘

- On utilisera aussi sans justification 1'égalité suivante

~1..9— r
B(p.q) = (1wt du = FEEF (B

ou p, q sont des réels strictement positifs.

2) Soit a € R strictement positif et soit f : [0,a] X [0,a] — R définie
et continue. Dans cette question on cherche a établir la version simple
suivante du théoreme de Fubini

/Oadt(/otf(t,u)du)-——/Oadu(/uaf(t,u)dt)_ (E,)

que le candidat pourra utiliser dans la suite du probleme pour
+00 t =
— +oc lorsque [ dt( [, |f(t,u)|du) converge.

2-a) i. Pourt € [0, a] fixé, soit h(n) = fot |f(t+n,u)— f(t,u)|du définie
pour 7 € [—t,a — t]. Montrer que h tend vers 0 lorsque 7 tend
vers (0. : ' reia ik

ii. Montrer avec soin la continuité de t — fnt f(t, u)du sur [0,al.

iii. Calculer la dérivée de la fonction F(x) = [ dt( f(f Flt,u)du). “
2-h) Pour tous 0 < a, 8 £ @, on introduit ha,B) = [3 du(ff £t w)dt)
. A ) ) * .

. N, e o 1ilz l‘_l , ’ st t('-)—h_ 4 . ;
i. Expliciter la dérivée partielle 52 (v, 3).
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