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Mécanique de la cellule

Le but de ce probléme est d’étudier quelgues pro?rié'tés mécaniques dfas cellules biologiques. D

.+ de vue physique, une cellule est un objet 'mou qui consomme dej Iénergie sous forme d’ATpun
p.Olﬂ_ Jonc d’un systeme hors d’équilibre thermodynamique. Nous nous intéresserons ici essentiellor. |
s'agit tion de la rhéologie cellulaire, c’est-a-dire aux propriétés mécaniques de 1 celluiment
?ormulail’e donne les valeurs des parametres utilt.as pczur les estimati.ons d’ordre de gran S ei. 1I;e
applications numériques ainsi qu'un bre’f formulaire d analyse vectorielle et une figure rappelant 1e’s
caractéristiques d’une ellipse lors d’une étude harmonique. S

3 la caractérisa

Les deux derniéres parties du probleme (III et IV) sont indépendantes des deux premieres (Tet Ig
Des résultats intermédiaires au sein des différents paragraphes permettent de progresser dans Je Sujez'

Notations, formulaire et données numériques

o Vitesse caractéristique de 1’écoulement dans le cytoplasme : u = 0,1 ym.s™*
o Taille caractéristique d’une cellule : L = 10 pum

e Viscosité dynamique du cytoplasme : 1. =1 Pa.s™!

o Masse volumique du cytoplasme : p. = 1,00 x 103 kg.m—3

e Viscosité cinématique du cytoplasme : v, = d 1 x 1073 m2g~1
Pc

e Rayon d’une bille de latex : R, =1 um
e Température : T'= 310 K
e Constante de BOLTZMANN : kg = 1,4 x 1072 J . K~}

e Expression de 'opérateur laplacien scalaire A¢ = div(graé $), olt ¢ est un champ scalaire

a) Influence du déphasage b) Influence de I'amplitude
15 g=n ¢=213 ¢=n2 p=n/3 ¢=0 ba
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ne étude harmonique.

Figure 1 — Caractéristiques d’une ellipse Pout =
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1 Questions préliminas
Q Préliminaireg et ordres ¢
€ grandeur
La figure 2 schématise une cel]

= ule eucar 1
cellule entiere ou de son cytoplagme Lat }-,?te - Le probléme étudiera les propriétés mécaniques de la
; aille caractéristique de la cellule considérée se situe entre 10

et 100 pm. L'intérieur de la ¢
ell 4
membranaires et filaments dy E}IZ’Ozppelle cytoplasme, est un milieu riche en protéines, compartiments
cytoplasme est un fluide complexe dque ette. Du point de vue de la physique de la matiere molle, le
ont les propriétés mécaniques font I'objet du sujet. Les vitesses de

déplacements d’objets & 'intér;

leur du J

ou les filaments du cytosquelette q cytoplasme, par exemple les vésicules de transport intracellulaire
1

ui polymérisent ou dé 4ri ; =
Erul VI épolymérisent, sont de I'ordre de 0,1 pm.s™"-
Dans cette partie préliminaire, nous sy , 1%

volumique pc. Nous utiliserons deg argu
mension définies en mécanique des fluiq

pposons que le cytoplasme est un fluide newtonien de masse
ments d’ordre de grandeur, ainsi que les grandeurs sans di-
es pour simplifier I’étude du cytoplasme.

g IS o o

Filaments
du cytosquelette

‘ Noyau

Cytoplasme

1 A b s pps : & . s
Figure 2 — Schéma d’une cellule eucaryote. Les différents compartiments cellulaires €voques dans
I’énoncé sont représentés, ainsi que les échelles de longueurs utilisées.

e On désigne par U (7,t) le champ de vitesse du fluide intracellulaire en un point M(7) du
cytoplasme et & l'instant ¢, dans un repere R = (Oxyz) associé au référentiel de la cellule, supposé

galiléen.
Nous rappelons ’équation de NAVIER-STOKES pour un écoulement incompressible :
d ——é
pc&7 = ?"gra p‘*"’)cA7 ) (1)

ou ? désigne la résultante des forces volumiques extérieures exercée sur une particule de fluide du
est la viscosité dynamique du cytoplasme. L’écoulement dans le

cytoplasme, p est la pression, 7c
pérateur A représente l'opérateur laplacien. La

Y . ; \
cytoplasme est considéré comme incompressible. L’o

d :
dérivée particulaire T a pour expression :

di: g _ 9
a_a+7é;ﬁ. 2

e, il est nécessaire de comparer les effets de différents phénomenes
des grandeurs sans dimension et différents temps caractéristiques
ont déterminants dans le comportement

Afin de simplifier 1'étude du cytoplasm
entre eux. Pour cela, nous introduisons .
associés & certains phénomenes pour identifier ceux qul s

mécanique du cytoplasme.

e On définit le nombre de REYNOLDS, 1
convectif de la dérivée particulaire et les forces
de NAVIER-STOKES (ou, de fagon équivalente,
diffusion de la quantité de mouvement et le temps carac

oté Re, comme le rapport sans dimension entre le terme
volumiques de viscosité intervenant dans I’équation
comme le rapport entre le temps caractéristique de
téristique de convection).

L. Cellule comportant un noyau et un cytoplasme-
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1. Donner l'expression de Re pour I’écoulement dans le cytoplasme‘ celh.llaiur? ‘?n fo.nCtIOH de g
dimension caractéristique de 'extension de 1'écoulement L, de la v1scosllte Cmer?atl%uedlfc et de
la vitesse caractéristique u. Donner un ordre de grandeur de Re et conclure sur le réle du terme

. S 1intér lule.
convectif dans les écoulements du cytoplasme a U'intérieur de la cellu

* Nous supposons que les forces volumiques extérieures et de pression e(;cerc'ees sttlr une particyle
: Lol i os1té.
de fluide dans le cytoplasme sont négligeables devant les forces volumiques de visc

Pour estimer la contribution du terme inertiel (terme en 0/0t dans I'expression de la dérivée part;.
culaire), on définit un temps caractéristique Tinertie tel que

oY u
e i

Tinertie

2. On fait 'hypothese que les forces volumiques de viscosité et le terme inertiel dar'ls I'équation
de NAVIER-STOKES sont du méme ordre de grandeur. Exprimer Tiertie €n fonction /d'e ,L’ Pe
et m. puis calculer numériquement Tipertie. BN comparant Tinertie avec les te}rnps cara?cterlsthues
(supérieurs A la milliseconde) mis en jeu au cours des expériences de rhéologl'e cellulalre' qdue nous
évoquerons dans la suite, justifier le fait que 1’on conserve les forces volumiques de viscosité et
le terme inertiel dans I'équation de NAVIER-STOKES.

3. Déduire des approximations et hypotheses précédentes 'équation qui régit la dynamique de
I’écoulement cytoplasmique. Rappeler le nom de ce type d’équation et donner une interprétation
du coefficient de viscosité cinématique v, relativement & cette équation.

II Suivi de particule unique et viscosité du cytoplasme

On étudie dans cette partie les phénomenes de diffusion dans le cytoplasme cellulaire, considéré
comme un fluide newtonien. Les paragraphes préliminaires (IL.A, ILB et IT.C) abordent quelques
modeles simplifiés. Ils nous permettront, a partir d’une étude microscopique de la diffusion de particules
d’un gaz, et celle d’une particule en mouvement brownien dans un fluide, de relier le coeflicient de
diffusion D d’une particule brownienne 3 Ia viscosité dynamique 7 d’un fluide. Cette relation, appelée
relation d’EINSTEIN, s’applique & un fluide newtonien. Elle est & la base d'une méthode de rhéologie
passive permettant d’accéder 3 la viscosité Ne du cytoplasme & partir du suivi d'une particule unique
(IL.D).

IILA  Approche microscopique de la diffusion dans un gaz

On considére un gaz monoatomique, dont les particules ont une masse ™, un rayon r, et une vitesse
moyenne d’agitation thermique v (cette vitesse est la vitesse quadratique moyenne définie comme Ig
racine carrée de la moyenne de la vitesse au carré soit 7 = \/W ). Le nombre tota] de particules est
noté IV, le volume du gaz est noté V et sa température thermodynamique est notée T. Le gaz est
considéré a l'équilibre thermique. On notera kg la constante de BOLTZMANN, n = N/V le nombre de
particules du gaz par unité de volume et p = Nm/V = nm sa masse volumique.

On modélise les particules du gaz comme des billes de rayon ry, qu\i ne peuver\lt S’interpénétrer, i
qui peuvent subir des collisions entre elles (ce modele s’appelle le mode?e. des Spheres‘ dures). On note
Teol le temps de collision défini comme le temps moyen entre deux .colhslon.s successwes; La distance
moyenne parcourue par une particule entre deux collisions successives suk,nes par lfem méme particyle
est appelée libre parcours moyen, noté ¢. Enfin, la section efficace fle (?hoc d’une paI‘thl'lle, Oeff = 47rrg,
est la surface plane perpendiculaire & la vitesse d'une particule définissant son extension spatiale,

Nous étudions dans ce paragraphe le transport de particules du gaz par diffusion au sein de ce gay.
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4. Relier le libre parcours moyen ¢ gy
e

rticul
» OU ¢ est une congtgy,

. mps de collision Te
Se trouvapt €N moyenn

te Dumérique, Oy admett
Nement,

ol €t & la vitesse 7. Quel est ordre de
e dans le volume oo/ ? En déduire que

1
ra que ¢ = ﬁ On pourra effectuer un

NOeff
schéma pour illustrer le raison

o On s’intéresse ici 3 la, diffusion
Lombre de particules par unijté de volume
uniforme (indépendante de Pabscisse ) )
considére un volume V' = 297 4 gaz situé

des partj
cules de gaz se déplagant sous l'effet d'un gradient de

unidj . : /
et égarlléd}niens{onnel- La vitesse des particules est supposée
: : entre | e Yltesse quadratique moyenne du gaz, v. On
volumique de particules de gaz 3 Pabscisse g — ¢ ?S abscisses 2 — £ ot z 4 ¢ (voir figure 3). Le nombre
P e le flux de parti s T =L (resp. 7+ £) est nots x
note @N,e Ay P 1§ules de gaz 3] abscisse 2 — ¢ ko )' 5t notée n(z — £) (resp. n(z +£)). On
V et Qs le Hux de particules de gay 3 1 . ) unité de surface S, entrant dans le volume

On suppose que les particules e déplacent

unité de volume n(z) varie lentement gy ddans la direction +z et que le nombre de particules. par

7 dans le volume V' & I’absci es distances de I'ordre de ¢. S’il entre dN, particules de
ga! . abscisse T — ¢ entre Jeg instants ¢ et ¢ + d¢. al 1 dMN sl g
facon, s’il sort d N5 particules de gaz du vol o , alors By, = = . De la méme

4 volume V' a I’abscisse 1 + ¢ entre les instants ¢ et ¢t + d¢, alors
=5 ar

nEy \ n(x+l)

Figure 3 — Modele & une dimension pour ’approche microscopique de la diffusion de
particules dans un gaz.

5. Montrer qu’entre les dates t et t + dt, dN, particules de gaz entrent dans le volume V et dN,
particules de gaz en sortent, avec dN. = Stn(z —{)dt et dN; = Son(z+£)dt. A l'aide d’un bilan

portant sur le nombre de particules dans le volume V, en déduire que le flux de particules par
. s . _d
unité de surface dans la direction +x défini par pr 1o = Pne — Ppr s sécrit Opr 4y = —%ed—n'

T

6. En tenant compte des déplacements des particules dans toutes les directions de I’espace, on peut
o 1 1_dn

montrer que le flux de particules par unite de surface dans V est &) = g@/\f,r = —gvfa.

En identifiant la relation précédente a la loi de FICK reliant le flux de particules au gradient de
nombre de particules n(z), montrer que le coefficient de diffusion D des particules de gaz s’écrit

1
D= -wt.
; it & i = e SR le coefficient d
7. A P'aide du théoréme d’équipartition de l’énergie : Emv = k8T, montrer que le coefficient de :
diffusion D s’écrit :
3
D= M‘Tcol . ( )
m
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cpge-paradise.com ; brownien et modele de marche au hasard
en
B Mouvent

IL. b ien d'une particule d
. ment browni ans up f,.:
ans la suite au mouve fuige 80

intéressons d _ : . 5 S0ug
Nous nous 1 ous allons établir, pour une telle particule, la relation D=4 3\ \

t de l'agitation thermique. N Tagy? 2

l'efte L. éterminerons.
n facteur numerique que nous d ise a l'agitation thermi
o ment d’une telle particule soumise a l'agitation thermique, on COnsidere u
< S el , : . .
Pour décrire le mouv espace & trois dimensions de N pas partant du point A = Py fixe
un

marche aléatoilx;e dacrllosnt la position dépend de la trajectoire suivie (paramétrée par leg N
au point B = £

l ) N ) =29 ) = [)
(PO,PI,--'7 (2] 3 u

+1. La Suite
des vecteurs di, OU

et arri\,ant

lindice i prend ici des valeurs entre 0 et N — 1, représente une trajectoire

‘ : ] (UIIe
) suivie par la particule entre les points A et B fixés (voir figure 4). Les points P aDpelés

ours €ntre

réahsat(iioncollision sont les points olt la particule change de direction. La durée de parc
points de ’

haque point de collision est en moyenne égale au temps de collision 7.
cha

Le temps moyen mis par la particule pour aller de A & B est noté .

Figure 4 — Modele de marche aléatoire & N pas dans un espace a trois dimensions.

Nous adoptons ci-dessous quelques hypotheéses et définissons certaines notations concernant la
marche au hasard présentée ci-dessus et schématisée sur la figure 4.

; ; : i
* La marche au hasard est 1sotrope : toutes les orientations des vecteurs d; sont équiprobables.
* La marche au hasard est homogene : chaque point de collision obéit & la méme loi de probabilité.
* On désigne par (f) la moyenne d’une grandeur f(t) sur tous les chemins possibles & IV pas, entre

A et B. On admet les propriétés suivantes : %( = <%> et (fg) = (f)(9) si f et g sont deux
grandeurs indépendantes.

* On note f, la moyenne temporelle de f sur un chemin donné entre A et B. L’hypothése dite
dergodicité stipule &=

* Nous n’étudions pas le détail des collisions et nous nous limitons aux caractéristiques de la marche
aléatoire évoquées ci-dessus.

N-1
On désigne par ? = Z EZ = Kﬁ un chemin possible pour aller de A & B en effectuant NV pas. La

=0 9 :
marche aléatoire étant homogene et isotrope, <?> = 6), ce qui signifie que B est situé sur une sphere

— Page6/17-




cpge-paradise.com

de centre A et de rayon moyen au carré (I ,@ ”2>

8. Montrer que <APz‘2+1> e <AP?> + <df> + <2?E>

9. On note 6; I'angle entre les vecteurs AD, et d; (
1 i

ich 1? valeur moyenne qu’aurait la composante
de l'espace, repérées par les vecteurs e,
Ty

voir figure 4). Le libre parcours moyen £ est

i _d)u vecteur d; dans 1'une des trois directions
ey et e;, formant une base orthonormée. On a donc

< e iy < z,z> £°. En considérant que les variables || E: |, || AP; || et 6; sont des
grandeurs indépendantes, montrer que < AP2+1> - < AP2> + 302
1 - 1 .

10. En déduire que <H ? ||2> = 3N/2.

. Indiquer 1 i
11 quer la relation entre le temps moyen ¢ pour aller de A & B, le temps de collision 7 et le

b ST ;
nombre de pas de la marche aléatoire N. En déduire alors I’expression de <|| i Il2> en fonction
de t, £ et 1.

12. 1Ije coefiﬁl<.:1en‘ii de Ddiffusion Qe particjules a trois dimensions étant défini par | 5 |? = 6Dt, préciser
expression de D en fonction du libre parcours moyen £ et du temps de collision 7). Comparer

E:ette EXDIESRISR & celle de D, obtenue par ’approche microscopique de la diffusion de particules
a la question 6.

II.C Particule brownienne mésoscopique et modéle de Langevin

Nous nous intéressons maintenant & une particule brownienne de grandes dimensions devant les
dimensions atomiques et se déplagant dans un fluide & la température 7. Nous utilisons le modele de
LANGEVIN pour établir la relation d’EINSTEIN, reliant le coefficient de diffusion D de cette particule
brownienne et la viscosité dynamique du fluide. Notons que le coefficient de diffusion que nous obtien-
drons dans cette situation ne posséde pas le méme statut que celui du paragraphe II.A, qui décrivait

I'auto-diffusion dans un gaz.

On considére des particules sphériques de rayon 7, de masse m, se déplacant a la vitesse 1_} dans
un liquide de viscosité dynamique 7. La position d’une particule au point M est repérée par le vecteur
— \ y ‘£ \ - = —
OM(¢t) = (z(t),y(t), 2(t)) dans un systéme de coordonnées cartésiennes de repére (O, ez, ey, €;). Les
particules sont soumises & : :

% une force de frottement fluide due au liquide, dont I’expression est donnée par la force de STOKES

p = —6mnrp V', avec 7 la vitesse d’une particule;

% une force aléatoire ?(t) = (fz, fy, f2) telle que (fz) = (fy) = (fz) = 0 (ou (...) désigne la
moyenne sur un grand nombre de particules). Cette moyenne est I’analogue de la moyenne sur les
chemins possibles, définie précédemment dans le cadre de la marche aléatoire, et possede les mémes
propriétés.

On suppose que l'équilibre thermodynamique est atteint.

13. En utilisant le théoréme d'équipartition de 1’énergie, déterminer l'expression de <:£:2>, ou la
notation & désigne la dérivée de z(¢) par rapport au temps, composante de la vitesse dans la
direction &5.

14. On suppose que le§ variables z et f, sont indépendantes. A partir du principe fondamental de
la dynamique appliqué a une particule, établir 'équation différentielle vérifiée par (7).

15. Résoudre cette é.quation‘ différentielle et montrer qu’en régime permanent, on obtient (8] =
kpT/6mnry. On introduira une durée caractéristique et on donnera un critére d’atteinte du
régime permanent.

=Page'qy/17—
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2
16. En supposant que (z?) (t = 0) = 0 et des durées longues devant 7, montrer que (z%) () = 2Dt

et établir la relation d’EINSTEIN

6mnrp

ILD Rhéologie passive du cytoplasme cellulaire par suivi de particule unique

' . iscosité 1. du cytoplasme ce]
ne technique expérimen : ve pour mesurer la viscos . :
U h rimentale de rhéologie passl : : ; 77’ ‘
lai t ' tela‘ suivre au microscope le déplacement d’une bille de taille micrometrique (rayon Ry), qui
aire consis

figure 5). La bille est visualisée & intervalleg

s intfod,uitﬁ c?anS 13&3’221{3:1?(?1%2;03;116?05? r(j;ltet e;l:ﬂ( l’gfnterville de tergps entre de'au.x im&ges' o

fe te;n(li)’sazflililsil‘?iljnpgés images) et Niot le nombre total d’'images. Un algorl‘él;m;l ai:eslélzll :ebplimlcme
m /

uenicfue permet ensuite d’obtenir les coordonnees :Eb(t) et yp(t) (i'ue;:esilzrfa A IAepe: sa

trajectoire en deux dimensions, a une résolution 1nff3r1eure au pg};(t) ¢ <Ib(t)2 ? yb(t)2> A dr i+

de zp(t) et yu(t), on calcule le déplacement quadratique moyen , At

t=1t;= ‘iAtmin out= Doy Ntot'

10-100 pm

(_/——>

Filaments
du cytosquelette

Figure 5 — Schéma d’une cellule eucaryote en présence d’une bille. Une bille de diamétre 2R,
est placée d lintérieur de la cellule. Elle permet d’étudier les actions mécaniques exercées dans le

cytoplasme en jouant le role de particule-sonde de Uécoulement dans le cytoplasme.

17. En supposant que le mouvement de la bille dans le cytoplasme est purement diffusif (on notera
D son coefficient de diffusion), représenter graphiquement I’évolution temporelle de 6%(t) (de
facon qualitative) et expliquer comment la mesure de 6%(t) permet d’accéder & la viscosité du
cytoplasme 7.

18. On visualise le déplacement d’une bille de rayon Ry = 1 pm & 6 images par seconde. Le
déplacement quadratique moyen entre deux images est mesuré et on obtient 0,2 pixel. Sachant
que les images obtenues sont calibrées a 0,05 um par pixel, en déduire une estimation numérique
du coefficient de diffusion de la bille, puis de la viscosité du cytoplasme.

En pratique, le mouvement de la bille aux temps longs est rarement gouverné par le seul phénomene
de diffusion. Certains constituants du cytoplasme peuvent avoir une influence sur le mouvement de la
bille et induire une déviation par rapport au mouvement diffusif usuel.

* Des assemblages moléculaires, appelés moteurs moléculaires, peuvent entrainer la bille & une
vitesse moyenne de dérive ot Ce phénomene vient s’ajouter au phénomene de diffusion.

* Les filaments du cytosquelette forment un réseau complexe dont la maille caractéristique est de
I'ordre de 50 & 100 nm (Fig. 5). Le mouvement de la bille peut étre restreint dans une zone de I'espace
de rayon caractéristique Rcage, & l'intérieur du cytoplasme.
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opge-paradisg CoMhide d'un schémy 1,

ajectoire ; ’
Ou supposera que le MOUvemens g dérime éi la bille ep Presence de moteurs moléculaires,

superpose at mouvement dg j |, diffusion, et " \gt?ss? Umot dli aux moteyrs moléculaires se
4eablir 'équation donnant 52 .7 *7 conduit & un compoyt iffusi i

Etabgl_‘ ﬂ}uscilf oS dGds ;ll‘ixi(t) en fonction de Umot, D et de ¢ %éri;r;ezzj llfiuSIf 1 detr lvet.
pien dl emps courts, , & mouvement es
I'évolution temporelle de §2(¢) Représenter gtaphiquement, et de fagon qualitative,

en Teprésentation log-log.

ésenter a l'aide d’un sche jectoi
0. Représen schéma |5 trajectoire de [y bille en situation de diffusion confinée dans
ontrer que Iexpression §2 (¢)

= O‘Rgage [1 — €Xp (_4Dt/Rgage)]’
nt ot le mouvement de la bille

cage. Vérifier que le mouvement est bien

m ; i
PS courts. Représenter graphiquement, et de facon qualitative,

’évolution temporelle de 62(t) en représentation log-log.

q1 Expériences d’indentation et d’élasticité de | cellule

Dans cette partie nous allons noyg intéresser aux défor
nous définissons ici les notions de déformation et de con
J'élasticité des matériaux. La déformation (t) du maté
dépend de la géométrie du systeme physique modéliss. D
figure 6. En général, la déformation ¢ est égale & ¢
est déformé relativement & une longueur ¢
sur le matériau est définie comme o —

sur une surface S et homogene & une

mations élastiques de la cellule. Pour cela,
trainte, notions centrales de la théorie de
riau est une grandeur sans dimension qui
ifférentes situations sont représentées sur la
=1z/L ol z est la distance sur laquelle le matériau
aractéristique L de I’échantillon. La contrainte o(t) exercée
F/S ol F est la force qui provoque la déformation appliquée
pression. La déformation et Ia contrainte sont des grandeurs

algébriques.
a) Extension uniaxiale b) Cisaillement
F»
- Ax

S :
\\\“"\\\\> 6
L Lirs

Ly
ZI
y ------ 1]
X

Figure 6 (a) : Déformation d’un matériau par étirement. (b) : I))éfozmatior; (i;u;ldrflaté;iau

i . t jazial AL = L(t) — Lo sous Ueffet d’une force
isai ; Dans le cas d’un étirement uniazia \ cff f

par'a?aﬂllefin’ent (?i)on est e = AL/Ly et la contrainte est o = F/S ou la fo,rce d etzreme@t Ft eZSt

i ] 3 eforqu b) Dans le cas d’un cisaillement horizontal sous leffet d une force homzon/ ale,

?orznale Sty t g déformation est € = Az/L ou Az est le déplacement homzo‘ntc'zlll du m:?ﬁ;ﬁ:gg

dep (mhz :tO 2 ﬁxzeda?zs le matériau. La contrainte est o = F/S ou la force de cisaillemen

une nauteur z =

tangentielle ¢ la surface S. On note 6 Uangle d’inclinaison par rapport a la verticale.
nrielle a la s g
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IILLA Déformations d’un solide élastique

linéaire et purement élastique, la déformation est Proportionnelle 3

Pour un matériau homogene, _ Ve
la contrainte appliquée. On parle alors de solide de HOOKE. La constar,lte de proport}fmnahte entre |g
te de raideur k d’un ressort obéissant I ]o; de

inte et la déformation est analogue & la constan
Sontra s F la norme de la force de rappel dy ressort

HOOKE F = kAz ot Az est I’allongement du ressgl't et : e e
Nous étudions dans la suite deux cas particuliers simples de déformations d'un solide élastique poy,

comprendre quelques éléments de la théorie de I'élasticité.

III.A.a Etirement longitudinal

On considere un cylindre d’axe vertical (Oz), de longueur Lo ?t _de rayolfi- On étire le eYlindre
verticalement selon son axe. Sa longueur augmente et son rayon diminue alors, tels que L = L+ A b
et r = 1o 4+ Ar (voir Figure 7).

Extension uniaxiale

: 7‘0+AI‘
(2 A

Ly+AL

Figure 7 — Cylindre en traction. On étire verticalement un cylindre d’aze vertical, de longueur L
et de rayon ro. Aprés étirement, sa longueur est L = Lo+ AL et son rayon est r = rg + Ar.

21. On suppose que le matériau constituant le cylindre est incompressible et donc que le volume du
cylindre est conservé. En supposant les déformations petites devant les dimensions du cylindre

; oy
(JAL| < Lg et |Ar| < rg), montrer qu’on a la relation S —1/ﬂ ou v est une constante
, i To Ly
dont on déterminera la valeur.
¢ Pour un matériau élastique, linéaire et compressible, la relation g = —V% est vérifiée et signifie
To 0

que la déformation du solide dans la direction normale & la contrainte & il = = st proportionnelle
/A

a la déformation dans la direction paralléle & la contrainte gl = i— de sorte que ¢, = —i/€||- Le

0
coefficient v = — %+ — _ el est appelé coefficient de Po1ssoN du solide et tel que —1 < v < 1/2
g AL/LO q — '

Pou.r une contrainte unidirectionnelle normale & la surface S (figures 6 (a) et 7), la linéarité entre
contrainte et déformation dans la direction de la contrainte s’écrit o = Ee| (loi de HOOKE) ol la
constante de proportionnalité E est appelée module de YouNG du solide.
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Cpge_pa;racgtlesrgng@ma dimension du module de Young E.
. sidére un cylindre élastique, linéaire et com i
D i pressible, de coefficient d m
) e PoIsson v soumis
d 18 3

n CON . .
ntrainte d’extension verti :

e co erticale. On suppose toujours que les déformations sont
ont petite
S

20 la mém
es dimensions du cylindre. Mont ‘ot :
rer que la variation relative de volume du cylindre AV

—_—

est reliée 3 la contrainte appliquée o par la relation —- = =2/, . 0
7 5 oot Vo est le volume du

ndre avant extension.

devant 1

cyli

a1 AD Contrainte de cisaillement

On considére un solide de formfa parallélépipedique soumis & une contrainte de cisaill :
(b)) Dan§ ce cas, avec. les r.lotatlons de la figure 6 (b), la contrainte est tangentiellza; lement (Figure
G Jéformation dans la d.lI‘ECtIOIl (?e la contrainte est &) = Az/L = tand. Pour de petit 3 'Sfquace.S et
Ja linéarité entre contrainte et déformation dans la direction de la contrainte sei de§ Gl
de HOOKE pour le cisaillement) oti la constante de proportionnalité G estr :p;lgéza; (;rd:l Ggﬂ
ule de

la loi
L du solide. La théorie de ’élasticité :
Clsalllement élasticite montre que le module de cisajll o i
du module de YOUNG et du coeflicient de POISSON selon 1’expression I e
8 E
2(1+v) (5)

94, Pour une petite déformation (|Az| < L), montrer que le module de cisaillement s’écrit G = &
T

o1 8 est 'angle d’inclinaison du solide par rapport & la verticale, défini sur la figure 6 (b)

Torsion i

moment Ee
torsion M
plan supérieur :

rotation d'angle ¢

¢ <L "1 plan inférieur :

\-J/ fixe

F; .
igure 8 — Cylindre sollicité en torsion. La surfa

T y
ngon R subit une rotation d’angle o par rapport & la surfa
ment de torsion crée une contrainte de cisaillement dans le matériau.

ce supérieure d’un cylindre de longueur L et de
ce inférieure du cylindre qui reste fize. Le
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o Un exemple classique de cisaillement pur est doriné par la torsion d'un fil cylindrique (fil de
torsion). On considére un fil élastique assimilé & un cyl_igdre de rayon R de\lon\gu?ur L (avec.L >R),
d’axe vertical (Oz) soumis & un moment de torsion M de direction parallele & I'axe du .Cyl,ln'dre. Le
plan supérieur du cylindre tourne alors d'un angle ¢, supposé petit, par rapport au plan inférieyy qui

reste fixe (Figure 8). On note €] le vecteur unitaire vertical. On appelle ici O le point d'intersectiop
entre 'axe du cylindre et le plan supérieur du cylindre.

25. Montrer qu'un élément de surface dS du plan supérieur du cylindre situé & la distance r de Paxe
du cylindre subit une déformation g(r)= %(p selon la direction orthoradiale.

26. A partir de la loi de HOOKE pour le cisaillement et de la définition de la contrainte, dédyjpe

Vexpression de la norme dF de la force tangentielle dF' qui s’exerce sur I'élément de surface g
en fonction de G, ry L, ¢, et dS.

27. Exprimer_k; moment de torsion M di aux forces de cisaillement et montrer qu'’il se met soyg

la forme M = Cpe? ol la raideur du fil de torsion C' est une constante (appelée constante de
torsion) qu'on déterminers, en fonction de G, R et L.

I1LB Indendation par pointe AFM (Atomic Force Microscope)

Une technique expérimentale permettant de sonder les propriétés mécaniques des cellules consiste
& indenter (c’est-a-dire déformer localement) la cellule & 1’aide d’une pointe de microscope & force
atomique (AFM pour *atomic force microscope’). Les figures 9 et 10 représentent, respectivement, le
principe et les résultats d’une expérience d’indentation d’'une cellule par une pointe AFM pyramidale.
La géométrie de la pointe d’AFM joue un réle important et détermine le comportement de la force
F(6) appliquée sur la cellule e fonction de I'indentation, notée 6. On réalise la déformation en restant
dans le régime élastique de la cellule (déformation réversible). La pointe AFM est le plus souvent une
pyramide & base carrée et, dans ce cas, la dépendance de la force F(§) n’est plus linéaire en fonction

de I'indentation, & la différence des exemples abordés au paragraphe III.A. La force varie alors en 42
et s’exprime de la maniere suivante -

HEE=eE (6)

ou C est une constante numérique dépendant de la pointe AFM et E* = est appelé module de

1 -2
Young effectif.

Lors de I'expérience d’indentation, la pointe AFM est déplacée verticalement selon 1'axe
le bas grice & un levier flexible dont la raideur est modélisée par une constante de raideur
dont la hauteur z & son extrémité est imposée par le déplacement d’un systeme piézo-

(0z) vers
karn et
électrique.

On note ¢ la distance verticale entre la pointe et I'extrémité du levier
levier). Au début de 'expérience (t = 0), la base de la pointe affleure la cellule sans I'indenter, et
I'extrémité du levier et le haut de la pointe sont alignés de sorte que ((0) = 200 =6 =0
figure 9). Lorsqu’on indente la cellule (t > 0), la force F(0) et 'indentation § augmentent. On suppose
que la force exercée par le levier sur la pointe est celle d'un ressort de constante de raideur kqpys
et d’allongement ¢. On donne les caractéristiques suivantes de 1 pointe et du levier : €' = 0.5 et
kary = 0,1 Nm—1L. :

(aussi appelée déflexion du

(voir

L’indentation est effectuée & 1’
a une méthode optique. Une
la réflexion d’un faisceau lase
exercés par le milieu extracel

alde d'un déplacement du levier 3 vitesse constante et mesurée grace
photodiode permet de repérer la position d’un point lumineux issu de

I sur un miroir placé sur la pointe. On néglige les éventuels frottements
lulaire sur la pointe et le levier dans cette expérience.

28. Expliquer, synthétiquement, comment on peut déduire la force F a

ppliquée sur la cellule & partir
de la mesure de la position de I'extrémité du levier et de la position de la pointe.
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Laser

y \ \/ Photodiode
%x Miroir ./ : =0 ‘ =0 1o
L zﬁirrzl(j;ellulaire , : for
zZ

Cel|u|e

4 inci ’ Fo
e % Sche/ma de pr,lnCItpe d ,une, expérience Pindertation s solidlepas uhe pointe
Br Les ls'chemas repr\eslenlen.t lexperze@ce vue de profil (axe vertical (Oz) dirigé vers le bas) a
,mst(mt initial ;’:,(;1.012 & emelr 6St‘homzontal et & un instant t > 0 au cours de l'indentation
e levieTZ est eﬁec 1. ors/qtfe e levier e§t' abaissé, la pointe indente la cellule et le levier fléchit.
-mrémite du levier est Teperee par sa position verticale z. L’indentation & correspond d la position

icale Je la pointe. La déflexion du levier est notée (.
l' U

w
w

N
[
N
[

Force F (nN)
T
Force F (nN)

0| 0lne

-1 | -1 1 !

05 0. 051 -2 05 0 05 1 2
Indentation & (um) Indentation & (um)

Figure 10 — Résultats d’une expérience d’indentation d’une cellule par une pointe AFM.
Graphe de gauche : courbes force-indentation F(6) pour deuz cellules différentes (courbes 1 et 2 res-
pectivement). Graphe de droite : expérience ou la cellule est d’abord indentée jusqu’d 1 pm environ en

descendant le levier puis en remontant le levier.

29. La figure 10 (graphe de gauche) représente les courbes d’indentation F(§) pour deux cellules
tivement. Déterminer en exploitant la figure

différentes correspondant aux courbes 1 et 2 respec
timation numérique du module de YOUNG

quelle cellule sera la plus déformable. Donner une €s
effectif £* des deux cellules.
3 ion j
0. On effectue une expérience d'indentation Jus

0, Sfaphe de droite). Proposer une explic
Quasi-statique observé et analyser le role éventue

qu'alpm environ puis on retire la pointe (voir figure
ation permettant de comprendre le comportement
| de la dissipation visqueuse.

Il ; p ;
LG Oscillations de la pointe AFM et réponse harmonique

phe précédent (figure 9), dans lequel on

, ilise le di iti i lécrit au paragra
Ispositif experlmental, C lution temporelle du

al 1 PEY o . § 2o
tosciller 1 pointe AFM pour indenter la cellule de maniere périodique. L'évo
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déplacement piézoélectrique du levier est z(t) = zp + 21 cos(wt + @) o 2g est la pOSlthl”l moyenne
du levier, z; Pamplitude des oscillations, w la pulsation et ¢, la phase. On suppose que lan'lphtude
des oscillations z; est petite devant la position moyenne zy. Dans ces conditions, 1'1}ndentat10n et
la force F' sont également périodiques de pulsation w et leurs évolutions sc?nt données par : § (t) =
8o+ 61 cos(wt + ps) et F(t) = Fy+ Fy cos(wt + ¢r). Nous rappelons que la pointe AFM est pyramidale
et donc F(6) = CE*§2. Les valeurs moyennes de F et & sont telles que F(do) = Fo.

31. En linéarisant 'expression de F(§) aux petites amplitudes d’oscillations, exprimer F(§)— Fyen
fonction de 6 — dg, C, E* et &.

32. En utilisant I'expression du module de cisaillement G = , vue au paragraphe IIL.A; et

2(1+v) .
en exprimant E* en fonction de G, déduire de la question précédente l'expression du module de
cisaillement G de la cellule en fonction de &y, C, v, F — Fo, et § — do.

On introduit les notations complexes suivantes F(w) et d(w) associées a F' — Fp et § — do telles que :

Fw) = Rel®ter) o §w) = gettes) | F, 6 €RY, (7)

(1-v) M On peut alors écrire

4Co d(w)
une relation linéaire entre les grandeurs complexes F(w) et d(w), en introduisant une grandeur Z(w)
analogue & une impédance électrique, telle que :

F(w) 4Cé

LT (8)
Z(w) = ) T Gw) .

Le module de cisaillement complexe G(w) est défini par G(w) =

Le module de cisaillement G(w) comporte une partie réelle, notée G'(w), et une partie imaginaire,
notée G (w).

0.4
100 Hz
10 Hz
0.2f 5
~ 0.1 Hz|

Force F (nN)
O
N o
[

20 -0 20 40
Indentation § (nm)

<
AN
o

Figure 11 — Réponse harmonique dans une expérience d’
la pointe AFM. Courbes représentant la force F' en fonctio
d’oscillations variant entre 0,1 et 100 Hz.

oscillations & faible amplitude de
n de lindentation § 4 des fréquences

33. En interprétant I'expression F(w) = (Re(Z (w)) + iwIm <@>> d(w) comme une relation
w

entre la force F, l'indentation § et la dérivée de § par rapport au temps, proposer une in-

terprétation physique des parties réelle et imaginaire de G(w). Déterminer le déphasage ¢ entre
F(w) et §(w) en fonction de G'(w) et G” (w) et discuter les cas ¢ = 0 et ¢ = 2.
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oscillations d’une Pointe
nces. Interpréter le tracé
volution de la direction du

’ eur ’largeur, en fonction de la fréquence deg
«illations. On powrra s’appuyer sur la figure 1 en Preambule dy sujet.
0s

cpge-parad %Sggrg@fmeprésen’c.e les ré’sult.ats ‘expérimentaux\d’l.lne’: expérience d’
34. La \[ pour une amplitude d O‘SClHatIOr} de 50 nm, & différenteg fréque
AF -ce F' en fonction de 'indentation 6. Discuter Notamment, ¢

. Modeles visco-€lastiques du cytoplasme cellulaire
I

La cellule et son cyt‘oplas.rne ont a la .fOIS des Cargctéristiques mécaniques d’un solide élastique (solide

HOOKE) € d'un ﬁmd‘f VASQUETES ,(ﬂu1'de newtonien). Ce sont donc des milieyx visco-élastiques. Nous
'de oduisons ici les modeles v1sco—e1a§t.1ques les plus couramment utilisés en mécanique cellulaire. A
H;trrtir de la déformation €(t) du matériau et de la contrainte o (t) appliquée au matériau (définies au
p

raphe III et sur la figure 6), on définit le module de cisaillement par G(t) = @'
5

paras ®

pour caractériser un matériau visco-élastique, on utilise :

« lexpérience dite de fluage ot on impose une contry,

inte constante o(t)
Ja déformation en fonction du temps &(t);

= 09 = C* et on mesure

 l'expérience de dynamique oscillatoire ot 1a, déformation et 15 contrainte oscillent de fagon har-
nonique A la pulsation w, e(t) = eo cos(wt) et o(t) = oo cos(wt + ©), ot ¥ est le déphasage entre la
contrainte et la déformation.

Dans cette partie, nous étudierons d’abord les propriétés des deux él
HOOKE (représenté par un élément élastique analogue & un ressort de module de Young E) et le
fuide newtonien (représenté par un élément visqueux analogue 3 un amortisseur fluide de viscosité n)

(paragraphes IV.A et IV.B) avant de les combiner dans le modgle visco-élastique de KELVIN-VOIGT
(paragraphe IV.C) qui associe un élément ¢lastique et un élément visqueux en paralléle (Figure 12).

éments de base, le solide de

Elément élastique Elément visqueux Modéle de Kelvin-Voigt
(solide de Hooke) (fluide newtonien)
E
W~ =
Module d'Young E Viscosité n n
Oer=EEe iad | i matériau visco-élastique

Figure 12 — Eléments de base pour la modélisation d’un matériau visco-élastique linéaire.
De gauche o droite, sont représentés : un élément élastique (solide de HOOKE de module de Young
E), un élément visqueuz (fluide newtonien de viscosité 1) et une association en paralléle de ces deuz
ééments dans le modéle de KELVIN-VOIGT.

IV.A  Cas élémentaires : solide de Hooke et fluide newtonien

ST 4 A > = E6.
* Nous rappelons qu’un solide de HOOKE obéit a la loi du méme nom : o

- . On considére un
35. Nous étudions la réponse du solide de HOOKE dans une e)igerleri*c:oiieﬁclll:tgeet > 0. Déterminer
échelon de contrainte, qui a pour expression o(t) = o0 = C= pou

l'expression de &(t).
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i trisé par sa viscosité . On
e Un fluide newtonien est un matériau purement visqueux. Il est caracterise p

€ !
. 2 ion & = —, telle que o = 7e.
peut montrer que la contrainte o est proportionnelle au taux de déformation I

i i niraln

k 5 ti
(o(t) = o pour tout temps ¢ > 0). Déterminer I'expression de e(t), en supposant la déformation
du fluide nulle a t = 0.

IV.B Cas harmonique et aspects énergétiques

) P icitati u la déformation et
On considére maintenant un matériau visco-6lastique soumis a une solhcitatloiilto; 1: S

la contrainte oscillent & la pulsation w. On utilise la notation complexe : £ = 50_6 ¥i O 4G avee

ooePet, ot g9 € R et og € R. Le module de cisaillement complexe est G = agle = ’

G = Re(G) et G = Im(G). On note Go = |G| le module de G.

, : ide newtoni
37. Déterminer I'expression de G pour un solide de HOOKE d’une part, p}lls pOquI ur; Iiigldi 11; Wour 32
d’autre part. En déduire G', G", Gy et le déphasage ¢ pour un selClEs R .
fluide newtonien.

‘s : . uk i inte o au cours d’'une
38. Définir le travail élémentaire par unité de volume dw fourni par une contraint
déformation infinitésimale de.

39. Déterminer dw dans le cas ol £(t) = eg cos(wt) et o (t) =00 cosf@t+1p) - Om 1mettrs l‘e'xprecslsmn
de dw sous la forme suivante : Sw = dw; + Swy, avec dwy = —wWOEQ COS P COS itsimiay: &b
dwe = wogeg sin p sin? wtdt.

40. Exprimer 1’énergie volumique de déformation wr fournie 3 l'unité de volume sur une période
T= 2_7r en fonction de €g, o9 et . En déduire wr pour un solide de HOOKE, puis pour un fluide
newto%ien. Proposer une interprétation de wr pour un matériau visco-€élastique linéaire.

41. Exprimer I'énergie volumique w; r/4, due & dwi, fournie & l'unité de volume sur un quart de

période T'/4 et définie par : wy /4 = f0T/4 Sw;. En déduire wy,1/4 pour un solide de HOOKE et

pour un fluide newtonien. Proposer une interprétation de wy, r/4 pour un matériau visco-€lastique
linéaire.

42. A partir des questions 40 et 41, déterminer tan¢ et en donner une signification & partir de
grandeurs énergétiques pour un matériau visco-élastique linéaire.

IV.C Modeles de Kelvin-Voigt d’un fluide visco-élastique

Le modele de KELVIN-VOIGT est un des modeéles les plus élémentaires décrivant le comportement

d’un matériau visco-élastique linéaire. Il combine les propriétés d'un solide de HOOKE et d’un fluide
newtonien.

La figure 12 représente le modele de KELVIN-VOIGT sous la forme d'un ressort et d’un amortisseur
associés en paralléle et avec les propriétés suivantes :

* le ressort est un élément élastique de module de YOUuNG E, soumis & la contrainte Oel, €t subissant
la déformation g ;

* Pamortisseur est un élément visqueux de viscosité n, de contrainte oyis, et de déformation e

43. Etablir 'expression de la déformation exy et de la contrainte oky en fonction des parametres
du ressort et de ’amortisseur.

44. Etablir Péquation différentielle vérifiée par la contrainte oxy et la déformation exv du matériau
visco-élastique. On fera apparaitre un temps de relaxation 7 = i
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45.

46.

47.

48.

Dans le cag d’une eXpérience (
I'évolution de la déformat
€n prenant comme condit,
exv(t).

: e fluage (
1on ek (t)
101 initig)e

i Sterminer
échelon de contrainte ogv(t > 0) = 0o), (i?on 44 et
en résolvant 1'équation différentielle de 'la, ques (t) et
€kv(t = 0) = 0. Donner l'allure graphique de okv

nfrainte harmoniques, établir 1'équation algebmq;les,
a question 44, 3 I'aide des notations complexes introdui €
Pression du module de cisaillement complexe G kv (w), puis
et kv (w) en fonction de w, E et 7.

p}}ic%ue de G/KV et Gl}’w- On fera apparaitre une pulsation caractéristique we
s ASymptotiques. Discuter Je comportement aux temps longs (bass\es
o ey cOurts (hautes fréquences) du matériau visco-élastique dans le modele

I au solide €lastique et au fluide newtonien.

au paragraphe IV B, gy, déduire Pex
les expressions de Gy (W), Gy (w)

Donner I'allure gra
et on analysera Jeg
fréquences)

A laide des résultats des

‘ ’ ! eXpériences d’indentation par une pointe AFM en réponse harmo-
nlque présentés sur g figure 11 (
KELVIN-Vo1gT pour appy,

Partie II1.C, question 34), discuter la validité du modele7 de
I . €hender e comportement mécanique d'une cellule. On pourra s {ip'
puyer 81’1r evolution deg caractéristiques deg ellipses observées dans les expériences en fonction
de la fréquence.
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