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Le sujet comprend 7 pages, numérotées de 1 & 7.
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Début du sujet

Produit de matrices aléatoires: le théoréeme de
Furstenberg—Kesten

Notations : Dans tout le probleme, d > 1 est un entier fixé. On note Mg(C) I'ensemble des

matrices carrées d x d & coefficients dans C et GL4(C) le sous-ensemble des matrices inversibles.

On note || - || la norme usuelle ||z = /3%, |z;|? sur C? et |||-||| sa norme opérateur associée i.e

IIA[l| = sup{||Az|| : = € C? tel que ||z| = 1}, pour A € M4(C).

Si (Xn)n>1 sont des variables aléatoires réelles, on dit que (Xn) converge en probabilité vers

¢ € R, et on note X, ﬂ) £, si
n—oo

Ve >0, P(X,—¢ >¢e)——0.

n—o0

On considére p une mesure de probabilité sur GL4(C) de support S = {s1,s2,...,sx} fini, i.e.

pour 1 <i <k

w({si}) =p;i avecpi,p2,-::,pk>0, p1+---+pr=1

On suppose construit, sur un espace probabilisé (2, F,P), une suite MM, M@ ... M®
de matrices aléatoires indépendantes et & valeurs dans S identiquement distribuées de loi p1. Le

but principal du probléme est d’étudier le produit de matrices aléatoires inversibles
0, = M® . (=D ()

quand n — oo et d’établir le théoréme de Furstenberg-Kesten (1960): il existe une constante
{() € R telle que

1 (P)

- log %l = £w). (1)
Les parties L,II, III et IV sont relativement indépendantes. Les résultats nécessaires sont
rappelés en début de chaque partie. A part dans la question préliminaire ci-dessous on suppose

d>2.

0). Question préliminaire. Dans cette question uniquement, d = 1, c’est-a-dire que l'on
consideére un produit ¥, = Z (n) ... 7(1) de nombres aléatoires indépendants de loi L sur

R* & support fini. En appliquant la loi faible des grands nombres, montrer que
1

n

(P
log | W] ——s Eflog |Z)])
n—oo



cpge-paradise.com

Partie I. Puissance d’une matrice et théoréeme de Gelfand

Fizons A € My(C) une matrice non nulle. Dans cette section, on étudie le comportement du

produit A™ pour n > 1. On introduit
p(A) = max{|\| : A € Spec(4)},

ot Spec(A) est l’ensemble des valeurs propres (complezes) de A. Le but de cette partie est de

montrer le théoréme de Gelfand en question 1.4).

1). Soit A, B € My4(C). Montrer que ||AB]|| < |4 - I Bll-
2). Montrer que pour tout n > 1 on a p(4)™ < [|A™]]-
3). On suppose que A = (a;;)1<i,j<d est triangulaire supérieure.

a). Montrer que pour 7 < j on peut écrire

(An)i,j ra § , ' Qiy 51 Fig,jo - -+ Fin,jns
7:1,jl,i2,].2,~--,7:n,jn€gn(i,j)
ol &,(i,7) est I'ensemble des indices 1 < i1,71,.--,%n, Jn < d satisfaisant
L4 i:ihjl :i2aj2 =7:3,"'ajn——l =in et jn :jy

o i < jr pour tout 1 < k< n,

o i # ji pour au plus d — 1 valeurs de 1 < k < n.

b). En reliant #&,(i, j) au cardinal des suites (u;)ogi<n strictement croissantes de n + 1

entiers telles que ug = 0 et u, =n + (j — ), montrer que

n—1+(j—z')>.

n—1

#&n(1,7) = <

c). En déduire qu’il existe une constante C4 > 0 telle que pour tout n > d, les coefficients

de A™ sont bornés en valeur absolue par
Ca-n%1. p(A)™.

4). (On revient au cas général, A n’est plus forcément triangulaire supérieure). En déduire le

théoréeme de Gelfand (1941)

Tim ~ log]|4"]] = log p(4) € RU{~o0}.

5). Soit N(-) une norme quelconque sur My(C). Montrer que I'on a également  log N(A™) —

log p(A) quand n — oo.
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; A elfand.
Les derniéres questions de cette partie donnent des raffinements autour du théoreéme de Gelf

Les résultats ne seront pas utilisés dans la suite.

6). a). En utilisant le théoreme de Cayley—Hamilton, montrer que
% (d d—k
s < Y- () ot
k=1
et en déduire que [[|A%| < (2 - 1)p(A)[l Al
b). Si A # 0, montrer que pour tout n > 1 on a

LA™
(24 - 1)l An)?

<oy <147,

And 1/n
et que (ar"ll)”lj,‘p“lTT) — p(A) quand n — o0o.

c). Montrer que A — p(A) est continue.

Partie II. Exposants de Lyapunov via la sous-additivité

Dans cette partie, on montre une version “en espérance” de (1) en utilisant les propriétés des

suites sous-additives. Soit (un)n>1 une suite prenant ses valeurs dans R U {—o0}. On dit que

(tn)n>1 est sous-additive si pour tout n,m =1 on a
Untm < Up + U
1). Soit (un)ny1 une suite sous-additive.

a). Soit kg > 1, en utilisant la division Euclidienne de n par kg montrer que pour tout

n>1ona

Un < Uky + max)igko—1 Ui.
n ko n

b). Lemme de Fekete. En déduire que

U . U

— —— inf —= € RU{-o0}.
n n-ooo k>l k

On pourra traiter séparément le cas ol infrsy “T" = —0o0 de celui ou il est fini.

2). Applications aux matrices aléatoires. Avec les notations introduites au début du sujet.

a). Montrer qu'il existe des constantes a, B > 0 dépendantes de S seulement telles que
pour tout w € {2 on a

nzl, o <[ TW)llf < B
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b). Montrer que
(EUOg”l‘I’n“”)nzl et (logE””‘I’n””)n;l

sont sous-additives.
c). En déduire qu’il existe des constantes O(u), () € [log o, log B] telles que

“Elog|all] ——> ) et~ logE[J|Zal] —— (). (2)

3). Premiéres propriétés.
&(u) et donner un exemple ot I'inégalité est stricte.

a). Montrer que (1) <
) > E [log (|det(MM)[V/9)] et que £(u) > log Ef|det(M M) [1/].

b). Montrer que £(u

c). Pour 4 = (a;)1<i,j<d € Mq(C) on introduit la norme

N@A) = > laigl.

1<i,j<d

Si M est une variable aléatoire & valeurs dans My(C) on notera E[M] la matrice des

espérances des coefficients de M.

i. Montrer que I'on a

TEogN (W) > £i) et SlogE(N ()] —» £(u).

n—oo n—o00

ii. On suppose dans cette question seulement que la matrice aléatoire M) n’a que
des coeflicients positifs, c’est-a-dire que les matrices {s1,..., s} du support de

p sont toutes a coefficients positifs. Montrer alors que
n
E[N(¥,)] = N ((E[M<l>]) )

et en déduire que £(u) = log p(E[M (1)),

iii. Dans le cas général du sujet montrer que
€(u) < log p(E[|MD]))

olt pour A = (a4,5)1<i,j<a on note [A| = (|aij|)1<i j<a-

Partie III. Calcul de /() et (1) dans des cas particuliers

On rappelle la définition de £(u) et £(u) vue en IL.2.c). Bien entendu, dans le cas ot les
matrices M) sont déterministes et égales & A, on obtient §(p) = £(n) = logp(A) d’apres le

théoréme de Gelfand I.4). Dans cette section, on trouve une formule explicite de L) et de &(u)

dans certains cas trés particuliers.
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1). Matrices diagonales. On suppose dans cette question que Supp() est un sous ensemble

fini des matrices diagonales de GL4(C). Cest-a-dire que I'on peut écrire pour tout w € 0

M (w) 0 |
]\/[(i)(w) e avec M,gf,)c(w) 20,
0 M w)

a). Montrer que

(1) (1)
fu) > max Ellog M) et §(u) > rax log E[| M ).

b). Montrer que £(n) = max 108;E[[M1£,112H-

1<k<d

c). Montrer que Ap) = 121]?de[10€ \M;E,lgll

2). Matrices commutantes. On suppose cette fois-ci que toutes les matrices du support S

de © commutent.

a). Montrer qu'on peut trouver une base B dans laquelle toutes les matrices de S sont
triangulaires supérieures.

b). Montrer que
(1) 0 (1)
Lp) > 1mgka,:xzédl'li[log Iﬂ)tk’k] et &(p)= 1mskagxdlog IE[IZDZk’k ]

ou M) = (fmg,lj))lg’jsd est 'écriture de la matrice aléatoire M) dans Ia base B de

la question précédente.
Nous montrerons que £(u) = lril]?é(dE[log Ii)ﬁ,(cl,)c\] a la fin de la partie IV.

‘ 3). L’échangeur. Dans cette question, on considére la mesure de probabilité p, pourp e 0,1]
définie par p, = pép + (1 — p)dg ou

2 0 -
D= el R= o
01 10

et on notera M@ pour i > 1 (la dépendance en p est implicite) des matrices aléatoires

indépendantes identiquement distribuées de loi tp. Clest-a-dire que M@ = D qgyec proba-

bilité p et M@ = R avec probabilité (1 —p) indépendamment pour tout i > 1. On écrira
e1 = (1,0) et e = (0,1) pour la base canonique de R2.

a). Caleuler £(uo), €(uo), (u1) et £(yu).
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On fize maintenant p €]0,1[ et pour 1 < i < n on note les variables aléatoires

0 si M®O=R
Xi'= 1 si MO =Det#{1<j

<i: MUY = R} est pair
-1 si MO =Det#{1<j<

i: M) = R} est impair.

b)- Montrer que
”\I/nel” = 22?:1 Xi  at ”\I’n62“ = 2—22;1 Xi’

] et en déduire que ||| W, | = 221 xil,
] c). Pour i > 1 prouver que E[x;] = p(2p — 1)"=! et en déduire Elx;] = p%(2p — 1)7—i-t
’ pourl1<i<j<n.

d). Montrer que

7 2
]E[(lg Xi):’—>0 quand n — 0.
n
=1

e). En déduire que £(u,) = 0 pour p €]0,1].
Avec les notations de la question IL.3).c), montrer que pour tout » > 1 on a
E[N(Za)] = N((E[MO])").

g). En déduire que pour tout p €]0,1[ on a

5p + /16 — 32p + 25p?
€(up) = log ( v 1 :

).

Dans la suite du probléme, on se focalisera sur la constante £(p) définie en II.2).c). Nous

4

allons voir que cette constante gouverne le comportement “typique” (i.e. avec grande probabilité)

de la norme de || y]||, contrairement a &(u) qui peut étre influencée par les valeurs “atypiques’
de [[[%n]l-

Partie IV. Le théoréme de Furstenberg—Kesten

Dans cette section, on établit le théoréme de Furstenberg-Kesten (1) en “renforcant” la con-
vergence en espérance obtenue dans II.2) en une convergence en probabilité. On rappelle que

U, = M®™ ... MDY est un produit de n matrices aléatoires, identiquement distribuées et de

méme loi p de support fini S C GL4(C).

1). Soit kg > 1,n > 1 et écrivons n = gko + r la division Euclidienne de n par ko. Montrer

que 'on peut écrire

1@l < HQWN- MR- QL - NI,




ge-paradise. g

ol les Ql(:()) sont indépendantes, de méme loi que Yk,, €t également indépendantes g Q.

qui a la méme loi que ,.
2). En appliquant la loi faible des grands nombres, déduire que pour tout € >0 on a

n—oo

1
P (Slogl > €6) +2) 7 O

3). Soit (Xn)n>1 des variables aléatoires & valeurs dans [a,b] C R satisfaisant pour un certain
€ [a,b):
* limy o E[X,] = ¢,
® Ve > 0,limy,_, o PlXy <7 €) =1.

Prouver que Xn — £ en probabilité quand n — co.

4). En déduire le Théoréme de Furstenberg—Kesten (1960) :
1 (P)
7 108 [ Tnlll —— £(u).
Voyons une application de ce résultat ¢ Pexemple étudié en III. 2).
5). Avec les mémes hypotheses et notations qu’en II1.2).b), nous allons montrer que

1
) < max Eflog (1)
On commencera par le cas d = 2 et on écrira,
ol (0 18
g . X

Raisonnons par I’absurde et supposons que £(p) > max; ¢ Eflog [sz,{n

a). Montrer alors que % log |X£nz) | %) £(w).
Y n—oo
b). En écrivant
X - X + XA

ol (Xi(g) )1<ij<2 et (Xi(,?) )1<i,j<2 sont deux copies indépendantes de ¥,,, aboutir & une
contradiction.

c). Comment procéderiez-vous dans le cas général d > 2 ?
%%
Fin du sujet.
Ce théoreme établi en 1960 par Hillel Furstenberg (1935-) et Harry Kesten (1931-201 9) peut
étre vu comme une généralisation de la loi des grands nombres au cas du produit non-commutatif

de matrices aléatoires. Il a de nombreuses applications dans la théorie des systémes dynamiques.

Hélas, le calcul explicite de U(1), méme dans des cas trés simples, est souvent impossible.
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