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1 Fonctions L et P

1. Soit z € D, alors

converge.
Lorsque z ¢ RN D, on a

2" z"
—| < |z et E |z|™ converge. Ainsi, par comparaison, E — converge absolument, donc
n n

Z%:fln(lfz)

n>1
t2)"| _ |2"
n

2. Soit ¢ : t € [0,1] — L(tz), alors on a < ——, de sorte que la série de fonctions définissant ¢ est
n

normalement convergente sur [0, 1].
Ainsi, ¢ est dérivable et
Pl = D !
n>1

= z Z(tz)”

n>=0
z

1—tz

On note ¢(t) = (1 —tz)eX®*) de sorte que 1 est dérivable sur [0,1] comme composée de fonctions dérivables

et on a
V() = —zeP) 4 (1 —t2) (1))

z
— _ 1 ¢ L(tz)
( z4( 2) T tz> e
Ainsi, ¢ est constante sur [0, 1]. En particulier

=0
(1-z)exp(L(z)) = ¥(1)

= ¥(0)
_ L)
=1
D’ou,
1
L =
exp (L(2)) T
3. Soit z € D, on a
z|™
|L(Z)| < —
n>1
= —In(1—[z|)
d’apres 1., car |z e RN D.
Size D, |z|* — 0et donc, on a
n—-+00
|L(z")‘ < —In(1-|z[")
~ 2"

Et donc, par comparaison, Z L(2™) converge absolument, donc converge.
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2 Développement en série entiére de P

4. Soit (a1, ...,an) € Py N, soit ng un indice tel que a,, = max ay, alors
’ 1<k<N

IPX

N
Oy < g kap, =n
k=1

Ainsi, (ay,...,an) € [0,n0]", donc P, y est fini.

5. Soit (ai,...,an) € Py, n, alors la suite (a1,...,an,0) € P, n41, de sorte qu'on a une application injective
©n,N : Po,n — Pp n+1, donc (pn,N)N est croissante.
Sin =0, (po,n) =1, en effet la seule partition de 0 est (0, ...,0).

Sinon, on montre que 'application ¢, ,, précédente est surjective. Soit (a1, ..., Gn4+1) une partition de n. Alors,
n+1

la somme Z kaj est une somme de n + 1 entiers positifs. Elle ne peut valoir n que si I'un des a est nul.
k=1
Quitte & renuméroter, on suppose que c’est a,1 et donc (ay, ..., a,) est une partition de n.
On a ainsi montre que ¢, : P,, — Py 41 est surjective et injective, donc bijective, ainsi, on a bien
Pnn = Pn,n+1-
6. Pourquoi la récurrence ? Veulent-ils redémontrer le produit de Cauchy général par récurrence ?

On a N N
M - I(X)

k=1 k=1 \n=0

= f( > 1)z"

n=0 \ai+2as+...+Nany=n
+oo

= § pn,NZn
n=0

7. Soit (n,N) € N?, on a
|(Pr.N+1 — Puon)2"| = (Provs1 — Pow) 2]

Commengons par sommer sur n, on a

Z (pn,N+1 _pn,N)|Z|n - an,N+1|Z‘n - anN|Z‘n

neN neN neN
= Fee Tl § Ty
o PR S

) <;f[1 1 —llz’“> ' <1 - |i|N+1 - 1)

- _ k] — [4|N+1
LLr=pm ) AT =7

< |Z|N+1

et Z |Z|NJr1 converge, on en déduit que la famille ((pn’NH fpn,N)z”)

N
inververtir les sommes :

(n,N)eNz est sommable. On peut donc

1
Z (pn,N+1 - pn,N)Zn = (pn,N+1 - pn,N) ‘Z|n
NeN =0
Pnn — pn,O) |Z|n
||

n

3
|

|
—~ 2

\
=

n
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3 CONTROLE DE P

Et,
55 v -pu) = S
neN NeN =
- Z Z (pn7N+1 _pn,N)Z"
NeNneN
N+1 1 N )
= 2{: <:II 1— 2k I]:l _»ij
NeN \ k=1 —
+oo 1
- I e
k=1
= P(2)

On en déduit que la série entiére E ppx” a rayon au moins 1.

8. On calcule formellement

/

e—inGP(e—t+i9)d9

s
us

/ e—inG Z pke—kt—‘rikﬂde
- keN
>/

" pke—ktei(k—n)ﬁde

keNY T
T

2 [

Justifions 'interversion. La série de fonction de la variable 0 : Zpke
k
gente car Zpkxk converge si |z| < 1 (et e~* < 1). Ainsi, l'interversion est justifiée sous cette hypothése de

nt

Dn€

s

—httik0—ind oot normalement conver-

convergence normale.

D’ou, .
Do = 627 B e—i710P(e—t+i9)d9
3 Controdle de P
8 Ona ‘
‘ 11—z _ e (L(ze™))
1 — zet? exp (L(x))
exp (L(xe“g) - L(ac))‘
= exp (Re(L(xew) - L(x)))
Et on a n ,ind n
Re(L(xeie) — L(z)) = Z Re <Jj c n—m )
neN* n
= Z %(cos(n&) -1)
neN*
= z(cos(d) — 1) + Z %(cos(n@) -1)
< sc(cos@ — 1) "

car cos(nf) < 1 et donc on en déduit que

‘ 1-e < exp (z(cosf — 1)) = exp (— (1 — cosf)z)

1 — zet®
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On en déduit que

P(ze?)| ﬁ 1—zk
P(z) B bt L xheikt
i IR T
- H 1 — pkeikd
k=0
+oo
< H exp (—(1 — cos(k:@))xk)
k=0
+oo
= exp (Z (cos(k)z" — xk)>
= 1
B eXp<_1—x+Re(1—xei9)>
car Z cos(kf)z* = Re (Z eikeack).
9. On a
1 _m 1 B I 1 — x cos(0)
11—z ‘\1=ze®) — 1-2 (1 — xcosh)? + 22 sin(0)
B o 1—xcosf
 1—-xz 1422 —2xcos(d)
B 1 1—axcosb
 1-z  (1-2)2+22(1—cosb)
B (1= 2)?+22(1 —cos)) — (1 — z)(1 — zcosb)
B (1—2)((1 —2)?+ 2x(1 — cos b))
 14a2*—2zcosf—1—a?+acosf+x
(1—2)((1 —2)?+2x(1 — cos b))
B x(1 — cos )
a —2)((1 = )2 + 2z(1 — cos b))
On en déduit que
P(ze'?) o x(1 — cos )
<p | —
P(z) Pl =0 (@ = 2)% + 20(1 — cos))

En distinguant les deux possibilités (1 — z)? > (1 — cosf) ou (1 — 2)® < 2(1 — cosf), on trouve les deux
majorations possibles :

P(ze'?) B 2(1 — cosf) o [~ 1
’ P(x) S exp ( (1 —2)(z(1 —cos) + 2z(1 — cosH))) P ( 3(1— a:))
ou
P(ze') o x(1 — cosf) —oxo [ 1 —cosb exo [ 1 —cosb
’ Py | ¢ p( <1—x>(<1—x>2+2(1—x>2)> B p( 3<1w>3) s p( 6<1x>3>
1
car x > —.
2

4 Interméde : quelques estimations de sommes

10. On calcule

(P;z,a(m) _ nmn—le—aa:(l _ e—x)—n 4 xn(_ae—a;c)(l _ e—;c)—n + xne—ax(_ne—x)(l _ e—;c)—n—l

mn—le—am

m [n(l —e ") —ax(l—e")—nze

On a alors
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e Au voisinage de 0.

#malT) (x4 o(z))" =—0 1
Et,
Pna(T) = (zj;;x;)m {n <x - %2 + 0(x2)> —az(z+o(x)) —nz(l -z + o(x))
- )

—
z—0 2
On en déduit ainsi que @y, et @;W se prolongent en des fonctions continues en 0, d’ou leur intégrabilité

en 0.
e Au voisinage de +oo.

n
x
_ —Qx n_—or
(‘0”7a($)_(1ez> e ~ a"e

d’ou l'intégrabilité de ¢, o en +oo.
Et,

n—1 n

nx —Qx T —Qx —Qx

/ _ _ -
Qpn,a(x) - (1 . efx)ne a(l . efm)ne (1 _ efm)nJrle

On regarde terme & termes. Le deuxiéme terme est intégrable par les mémes arguments que pour ¢y, -

nmnfl

Le premier terme est intégrable car ————e ™% ~ na" le %%,
(1 —e)n T—400
: s A nxe " —ax —x ,—ax
Le dernier terme est intégrable car ———«—— n xe Te M.

(1—e-=)ntl ¢ e
Ainsi, ¢}, , est intégrable en +oco.

“+o0
1
11. On a S, »(t) = I Z ©n,a(kt). On a montré précédemment que @, o(z) = O(e”**) quand x — +o0. On
k=1
en déduit alors que ¢, o(kt) = O(e= M) et Z e~ converge, donc par comparaison, Sp,a est bien défini.

Comme ¢, o > 0, on en déduit aussi immédiatement que S, o > 0.
On calcule enfin par des intégration par parties

+oo  (k+1)t (k+1)t
tn+1Sn,a(t) - Z/k (z— kt)gp;’a(z)dz = tz Pn,a(kt) Z/h (z — kt) @n olz)de
okt t
=0 i (k+1)t ¢
= > (tonalh) = [ @ ke (ede ) - [ ol (0o
Pl kt ’ 0 '
(u=x — kt)
+oo t t
= Z (tgpn,a(k’t) —/ upl o (u+ kt)du) —/ x¢), (z)dz
=1 0 ’ 0 ’
+oo t
— Z <t<pn7a(kt) — tona((k+1)t) + / o(u+ kt)du)
k=1 0
t
60+ [ pla)s
+o00 0
= 3 (tonalkt) — tona((k+1)1)) — 1, 0 (1)
k=1

+oo
+Z/ On,o(u+ kt)du
k=0"0

+00  p(kt1)t
= Z/ Pn, a( )dSL‘

- / Qpna
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400 k1)t
Ainsi, il suffit de vérifier que Z/ (z — kt)g), o(x)dz = O(t).
okt

12. On a formellement avec une IPP

+oo —x —+oo
xre
d = —TL:Ed
/0 T—e /0 w2 e

n>=1

+oo
= Z / e "dx
0

n>=1

“+o00o
1
= Z/ —e "dx
0 n
1

n>1

>
n>1

7T2

6
Je vous laisse la justification de I'interversion, je suis fatigué :)

Preuve du résultat admis...

5 Controle des fonctions caractéristiques
13. On a
Px(0) = E[cos(6X)+ isin(6X)]
E[eieX]
On a ‘E[eiaxﬂ < E[1] =1.

14. On a par la formule de transfert :

q)aXer(e) _ EL@WGX—H)O
ei GE[eian}
eib@ Z eia@k]P)(X _ k)
k>1
_ eib@ Z eia@qu:—lp
E>1
pei(a+b)0

1— qeme

15. La série Z nkIP’(X =n)= Z n*q"1p est convergente et vaut T P
n>1 n>1 o
On a d’apreés 14.

, donc X* est d’espérance finie.
q

pew

qui est bien C*. Pour le calcul des dérivées, on préfére I'expression sous forme de série

Dx(0) = emq"'p

n>1

Cette série de fonctions de la variable 6 est normalement convergente, en particulier, on peut dériver terme
a terme .
@&)(0) — Ziknkqn—lp = *E[X*]

n>1
16. On construit la suite (Py) par récurrence.

i0
Sik=0,ona®x() = Pe 5 et Py =1 convient.

1—get
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17.

18.

19.

20.

6 Pk(qew)

(1 — geif)k+1 et

Supposons que (P, ..., P;) soient construits, alors on différentie la relation <I>(k)(9) = pite’

on trouve

(I)(k+1)(0) _ pik+lei9Pk(qei9)(1 _ qew)—k—l
+pikei6iqewplg(qew)(l o qeia)fkfl
+pife? Pp(qe'®) x (k + 1)qie? (1 — qe?)=F=2
1o Pe(e) (1 — qe”) + e Py(qe”) (1 — ge™) + q(k + 1)e™ Pi(ge™)
pv e (1 — get?)k+2

On pose alors
Pir1(X) = (1 = X)Pu(X) + ¢X (1 = X)P((X) + q(k + 1) X Py (X)
On a immédiatement (ge®)
®) gy ok io Pr(ge
Py (0) = pie W

Reste & vérifier la condition en 0. On a

Pri1(0) = Pu(0) = ... = Py(0) = 1
On a
]E[Xk] -S| = e —Ex

= |2(0) - @x(0)]
_ | Pele)  Pug)*
= P g g
|Pr(q) — Pi(a)"]
(1—q)*
|Pr(q) — Pi(a)"]
pk

Comme P;(0) = 1, les coefficients constants de Py(X) et P (q)* s’annulent, on peut ainsi factoriser par ¢. Il
reste & majorer toutes les autres occurences de ¢ par 1, on a bien

1
‘E[Xk] - | <
p p
On a
E[(X —E[X)?'] = E[X']—4EX]E[X?]+ 6E[X?|E[X]* — 4E[X]’E[X] + E[X]*
On a Y2 < Y* si, et seulement si, 1 < |Y|, ainsi, on a toujours Y2<Y*ouY?<1,ieY?<1+Y* Par

comparaison, Y2 est d’espérance finie.

On a |Y]? < Y* si, et seulement si, [Y| > 1, ainsi de la méme fagon, on a [Y|*> < 1+ Y*. Donc, |Y|* est
d’espérance finie.

On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

N

E[V? =E[V?-1] < (E[Y"])

et, )
E[|Y]’] =E[Y?-|Y]] < E[Y'|?E[Y?)z < E[Y']z*7 = E[v*]

2 u 2
) — )2 .
e“‘zl—i—iu—u——l—i/ ue“fdt
0

La formule de Taylor donne

Et on a,

/u U /lu| (ul =87 - 1l
o 2 = Jo 2 6
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Ainsi, comme Y est centrée, on a

EY2 2 . Y2 2
Dy (0) — 1+ [2]9’ = ‘E[e“’y—uz‘eYJr 29
Y262

E [[eY —1—i0Y +

N

|

N
=
of P S—
=
w
>
o

NN

|

&=
ﬁEﬁ

N
|
&=
=

i
2

‘cpy(e)—eXp (_E[W]m)’ ) ‘%(e)_HE[WW

21. On a le controle suivant : |exp(z) — 1 — 2| < . Ainsi, on a

2 2 2

. ‘eXp <_]E[Y2]02> L BV

< E[YYE o+
+

<

6 Convergence vers une gaussienne

22. On procéde par récurrence sur n.
23. On a
pet(k—HE[Z4])0 »
Dy, (0) = 1 — geikd avec p=1l—eTetg=e"
—qe
(1 _ efkt)eik(l—l,e%mw
1 — e—kteikt

—ike—Ft

(1 _ e—kt)ew

1 _ o ktgikb

kt

Ainsi, on a
+oo —+o0

1—ekt X ke kt
[[ow®) = Il ——zme® (Z 1_e_m9>
k=1 k=1 _
,9P(e_t€w)
Pe™t)
—  h(t,0)
Ainsi, on a

292 k2eikt 62
me.o) =] = Il on@® —ew | -3 gy

k=1 k>1

K2e—ktg2

+oo +o00

= |TT e ~J[e =
k=1 k=1
400 _er—kt92 )’

2 21— 2

k=1

N

Dy, () — exp (
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6 CONVERGENCE VERS UNE GAUSSIENNE

On calcule E[Y?] = kK*E[(Zx, — E[Z)))?] = k*Var(Zy,) = k?

Enfin, on a d’aprés 18. :

Et donc, on a

‘h(t, 0) — e~

6—kt
m Ainsi, on a
2,2 +oo 2102
Tt EY 9
‘h(t,@) | < By, (6) — exp <_[’2€]>‘
]-Ci-:1
< (163 s 0
< (3E[Ykﬂ + S B[]
k=1
4 4 4 , Ke ™
ElY;] = k*E[(Zx — E[Z)*] < k =

Ce qui est légérement mieux que ce qui est demandé.

24. On a d’aprés 11. :

d’ou le résultat :

D’aprés 11., on en déduit aussi que

Ainsi, on a

D’aprés 23., on a

D’autre part, on a

Ainsi, on en déduit que

op0? 0P g ap e M
: S Z 3 RS kt +Zik — e—ht)4
k=1
0° 94
< K Sga(t) + = KS41(t)
3 8
0'252 = 5271(7:_
1 0 g2e® 1
= Y d O Y
Bl et <t>
sl
3t3
T
1 [T ge® 1 2 1
mt_ﬁ/o 1—€Id$+0<t> 6152+O<t>
j(tu) = C(tuh (t“)
Ot
W2 s |ul? 1 ut 1
— < _ —_ =
) e \K4Ut3x0<t4>+KU?><O 5 ) =0 0

J(t,u) me

1—cosf

25. La fonction 6 —

92

1
5 Elle ne s’annule pas

est continue sur [—7, 7] ou elle a été prolongée par continuité en 0 par la valeur

sur [—7,n] et y est donc strictement positive. Ainsi, elle est minorée par un réel

a > 0. On peut étre un peu plus fin en remarquant que cette fonction est minimale en § = +7 et donc que
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5 convient et est optimal.
71'

1
On a, pour ¢ assez proche de 0, e™" € [2,t[, d’ott :

P(e—tew
el = [

< e 1 — cosf ou <Le L
< expl|——F—F3 <exp | —o———
PlT60 )3 P\T30 =)

< af? o < 1
< exp|——F——3 <exp | —o——
P61 — )3 " P31 -
= X 7L92 ou <ex 7;
= P68 o) SOPA T3 0(0)

2

a T 2 @ .
Ona 5 < 3 pour o = — établi précédemment. On en déduit qu’asymptotiquement, on a exp (79—26(1 — e*t)‘g)
m
e=B(:0)? pour une certaine constante .

72/3
De méme, on a —

3 < 3173 et asymptotiquement, on a la méme conclusion.
26. On a

/ jt,u)du = / 4C(t,U)h(t,u)du
—Toy —Tot Ot

u
e C(ta U)h (ta Ut) ]1u€[77r0't,7rat]du

Et on applique le théoréme de convergence dominée :

u
‘C(tv u)h (ta O—t) ]lue[fﬂ'atﬂrcrt]

qui est une domination indépendante de t, d’ou

TOo¢ —+o0 2
lim Jt,u)du = / e” 7du=+2r

t—0 —noy oo

7 La conclusion

Vs
27. On rappelle la formule (1) avec t = —.
pp (1) Ton
eV P(e” Vi) /“ o Ple” 7T
— € e ——

—————
27 -7 P(e \/ﬁ)

DPn =

D’aprés la formule admise, on a

_ =z s Vénm 1 1 n
Ple™ Vom)  ~ . n
(e7v%) n—+oo \[ \/6n x 27 P < 6 > 2 (6n)1/4 xp <\/;7r)

10
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