e ]

cpge-paradise.com {formatique MP 2022

Eprenve d'option

Préliminaires

Présentation du sujet | o
Hiue, comportant 27 (U ions. : ans Ce probj,, |
[ i a ¢ brouillé (par {xvmph.. G“’Tfkt.a}
mol. (par exemple cerrect). Co g
de la virification ””hngmil‘lliqm._ {l.
de la conception de Moteurs ,

L'éprenve est composde d'un problime
nous étudions un mécanisme pour lire e mo
et proposer un mot ciblé comme correction il ce
traitement est cournmment utilisé dans le contexte
la reconmaissance voeale, de ln lecture optique ou encore
recherche tolérant aux requites mal formulées.

Aprés cotte section de préliminaires, le probleme
premiére section (page 1), nous Ghudions comment i
d'un mot par une méthode de programmation dynamic
nons étudions comment stocker un corpus de mots par i
fouiller ce corpus i aide d'un automate déja construit. : G ;
nous étudions comment construire un filtre de fouille par une méthode inspirée de la théoriy
des automates. : . ;

Dans tout I'énoncé, un méme identificatenr éerit dans deux polices de r[lzructerln différentes
désignera la méme entité, mais du point de vue mathématique pour I*'f‘ police en italique (par
exemple n ou ') et du point de vue informatique pour celle en romain avec espacement fixe
(par exemple n ou nprime).

4
le
oat, divisé en trois sections, Day, l
wurer des erreurs f:f:tl]Inimm ila Kaiisq
jue. Dans la deuxieme section (page 4 )
e méthode arborescente et compey,
Dans la troisiéme section (page 7

Travail attendu

Pour répondre a4 une question, il sera permis de réutiliser le résultat d'une question
antérieure, méme sans avoir réussi a établir ce résultat.

Il faudra coder des fonctions A 'aide du langage de programmation OCaml, en reprenant
I'en-téte de fonction fourni par le sujet, sans nécessairernent recopier la déclaration des types.
Quand I'énoncé demande de coder une fonction, sauf demande explicite de |'énoncé, il n'est
pas nécessaire de justifier que celle-ci est correcte ou que des préconditions sont satisfaites.

Le baréme tient compte de la clarté des programmes : nous recommandons de choisir des

noms de variables intelligibles ou encore de structurer de longs codes par des blocs ou par
des fonctions auxiliaires dont on décrit le role.

1 Une mesure des erreurs de saisie

1.1 Une fonction mystére

La constante entiere max_int désigne le plus grand entier représentable par OCaml. Now
nous donnons la fonetion mystere suivante,

let rec mystere z = match z with
(# La fonction mystere calcule .
| [J -> max_int
| [a] -> a

| a::b::y -> mystere ((4f a <=b then a else b):

ee W)

5 8

ﬁ I Donner la signature de la fonction mystere, Justifier bridvement
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' % LT y ;
u 2 Dirv 11, tl_ll{nﬂv quet =0 I{"JH-FI"H" = |“-"H|H'i."|ulll. lov 1,}_”““'1. ]l' calenl de mystare z se TR G

o ' L el - z A
et le démontrer, Prde ser, o ) H.'Ill'mll, i o e .|'"|,|"-|H i In fonetion myptara,

i 1 . . i § A .
N.I Compléter sommairement Jo vommentaire de ln ligne 2, Enoncer une propricdé qui
caractenise exactement ln valeur de retour e |y fonction mystere. Démontrer cetle propriété,

Dans la question suivante, Je terme complexité en espace désigne un ordre de grandeur
asymptotigue de | espace utilisé en mémoire lors de exdéention o 'un algorithme pour stocker
tant I'entrée que des résultaty intermddiaires of la valonr de redor,

M 4 Quelle est la complexité en espace de lappel mystere z7 Est-elle optimale?

1.2 Distance d’édition de Levenshtein

Nous fixons un lll]l]lﬂ.ht?i. de 27 symboles © = {aT B v, 2, $} quj s¢ représentent [rar les
type char. L'ensemble des mots sur Palphabet ¥ se note £*; la longueur d'un mot w € £*
se note |w|. Dans toute cette sous-section, nous fixons deux mots : le mot b = by ... by, dit
brouillé, de longueur m et le mot ¢ = €y ... ¢y, dit ciblé, de longueur n.

Définition : Nous appelons distance entre un mot brouillé b € £* et un mot ciblé ¢ € £*,
et nous notons dist(b, ¢), le nombre minimum de symboles qu’il faut supprimer, insérer ou
substituer & un autre symbole pour transformer le mot brouillé b en le mot ciblé e. On
remarque que dist(b, ¢) = dist(c, b).

Par exemple, la distance entre le mot brouillé b = corekte et le mot ciblé ¢ — correct
vaut 3 : en effet, on peut insérer un r, substituer un ¢ au k et supprimer le e final pour passer
du mot b au mot ¢; par ailleurs, on peut vérifier que cette transformation est impossible en
effectuant deux opérations ou moins.

Nous notons préf,(b) le préfize de longueur i du mot b, c’est-a-dire le mot dos ; premiers
symboles de b. Pour i = 0, il s'agit du mot vide &. Pour tous les indices s compris entre ()
et m et pour j compris entre () et n, nous notons d;; = dist (préf;{b},préfj-{c}) la distance
entre les préfixes préf, (b) et préf;(c).

Ws - Pour tous les entiers i compris entre 0 et m et j compris entre 0 et n, déterminer les
distances d, , et ..

06 - Poiis Lous les entiers ¢ compris entre 0 et m — 1 ¢t j compris entre 0 ¢t n — 1, exprimer

la f“h'lan_(';,p_ dH 141 €N fonction des distances {l‘fial_‘rjnal:m,
L 0<j' <y

Tournez la page S,V.p,
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. ; ux apostroplo .
;  char so déclare entre deux aj : tl "]
. " RaL ' , * S0 reprosent
Indication Ocaml :  Un élément do ty] ots de ¥* 5
: E A II"" i3
exemple, on code a0 pour définir lo symbole a. !

LYDe char 1ist. Nous déclarons

Hip
I par |,

type mot = char list::
: - suivantes |
Nous rappclons ln PG e DGO ALY - d'une liste £ est List. lengyy, 1
List.length, de type 'a list -> int : la longueur d'u SMIL 1
o : ' ' » .
A ke, de type int -> ’a -> 'a array : un tableau de lmlguoﬁr n dont, chagu
rray.make, de type int - : ke n v. Dans un tgh
case est initialisée avee la valeur v s’obtiont par *“-1; ray.r:wfﬁvient 6oy
les indices sont numérotés i partir de 0. On accede f‘-' L ”- .ti;"'l 2t e
tableaun a par Pexpression a. (1), on le modifie par 'instruct ; :

leay,
i dy

el

W7 Ecrire une

T array of mot (w:mot) : char array dont la valeur de
un tableau formé

retour ey
des symboles du mot w écrits dans le méme ordre.

Indication Ocami : Nous rappelons la syntaxe de la fonction suivante

Array.make_matrix, de type int
de taille s x t dont toutes les
Array.make_matrix s t v, Da
de 0. On accede an coefficien
a.(1).(3), on le mod

~> int -> 'a -> ’a array array : une matrice

cases sont initialisées avec la valeur v s'obtient par
ns une matrice, les indices sont NUImMerotés i partir

' en position (i, j) de la matrice q par 'expression
ifie par Pinstruction . (1).(j) <~ .

D 8 Ek‘rir[! lne fﬂﬂ(ﬁtiﬂﬂ distance (b:m&t} {c:mat) : int qui (_‘;a:[{:ulg par Illlilll{_'lfﬂl!-l.iﬂ!’l la
distance dist(b, ¢).

Indication Ocaml :

Nous rappelons la syntaxe de
List.filter, de type ('a -» bool) -»
ments x de la liste ¢ (ols que

la fonetion Suivante :
'a list -»
le prédicat pla)

'a 1ist : la sous-liste des élé
Vaut true s'obtjent par filter p 1.

9 - Soit Tuax UN entier. Exprimer Iy complexité ep
en fonction des longueurs m, of 5 des mots b
List.filter (fun ¢ -> (distance bec) <
de longueur inféricure oy égale o Mot

temps de la fonction distance b ¢

[!L :‘ # " A ! "
c. En déduire |y complexité de 'instruction

IR k? 155 o0 £, est une liste de mots ciblés, chacun
el oon & est up entier natypg

[J 10 Soit & la distance dist(b, ¢). Montrey Al existe U entior o b
appartenant chacun i X*, des mots ¢, Q, . Ty des mots by, by, ..., br

b= byryby... 1. by of
T r T Eu.!rucl S T
ol

k=3 max (1by), leyl) .
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2 Fouille dans un trie

2.1 Représentation d'un corpus de mots par un trie

Définition :  Un frie est un type particulier d'arbre dont chaque aréte est orientée de la
racine vers les feuilles et est étiquetée par un symbaole de Y. Le trie vide est formé d'un sl
sommet et de zéro aréte. Lomsqu'une arite est Ctiquetée par le symbole §, son extrémité finale
doit otre le trie vide, La taille d'un trie , notée [t], est le nombre de ses arétes.

On dit quun mot € = ¢y...c, € (¥~ {$})" apparticnt i un trie s'il existe un chemin,
constitué de n + 1 arétes, issu de la racine of dont les arétes suecessives ont pour étiguettes
respectives les symboles ¢, ey, ..., ¢, ot §. Le symbole § indique la présence d'un mot et
joue le role de symbole terminateur.

Dans cette partie, les tries sont utilisés afin de représenter un corpus de mots ciblés.

Iicurk 1 - Exemple de trie de taille 28 contenant 9 mots.

]
/ N“*g
u/ \a

/|
B8
3 s

X 11 - Donner lensemble des mots du trie représenté i la figure 1.

Dans ce sujet, le terme dictionnaire désigne en général un type de données abstrait qui
contient des associations entre une clé et uno valenr.

X 12 Nommer deux structures de données coneretes, qui réalisent le type abstrait diction-
naire. Pour chncune d'entre elles, rappeler sans justifier ln complexité on temps de lopération
insertion.

Tournez la page S.V.P.
[Puger 4 wur 1)
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morphe ’a char_map qui realise une
t des clés de type char & des
¢ de la fonction suivante -

Indication Ocaml : Nous définissons un type poly
structure de données persistante de dictionnaire associan
valeurs de type quelcongue 'a. Nous disposons de la constante €

g s ~tionnai ide.
- CharMap., empty, de type 'a char_map, qui désigne le dictionnaire vi

CharMap.add, de type char -> 'a -> ’a char_map -> 'a char_map, telle que la va-

leur de retour de CharMap.add x t d est un dictionnaire cmlti!llﬂ.!'ll'—’]lf':"i associations
du dictionnaire d ainsi quune association supplémentaire entre laicle (:l: ia‘ valcued,
Si la clé = était déjd associée dans le dictionnaire d, I'ancienne association de r
disparait.,

Pour représenter les tries, nous définissons le type

type trie = Node of trie char_map ;:

Xl 13 - Définir deux constantes trie_vide et trie_motvide, de type trie, qui réalisent
respectivement le trie vide et le trie contenant le mot vide £.

B 14 - Ecrire une fonction trie_singleton (x:char) : trie qui construit un trie contenant
le mot formé d'un seul symbole r € X < {$}.

Indication Ocaml : Nous utilisons un type polymorphe ’a option défini par
type 'a optiom =
| None
| Some of "a;;

qui permet de représenter des valeurs de type ’a parfois non définies. Nous complétons le
type 'a char_map par la fonction suivante -

— CharMap.find, de type char -> 'a char_map -> ’a option, telle que I'appel de
CharMap.find x d renvoie, en temps constant, Some t si la clé r est associée a la
valeur t dans le dictionnaire d et renvoie None s'il n’existe pas d’association de clé
dans le dictionnaire d.

XJ 15 - Ecrire une fonction trie_mem (c:mot) (Node tcmitrie)

bool qui teste si le mot
c€ (E~ {$})" appartient au trie { = Node tcm.

X 16  Ecrire une fonction trie_add (c:mot) (Node tem:trie) : trie dont la valeur de
retour est un trie contenant les mémes mots que le trie ¢ = Node tcm ainsi que le mot ¢ €

(Z~{s})".

ﬁ 17 - Nous construisons le trie représenté i lo figure 1 en déclarant d'abord la constante
trie_vide (question 13), puis en appliquant neuf fois la fonction trie_add (c it'm 16)
Compte tenu du caractére persistant du type 'a char_map, t‘-mulﬁunh d't“-;eim&; l.{m tli:
trie vide coexiste-t-il une fois la construction terminée 7 Expliquer, R s

i
i
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Définition :  Un tric est dit flagué si toute fenille est préeédée d'une aréte d'étiquette $.

Indication Ocaml :  Nous complétons le type 'a char_map par les fonctions suivantes

CharMap. is_empty, de type 'a char_map -> bool, qui teste si un dictionnaire est le
dictionnaire vide,

CharMap.filter_map, de type (char -> 'a -> 'a option) -> 'a char_map ->
'a char_map, telle que CharMap. filter_map f d renvoie le dictionnaire d restreint
aux associations entre la lé o ot la valenr ¢ oii, d'une part, il existe dans le dic-
tionnaire o une association entre la elé i ot la valeur f et, d'autre part, f(r,t) vaut
Some tprime. Si le dictionnaire d contient un couple clé et valeur (z, t) mais que
S, 1) vaut None, alors le dictionnaire d' ne contient pas d'association de clé z. En
voici une illustration :

7 ; i
T ¢ 4w w #  f(z,) = Some tiprime
2 = I f(xq,ts) = None
T3 = Iy T3 =t  f(ryt3) = Some t3prime

— e

Kis - Compléter le code suivant afin que la valeur de retour de trie_trim t soit un trie
élagué contenant les mémes mots que le trie t = Node tcm.

let rec trie_trim (Node tom:trie) : trie =
let filtre (x:char) (y:trie) : trie option =
(* a completer *)
in
Node(CharMap.filter map filtre tcm);;

2.2 Filtrage dans un trie

g 19 - Soient b € (£ ~ {$})" un mot brouillé, ¢ un trie contenant un ensemble de mots cibles
et k un entier naturel. On suppose avoir engendré la liste £y, des mots de (£~ {$})" a distance

inférieure ou égale & k du mot b. Montrer que la liste £, compte 0 (]hl*) éléments. En déduire
la complexité en temps de U'instruction List.filter (fun bb -> trie_mem bb t) 1b;;.

Définition :  Nous appelons systéme de transitions sur 'alphabet ¥ la donnée d'an triplet
(Q,4,4) o

() est un ensemble (fini ou non), dit ensemble des états,

j € Q est un état, dit état initinl,

A € () x ¥ x  est une relation, dite refation de transition.
Un mot € = ¢ ... ¢y € L" est accepté par le systéme de transitions (Q, ¢, &) s'il existe une
suite d'états (g;)oc cn telle que 'état gy égale 'état initial § et, pour tout j compris entre 0
et 1t — 1, le triplet (g, ¢j41,95+1) sppartient i la relation de transition A.

Tournez la page S.V.P.
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. X . éventuellement infing o
On peut voir un systome de transitions comme un automate < on

tous les états sont finals.
fini qui accepte les mots w € ¥+

ﬁ 2” Df‘-\‘gi]“qr S0l ' - . N "r[. S
& . sans justifier, un systéme de transition: : e
: ot n'est pas accepti gj g

n ayant pas le mot ccmp comme facteur {t"l-:zl—il-tlin* que le mot w
seulement s'il contient quatre symboles consécutifs valant ¢, ¢, @ €t p).

ste s'il existe une fonctioy

&

Nous disons qu’un systéme de transitions (Q. §, A) est détermint
partiellement définie 4 : Q x £ — Q telle que I'on ait

A= {(q,x,d(g,2)); (q2) EQ x E et (g, x) est défini} .

Nous notons alors (Q, §, ) ce systéme,

Indication Ocaml : Afin de représenter des systémes de transitions déterministes, nous
convenons de nous appuyer sur un type etat pour représenter I'ensemble des états Q. Ce
tvpe sera explicité ultérieurement. Nous déclarons

type syst_trans = etat -» char -> etat option;;

pour représenter la fonction de transition 8. Pour tout couple (g, ) € @ x ¥, si delta est
de type syst_trans, on accéde a 'état image ¢' = (g, ) par l'expression delta q x qui
vaut alors Some gprime si la transition est bien définie ou bien None si la transition n'est

pas définie.
M 21 - Ferire une fonction trie_filter (qchapeau:etat) (delta:syst_trauns)
(Node tcm:trie) : trie qui renvoie un trie contenant les mots du trie t = Node tcn

acceptés par le systéme de transitions déterministe (2,4, d). Il n'est pas demandé de renvoyer
un trie élagué.

[J 22 - Un systéme de transitions déterministe (¢, ¢, d) étant fixé, quelle est la complexité
en temps du calcul trie_filter qchapeau delta t en fonction du trie ¢t 7 On suppose que
I'exécution de la fonction de transition 4 s’effectue en temps constant.,

3 Systéme de transitions des voisins d’un mot brouillé

Dans toutes les questions restantes, les lettres b et ¢ désignent systématiquement deux
mots de longueur m et n de (£~ {$})". La lettre k désigne un entier naturel. L'écriture ¢$
désigne la concaténation du mot ¢ et du symbole $; nous parlons alors de mot prolongé.

L’objectif de cette section est de construire un systéme de transitions non déterministe qui,
a partir d'un entier naturel k et d'un mot brouillé b, accepte n'importe quel préfixe du mot
prolongé ¢ = €$ ol ¢ est un mot de (£~ {$})" tel que dist(b, ¢) < k et aucun autre mot
n'est accepté.

Page 7 sur 9
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Définition : Nous appelons transformations
et hrins-puis-id. avee 0 < h < & poyg notons T leur ensemble

. —_— S wll
Soient € = ¢}...¢, € &* up
] = Ot de longueur n et & € B un mot de longuenr 1, Nous

. 1 ¥

disous quune sulte T = (1, r

. 2y +Tw) de n Lrans i Aldmental vy 3
transformation du mot ¢ ey o ) wmsformations clémentaires est un seript de

mot &' 5'il exis B
S s1l existe une fac elle
que pour tout entier j compris me factorisntion B183. . By du mot & telk

entre | oL p,
(1) B; est un mot de ¥*,

'\.2] lnmluv TJ = s'uppr'| ﬂl-Ul'H ].u I”.“‘l ﬂj‘ Uﬁl 1“ HJ-”I:

(3) lorsque 7; = subs, alors le mot B; est de
est distinct du symbole ¢y

(4) lorsque 7; = h-ins-puis-id, alors le mot B; est de longueur h + 1 et le dernier symbole
de B; vaut le symbole {-:'r

Clémentaires los (k + 3) appellations suppr, subs

vide &,

longueur 1 et, en Videntifiant a un symbole, il

Nous observons que la factorisation du mot & en B8 ... 8, cal unique et ne dépend que
du script T.

Voici un exemple de script de transformation entre le mot ¢ = correct$ et le mot
b = incorekte$.

(chheigs | 0 r r e ¢ t $
(Bj)igyes | 1nc o r £ ) k t ed
{TJ'}lﬂj g | Z-ins-puis-id  O-ins-puisid  Oeins-puis-id  suppr  O-ins-puis-id  subs  O-ins-puis-id  |-ins-puis-id

Définition : Le coiit d’une transformation élémentaire est précis¢ par le tableau suivant :

Transformation élémentaire | suppr subs Ji-ins-puis-id
Coit 1 1 h

Le coiit d'un script de transformation est la somme des cofits des transformations élémentaires
constituant le script.
Dans l'exemple ci-dessus, le cofit du script vaut 5 (ou encore 24+0+0+1+0+1+ 0+1).

Définition : Nous utilisons le terme k-script pour raccourcir I'expression « script de trans-
formation de cofit inférieur ou égal & k ».

9% 23 - Montrer que la distance dist (b, c) est inférieure ou égale a k si et seulement s'il existe
un k-script du mot prolongé 8 vers le mot prolongé b$.

Dans les questions 24 et 25, la lettre j désigne un entier avec 0 £ j €S net 7 =

(11, 7a,...,73) € T un k-script depuis le préfixe préf;(c§) du mot prolongé cb vers un
certain préfixe p du mot prolongé b%. Om appelle 8 le suffixe de b3 tel que b$ se factorise en

b% = pa.

7124 - Sil'on a0 < j<mn, par quelles appellations 741 € T c-:st-!l possible de compléter
le k-script T pour que (71, Tz - -, Tj+1) 80it un k—HFri[.'li. depuis le pn:ﬁxu préf, _Hl[c$] vers un
certain préfixe du mot prolongé b%? On rrx;flfim“m sa réponse en fonction du (7 + 1) symbole
¢is1 de €8, du suffixe & et du cofit £ du script T.

(125 - Sil'on a j = n, par quelles appellations T4 € T et sous quvlius_ u::miitic?ns est-il

possible de compléter le f-geript T pour que (71, Ty o s Tug1) s0it un E-script depuis le mot
r ¥

prolongé ¢§ vers le mot prolong® bt

Tournez la page S.V.P.
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. . . : 1 deelarant
Indication Ocaml : Nous précisons le type etat ! H

type etat = mot # int;,

rg fixé, décrire cn OCaml un sys.

‘ : Mixe ot ¢$, avec ¢ € (E~ {s8))"
titme de transitions ((2, ¢, &) qui accepte tout préfixe 11lu I:;l:}t e [,,}I;II{,_
tel que dist(b,c) < Kk et qui n'accepte aucud I ; e
tion etat_initial {;:mct} (k:int) : etat qui ¢:m1.=:t.ru1l.. I::h?t_ Hllitl:l:’qif“:‘-‘ *Il:.:l:]qi“:,:lli-”"
delta (k:int) (q:etat) (x:char) : etat 1ist qui renvole la liste des S tels que Lop
ait (q,r,q') € A.

M 26 - Le mot brouillé b € (X~ {$})" ¢tant toujou

o filter, écrite a la question 21, pour quelle
la question 267 On ne demande pas de code,
t-on souhaiter adapter la fonction trie_filter

1 27 - Comment adapter la fonction tri
fonctionne avec le systéme de transitions de
Préciser la complexité en temps. Pourquoi peu
plutdt que de déterminiser le systéme de transitions”

FIN DE L'EPREUVE
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