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ECOLE POLYTECHNIQUE

CONCOURS D'ADMISSION 2022

MARDI 26 AVRIL 2022
'08h0O - 12h00
FILIERE MP - Epreuve n®3
 MATHEMATIQUES B (X)

Durée : 4 heures

L‘utilisation des calculatrices n’est pas
autorisée pour cette épreuve
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On appelle fonction cotangente, la fonction

cotan: R\7Z — R
os(t
t — ;;(t
+00
Pour tout entier k > 2, on pose ((k) = En"k.
) =1
Les parties I et II sont indépendantes. "
Premicre partie
Soient les fonctions f, g et D définies sur R \ Z par :
+00
cos(mz) 1 ( 1 ) :
= t - T )= —+ =
f(z) = = cotan(nz) ﬂsin(m:) , g(x) s ; z4+n zT—1N

On pose D = f —g.

la. Pour z € R\ Z, justifier que la série définissant g(z) est convergente.

1b. Montrer que les fonctions g et D sont impaires.

lc. Montrer que les fonctions g et D sont périodiques de période 1.

1d. Montrer que les fonctions g et D sont continues sur R\ Z.
2a. Montrer que pour tout z € R\ Z, on a
1(3)+1(52) = 2@,
«2b. Montrer que pour tout z € R\ Z, on a

9(5)+9(157) = 2000

3a. Montrer que la fonction D se prolonge par continuité en une fonction D sur R telle que

D(0) =0.

3b. Justifier Pexistence de a € [0,1] tel que D(a) = M, ot M = sup D(t), puis montrer
te(0,1]
que : N

vneN, D(s)=Mm.

4. En déduire que la fonction D est nulle sur R, puis que :

Vz € R\Z, mzcotan(nz)=1
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e R
va.  Montrer que :

|.
Yz € |-27.9 £ oY )
|-2n m[\ {0}, 5 cotan (—2-) =1- 2 2 ,;“r——kfc
5b. En déduire :
. +00
. 5 T =N 2") k
Veel-amam\ (), mIy=1-F -3 g e
Soit h la fonction de R dans R définie par
i JO
Vz€R, h(z)={ @] siz#0
1 siz=0.

6. Montrer que pour tout z € C tel que |z| < 27, on a
= (=DFIE(2K) ok
2= g —1) (1 2 Z 92k—1 2k

e 7a. Montrer que la fonction h est de classe C™ sur R et que, pour tout n € N*, on a

—1)""1(2n)!
R (0) = g_wz)n_z%(__llc(gn)_
7b. On définit une suite de nombres réels (by)nen en posant bgp =1, by = —%, puis
1)*1(2n)1¢(2n
VTLGN b2n+1—Oetbn— ( )2271,(171-)211(( )

Montrer que pour tout n € N :

z": be _J1 sin=0
~En+1-k! |0 sin>1.
7c. Calculer by, by et bg puis ((2), ¢(4) et {(6).

Deuxiéme partie ks”"wm)

Soit E = {z1,Z2,...,Zn, ...} un ensemble infini dénombrable ot les x; sont des éléments deux
4 deux distincts. On note .# (E) 'ensemble des mesures de probabilité sur E. Si p € A (E),

on note p(z) pour p({z}).
On note P (E) l'ensemble des partics de E. Soit Jﬁ(.go(E) R) le R-espace vectoriel des
fonctions bornées de P(E) dans R. Si f € B(F(E),R), on pose

IfIl = sup{lf(A)l, A€ P(E)}.

8a. Montrer que .#(F) est une partie de B(P(FE),R),
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8b. g
Montrer que III] définit une norme sur ’espace vectoriel B(Z(E),R).

l g Soient ,(“”)"GN une suite d’éléments de .# (E) et soit p un élément de A (E). Montrer
que si la suite (uun)nen converge vers  dans Despace vectoriel normé Z(#(E),R), alors

v i = 1
z€E, nchoun(x) wu(z). (1)

On se propose réciproquement de montrer qu'une suite (in)nen d’éléments de i
la condition (1) pour un élément u € .# (E) converge vers u dans (2 (E),R). On fixe donc
une suite (up)nen d’éléments de M(E) et p € #(E) vérifiant la condition (£, O Hx
également un réel € > 0.

10a. Montrer qu'il existe une partie finie F, de E et un entier N; > 0 tels que u(F;) > 1—¢
et pour tout entier n > N,
D " lun(e) — w(z)| <.
zeF,
10b. Montrer que pour toute partie A de E :
|1 (A) = p(A)] < lpn(ANF) — w(AN F2)| + (B \ Fe) + pn(E \ Fe)
et en déduire que si n > N, alors |un(A) — u(A)| < 4e.

10c. En déduire que la suite (pn)nen converge vers u dans B(Z(E),R) si et seulement si
elle vérifie la condition (1).

11. Pour tout entier k¥ € N*, on note J; la mesure de probabilité sur E telle que, pour tout

n € N*,
1 sin=k

0x({zn}) = {0

sinon.

La suite (0x)ken+ converge-t-elle dans (2 (E),R)?

Soit (fn)nen une suite d’éléments de .Z(E).

12a. Montrer qu’il existe une suite (¢x)ken+ d’applications strictement croissantes de N*
dans N* telle que, pour tout k € N* et pour tout entier 1 < z < k, lasuite (“‘Pl°¢2°---°¢k(")(I"))yxeN*
converge. ‘

12b. Montrer que pour tout 7 € N* et tout entier k > 4, lalimite de la suite (“wov:wmom(n)(‘”i))new
ne dépend que de i et pas de k. On note cette limite Sl )i

12c. Montrer que 'application
P: N* — N*
k > propp0...0pk(k)

est strictement croissante, et que, pour tout entier ¢ € N*, la suite (pty(k)(T:))ken+ converge

vers poo(Zi)-
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\/Proisiéme partie

12d. M
ontrer que Hoo(Z:) 2 0 pour tout i de N* et &
On dit que | SRRt <1
e la suite 6]¢
une partie finje p égnf):nteﬁld €léments de .7 (E) est tendue si pour tout réel £ > 0, il existe
€ elle que pup(F,) > 1-¢ pour tout entier naturel n,. )

12e. On supose d

e pl .
élément de A (E) Plus que la suite (u,,)

! neN est tendue. Montrer alors que défini
qul est une valeur d’adh Pty e

érence de la suite (Hn)nen dans B(P(E), R).

Soit E une partie infinie dénombrable de R. Soit (
seront définies les différentes variables aléatoires
On admet que toutes les variables aléatoires in

espace. On note E(X) I'espérance d’une variable aléatoire réelle X sur (2, &, P).

Soi'.(, X une variable aléatoire définie sur (Q, o, P) et a valeurs dans E. On appelle loi de la
variable X et on note px I’application

2, o7, P) un espace probabilisé sur lequel
apparaissant dans la suite de ce probléme.
troduites peuvent étre construites sur cet

ux: P(E) — [0;1]
A +— PH{XeA)
ou {X € A} = {w € Q tel que X(w) € A}.

‘/13. Vérifier que px est une probabilité sur E.
\/i4. Montrer que pour toutes variables aléatoires X et Y sur (Q, &, P) et pour toute partie
Ade E :
lux (A) — py (A)| < E (|1ixea} — Liveayl)
et en déduire que ||[ux — py|| K P(X #Y), 00 {X #Y} = {w € Q tel que X (w) # Y (w)}.

Soit (Xn)nen une suite de variables aléatoires définies sur (£2, &7, P), et & valeurs dans E. On

suppose que pour tout w € {2, la suite (Xn(w))nen est stationnaire et _converge vers X (w).
. _——————— e —
On définit aussi la variable aléatoire :

L: Q© — N

L s Vn e N, Xp(w) = X(w)
max{n € N, X,(w) # X(w)} sinon.

Vi5a. Justifier que 'application L est bien définie.
VA5b. Montrer que P(X, # X) < P(L > n) pour tout entier n de N.

\45c. En déduire que lim ||px, — px|| = 0.
n—+00

Si N € N* et p est un nombre premier, on note vp(N) la valuation p-adique de N. Pour
n € N*, on définit 'application

tp: N* — N il

n Vp; \T

z +— [liap

ot (p;)ien~ est la suite des nombres premiers, classés par ordre croissant.

Il
sy

4



16. Soit X u i frg s
ne variable aléatoire définie sur (Q, &, P) et & valeurs dans N*. Montrer que
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g Ve €N, P(X=2)= lim P(yn(X)=2)
3

Quatriéme partie

Si X : .

da l’é(\ersétnl,me vanaxe;‘kfaton‘e a valeurs dans N* et si N € N*, on note P(N|X) la probabilité
= ment_« N divise X ». Si r € N* on note N*r ’ensemble des muléiplcs strictement

positifs de r. PRI e i -

17. Soient s et py deux probabilités sur N*. On suppose que Vr € N*, puy (N*r) = pa(N*r).
On veut montrer que p; = uo.
N—

— )
~V17a. On rappelle que I ;
/ . n rappelle que ’on note (p;)ien+ la suite des nombres premiers, classés par ordre
croissant. Montrer que pour tout r € N* et tout entier n > 1 :
n+1 n n
U N*rp; = (U N*rpi) U (N*rpn+1 \ U N*T‘Pn+1Pi) .
i=1 i=1 i=1

e
/ -, N\

v v 17b. Montrer que pour tout r € N* et tout entier n > 1 :

n n ‘
11 (N*r\ U N*rpi) = o (N*r % U N*rp,;) i
i=1

i=1

atoires définies sur (Q, &, P) et & valeurs dans

18. Soit (Xn)nen une suite de variables alé
et a valeurs dans N*. On suppose

N* et soit X une variable aléatoire définie sur (Q, e, P)

ue :
i. La suite (px, )nen est tendue (on rappelle‘ que le qualiticatif tendue a été défini en 12e).
ii. Pour tout r € N*, nli)riloo P(r|X,) = P(r|X). ‘
x Montrer qu’alors, la suite (px., Jnen tend vers px dans B(Z(N*),R).
Soit 3 € N*. Pour n € N, soient X,(,l),X,(,z), e ,X,(f) s variables aléatoires mutuellement
indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur {1,2,...,n}.
On note Z) = XMALA X% le pged de i X8,
o~ 19. Pour r € N* et ie{1,2,... , 8}, calculer P(r|X7(f)) et montrer que P(rlX},'.)) < ;l‘ En
déduire que
lim P(r|Z) = ~

n—r+00 rs’

probabilité g, sur N* en posant, pour n € N*,

%

Pour s > 1 fixé, on définit une loi de

1
ps({n}) = W- = —— n

anl"> Xum

Mi'
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20a. Soit Z une variable aléatoire définie sur (2, &, P) qui suit la loi ps. Calculer P(k|Z)
pour k € N*,

20b. Soit s > 2 un entier. En déduire que la suite (ﬂz(a))‘nGN converge dans #B(Z(N"),R)
Vers L.

21. Soit s,n € N* avec 2 < s < n. On tire au hasard s nombres dans {1,2,...,n} et on
note P,(s) la probabilité que ces nombres soient premiers entre eux. Montrer que
1

w2 P19 = 7y

et donner la valeur de lir‘lx} Py (s) dans le cas ou s = 2, puis s = 4, et enfify 5= §:
n—+0oo



