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Le sujet comprend 13 pages, numérotées de 1 a 183,

* Kk Kx

Début de I'épreuve

Points rationnels de la quadrique
3z + 3y — 22 = —1

Le probleme comporte 8 parties. La partie I n'est utilisée que dans la partie 81 Les parties
2 a 6 sont interdépendantes. La partie 7 est indépendante des précédentes. La partie 8
utilise les résultats de toutes les autres parties.

Notations et définitions

L'’objet de ce probléme est I'étude des solutions entiéres et rationnelles de 'équation
3P+ 3y -2 =-1. (1)
e On note V I'espace des vecteurs colonnes Mj;(R), canoniquement isomorphe a R3.

Etant donné un vecteur v de V, on note Ty, Yp et 2z, ses coordonnées dans la base
canonique, de sorte que

e On munit V de la forme bilinéaire symétrique

B: Yy 3z’ + 3yy' — 22’

/

2
[&]

Notons que B n’est pas définie positive.

= 5
< K
[l
|
—

L’équation (1) se réécrit : B

18]
2

e On note H 'ensemble

H={veV|Bv)=-letz,>0}.

0
e On note vy le vectenr | 0 ). On remarquera que vp € H et que pour tout v € V,
1

on a

B(v,v) = —2zy .
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e On note Vi l'ensemble des vecteurs de Voa coordonnées enticres, Un veeteur entier
est appele primitif si ses coordonnées n'ont pas de diviseur commun antre que |
et —1.

e On note Vo Pensemble des veeteurs de Vi coordonnées rationnelles, Stant donné un
vecteur v € Vi, on appelle hauteur de v, et on note ht(v), le plus petit dénominateur
commun & &y, Yy et 2, ¢'est-d-dire le plus petit entier k& > 1 tel que kv € Vi,

e Pour tout entier & > 1, on définit

Py = {v e HNVy tels que kv € Vz}

et pour tout 1 € R7, on pose

Pey = U Py ={v € HN Vg tels que ht(v) < h} .

k<h

e Le cardinal d’un ensemble fini A est noté

Al.

e Etant donné un nombre réel x, on note [x] le plus grand entier inférieur ou égal a
x et [z] le plus petit entier supérieur ou égal a .

Partie 1 : Un critére d’équidistribution

« Les résultals de cette partie ne seront utilisés que dans la partie 8.

1.1. Soit @ un réel de lintervalle ouvert |0,1[. Montrer qu’il existe A > 0 tel que le

polynome
P(z) =z — Az(z —a)(z — 1)

vérifie les deux propriétés suivantes :

1. P([0,1]) = [0,1],

2. P est croissant sur [0, 1].

On fixe un tel choix de A et on note P, le polyndme = — \a(z — a)(z — 1). Soit (Po")
Ja suite de polynomes définie par récurrence par

n>

o Pz) =z,

@

o PN (z) = Py (P"(x)).

1.2. Montrer que PJ" converge uniformément vers | sur tout compact de |a, 1] et unifor-
mément vers 0 sur tout compact de [0, al,
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On note C([—1,1]) Pespace vectoriel des fonctions continues de [—1, 1] dans C et 7([—1, 1])
le sous-espace vectoriel complexe de C([—1, 1]) engendré par les fonctions

erit—e™  ke?.
1.3. Montrer que 7([0, 1]) est une sous-algébre de C([—1,1]) pour la loi de multiplication
usuelle des fonetions.

1.4. Soit b € R tel que cos(b) €]0, 1. Montrer que la suite de fonctions (fyn)nen définie

par
m
in n( )= cor:(b) (COS? (Et))

converge uniformément vers 1 sur tout compact de | — cos(b), cos(b)[ et converge unifor-
mément vers 0 sur tout compact de [—1, — cos(b)[U] cos(b), 1].

On note C([—1,1]*) I'espace des fonctions continues de [—1,1] dans C et T([—1,1]?) le
sous-espace engendré par les fonctions

Coup (‘5 t) — (,m'uc vt , (ll,U) c Z2 .

Soient a,b,¢,d € [-1,1] tels que @ < b et ¢ < d. Montrer que pour tout £ <
11111)(""‘ 22¢), il existe f. € T([—1,1] x [=1,1]) vérifiant les propriétés suivantes :

Pk

. f-(s,t) € [0,1] pour tout (s,t) € [—-1,1]?,
fe(s,t) < € pour (s,t) ¢ [a,b] x [c,d],

o

3. fe(s,t) >1—epour (s, t) €lateb—¢] x[c+e,d—el

Soit (E,)nen une suite de parties finies de [—1, 1]* telle que, pour tout (u,v) # (0,0),

L Z euu(s,t) — 0.

| L,ll (.)€ En =400

1.6. Montrer que pour tout f € T,

(5,) =1 1/ / f(s,0)dsdt .

1.7. Montrer que pour tous a,b,e,d € [—1,1] tels que a < b et ¢ < d,

( A)ELR

[12, N ([a, 0] % [e,d])] N |b—al|d - c| .

n—-o00 4

On dit d’une telle suite I, qu'elle s’équidistribue dans [—1,1] x [-1,1].

3
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Partie 2 : Pseudo-orthogonalité

Rappelons que la forme bilinéaire B définic en préambule n'est pas définie positive. Etant
’ L 1V amern

donné un vecteur v € V, on appelle pseudo-orthogonal de v et on note v+ 'ensemble des

vecteurs w tels que B(v,w) = 0.

2.1. Soit v un vecteur non-nul de V. Montrer que v’ est un sous-espace vectoriel de V
de codimension 1, et que v* est un supplémentaire de la droite engendrée par v si et
seulement si B(v,v) # 0.

2.2. Soient vy et vy deux vecteurs de ‘H. Montrer que
B(T)],b‘g) S =l 3
avec égalité si et seulement si v; = vy.

2.3. En déduire que si v € H, alors la restriction de B & v* est un produit scalaire.

Partie 3 : Symétries réelles

On identifie M;3(R) avec les endomorphismes linéaires de V. Soit G I'ensemble des endo-

morphismes g tels que
B(gu, gv) = B(u,v)

pour tous u,v € V.
3.1. Montrer que G est un groupe pour la composition des applications linéaires.
3.2. Montrer que, pour tout g € G, on a g(H) = H ou —g(H) = H.

On notera Gy le sous-groupe de G formé des ¢léments g tels que g(H) = H. Pour tout
w € V tel que B(w,w) > 0, on définit I’application linéaire

B(v,w
LI 1;1—)1;—2——(—i)—w.

B(w,w)

3.3. Montrer que sﬁj = Idy, et déterminer les valeurs propres et espaces propres de s,,.

3.4. Montrer que s, € Go.

3.5. Montrer que pour tous u,v € H, il existe w € V tel que B(w,w) > 0 et sp(u) = v.

4
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Partic 4 : Géométrie de H.

On note arceh @ [1, 400) = . la réciprogue du cosinns hyperbolique, ¢’est-a-dire 'unique

fonction telle que
arcch(ch(z)) = =

pour tout x € Ry.. La fonction arcch est dérivable sur |1,+00) et on a

arcch’(z) = — .
arcch(2) = ———

4.1. Soit v € H. Montrer que I'ensemble T,H des vecteurs tangents & H au point v est
un sous-espace vectoriel de V' et déterminer ce sous-espace. En déduire que la restriction

de B a T,’H est un produit scalaire.

Soit 7 : [a,b] = H une courbe paramétrée continue et C' par morceaux (vue comme
fonction a valeurs dans V). On définit la longueur hyperbolique de ~ par

b
aw:/JMﬂwﬂma.

4.2. Montrer que si & : [¢,d] = [a,b] est un difféomorphisme, alors £(y) = £(v© h).
4.3. Posons f(t) = —B(v(a),~(t)) et n(t) = VB (t),7'(t))- Montrer que

7(t) < VIR = 1n(t)
4.4. En déduire que

—B(v(a),7(b)) < ch ({(7)) -

Soient 2 et v deux points de H. On définit la distance hyperbolique entre u et v par

d(u,v) = inf €(7) ,
k!
. : s o o
i is sur l'ens ) : s cont ot C! par morceaux vy : [a,b] = H
ol 'infimum est pris sur J’ensemble des chemins continus et C* par i v : [a,b]

tels que y(a) = u et y(b) = v

g . Jactoa-dir
4.5. Montrer que d est une distance sur H, c’est-a-dire que

o d(u,v) = d(v,u),
o d(u,w) < d(u,v)+d(v, w) et

o dlu,v) =0 u=v

pour tous u,v,w € H.

4.6. Montrer que d(gu, gv) = d(u,v) pour tout g € G.

(<]
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Pour tout (t,0) € R, x [0,27], on définit

%S]l(” cos (1)

F(i,0) = 713—511(!) sin(0)

ch(t)

4.7. Montrer que F est a valeurs dans H et que F : Ry x [0,27] = H est surjective.

4.8. Calculer, pour tout 0 € [0, 27], la longucur hyperbolique du chemin

v: [0,0] — H
t = F(t,0).

4.9. Montrer que pour tous u,v € H, on a

ch(d(u,v)) = —B(u,v) .

Partie 5 : Symétries entiéres

Rappelons que Gy désigne le sous-groupe des endomorphismes de V' préservant B et H
(cf Question 3.2). On considére maintenant I" le sous-groupe de Gy formé des éléments g

tels que g(Vz) = Vz.
5.1. Montrer que pour tout v,w € H et tout R > 0, I'ensemble
{9 €T tels que d(gv,w) < R}

est fini.

On considére les trois vecteurs

0 1 —1
w=(1], w=|-1], wy=|0
0 0 -1

5.2. Vérifier que sy, , Sw, et sy, appartiennent & I et calculer les matrices correspondantes.
On note T l'ensemble des vecteurs v € H tels que B(v,w;) > 0 pour tout i € {1,2, 3}.
5.3. Montrer que T" est compact et contient vy.

Soit S 2 le sous-groupe de T engendré par s, et s,,. Soit v € H.

5.4. Montrer qu'il existe g € Sy 5 tel que

B(gv,w,) >0 et Blgv,w,) >0 .

5.5. Montrer que si B(u,wy) < 0, alors d(vy, sy, (v)) < d(vg,v).

5.6. Montrer que pour tout v € M, il existe g € I' tel que gv e T,

6
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Partie 6 : Points rationnels de hauteur bornée

Dans cette seetion, on fixe un entier & > 1.
N - L P . Pt . . .
6.1. Montrer que I'ensemble Py défini en préambule est invariant par I'.

D . o

Pour tout s > 1, on note Pi(s) le sous-ensemble de P, formé des vecteurs v tels que
~ s

7 <8

6.2. Montrer que Py(s) est fini.

Le but de cette partie est d’estimer la croissance du cardinal de Py(s) lorsque s tend
vers +00.

6.3. Montrer qu'il existe une constante C > 0 telle que pour tout v € H,

Hg el tels que gv € T} < C'.

Pour tout R € R, on pose
I'(R) = {g €T tels que d(vo. gvy) < R} .

Rappelons que I'(R) est un ensemble fini d’aprés la question 5.1. Enfin, posons D =
sup,eq d(vo, v).

6.4. Nontrer que, pour tout s > 0,

éﬂ‘(arcch(s) — D)|-|P.NT| < |Py(s)| < [P(arcch(s) + D)| - [P N T .

Soit F: [0,27] x Ry — H l'application définie & la question 4.6.

6.5. Pour tout (6,a) € [0,27] x Ry montrer que

d(F(t,8), F(t,0 + ae™)) e arcch (1 + %)

et que la convergence est uniforme sur tout compact de [0, 27] x R,

Pour tout n € N, on définit

27l

A(n) = {F (kln(Q),—Qk—) kef0,...,n}le {1,....2’*‘}} :

6.6. Montrer qu'il existe 7 > 0 vérifiant les deux propriétés suivantes :

1. pour tout g € I'(nIn(2)), il existe v € A(n) tel que d(gve,v) <,

2. pour tout v € A(n), il existe g € T'(n In(2)) tel que d(gvy,v) < r.

Fixons un tel r.

6.7. Montrer qu'il existe une constante A > 1 veriliant les deux propriétés suivantes :

7
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L. pour tout g € I'(nn(2)),
[{v € An) tels que d(gu,v) <1} <A,
2. pour tout v € A(n),

[{g € I'(nIn(2)) tels que d(gvg,v) <1} < A.

6.8. Montrer Pexistence de constantes € > Cyp > 0 et Ry > 0 telles que, pour tout
R > Ry,
Cz(i“ S |F(R)| < C]CR .

6.9. En déduire Pexistence de constantes C) > €} > 0 et 59 > 1 telles que, pour tout
k € N* et tout s > so,

Cys|P.NT| < |Pe(s)| < Cys|PNT].

Partie 7 : L’équation a’ +b*=0 mod d

Cette partic est indépendante des précédentes.

Soit d un entier non nul. On rappelle que, si d = kd', k,d € N*, on a un morphisme
injectif de groupes abéliens

Z|dZ — Z[dZ
a — ka
et un morphisme surjectif d’anneaux

Z)dZ — Z/dT
a = a modd

On note S(d) I'ensemble des paires (a,b) € (Z/dZ)? qui satisfont

a?+b2=0.
On dira qu'une paire (a,b) € S(d) est primitive s'il nexiste pas de diviseur & de d et
de paire (a',V') € S(l—’) telle que (a,b) = (ka’,kb'). On notera Sprim(d) C S(d) le sous-

ensemble des paires primitives. On fera attention au fait que la paire (0,0) € S(d) n’est
primitive pour aucun d > 2 puisqu'elle s'écrit (d- 0,d - 0) avec (0,0) € S(1).

Rappelons que Papplication n — ed n définit un morphisme du groupe Z/dZ vers le
groupe des nombres complexes de module 1. Etant donnés deux entiers relatifs u et v, on

délinit _ ;
L(u,v,d) = E ed e T
(a,b)ES(d)
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el
Lpl-m;(ﬂ. v, (l) = E e?ff'- une?T";'i-;,-h

(rl,b)GSprn'l(d)
lin l);u‘l i(‘,llllcr, on a L((]’ 0’ d) = |S((1)| et Lpr'iru(og 01 d) = |S]’T"m(([)|-

7.1. Soit u un entier. Montrer que la somme

E cg("j—"ku
[
|

keZ/dZ

vaut d si u =0 mod d et 0 sinon.

- : . .
7.2. Soit m un entier premier avec d. Montrer que 'application
(a,b) — (na,nb)

est une bijection de Sppim(d) dans Sprim(d).

Soient d; et dy deux entiers premiers entre cux et 7n et n deux entiers tels que rnd; + ndz = 1.

7.3. Montrer que 'application

¢ ((ar,b1), (az, b)) = (ndaay + md,as , ndyby + mdyby)

est une bijection de Sprim(d1) X Sprim(dz) dans Sprim(d1d2)-

7.4. Montrer que pour tous (u,v) € Z*,

(u,v,d d2) = L,,ﬁm(u,i.',dl) Lprim(u, v, d2) -

Lprr'm

Soit p un nombre premier et @ 2 1 un entier.

7.5. Montrer que
Lprim(ll, 'U,Pﬁ) = L(ll, 'U,p“) _ L(U., U,])u_l) )

7.6. Montrer qu'il existe i € Z/pZ tel que h? = —1siet seulement sip=2oup=1

mod 4.

On suppose que p est congru a 1 modulo 4.

7.7. Montrer que (a,b) € S(p) si et seulement si

b=ha ou b=—ha,

= —1 mod p.

j € Z/p°Z tel que j2=-1

oit I est une solution de h?
7.8. Soit « > 1. Montrer qu'il existe
On fixe un tel 7.

7.9. Soit a € Z/p“% tel que
si

p ne divise pas a. Montrer que (a,b) € S(p*) si et seulement
b=ja ou b=—ja.

9
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7.10. Soit a € Z/p°Z et k < a le plus grand entier tel que p* divise a. Montrer que sj
k<, alors (a,b) € S(p") si et seulement si

b=4ja mod pok
et que si k > §, alors (a,b) € S(p°) si et seulement si p/#! divise b.

7.11. Montrer que pour tout k > 1, on a

Soit (u,v) € Z%\(0,0).

: . s I 2.4 .2
7.12. Soit a > 2. Montrer que L(u,v,p®) = 0 dés que p*~! ne divise pas u* + v*. En
déduire que si a > 3, alors Ly (u, v, p®) = 0 dés que p°~2 ne divise pas u* + 2.

7.13. Montrer que si p ne divise pas u? + v2, alors

|Lprim(u,v,p)| <2 et |Lpsm(u,v,p?)| <1.

On admettra dans la suite que les résultats des questions 7.11, 7.12 et 7.13
sont valables aussi pour p =3 mod 4, et que les résultats des questions 7.12 et
7.13 sont valables aussi pour p = 2.

Pour tout entier d > 2, on note P(d) 'ensemble des nombres premiers divisant d.

7.14. Montrer I'inégalité
d = |P(d)|!

En déduire que
[P(d)l= o (log(d)) .

d—s+oc
7.15. Soit d un entier impair. Montrer que
[.5',,,1,,,(112)| > (227 1PW@I
En déduire que, pour tout £ > 0, on a

a5 =m0 | (SaimldD)

d—+00

7.16. Soit (u,v) # (0,0). Montrer 'existence d’une constante C' (dépendant de (u,v))

telle que pour tout d > 0,
| Lprim(, v, d)| < C 2PN

En déduire que, pour tout € > 0, on a

ILpr*."m(U, U,(!)| — ; o0 ((F) )

=++00

10
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Partie 8 : Comportement asymptotique de P<,

Cette partic reprend les définitions, notations et résultats des parties précédentes. Le but
est d’estimer IF nombre de points de H N Vo de hauteur inférieure a h contenus dans une
boule hyperbolique donnée lorsque h tend vers +oo.

On note I e disque ouvert de centre (0, 0) de rayon —\}—,_‘ dans le plan R? muni de la norme

cuclidienne standard :
(s, = VT .

Considérons I'application ¢ : D — V définie par

2s
1— 382 —3¢2
2t

Yol = Tge g

1+ 352+ 3¢2
1 — 352 — 3¢2

8.1. Montrer que ¥ est un homéomorphisme de D dans H et déterminer 'homéomor-
phisme réciproque.

8.2. Montrer que ¥ induit une bijection de D N Q? dans H N Vg.

8.3. Montrer que I'image réciproque de Pcy, par U est I'ensemble des points © € D N Q?

qui s’écrivent
a b
u=|-,-
d'd

avec a,b € Z et d € N* vérifiant les trois conditions suivantes :

1. d divise 3a® + 3b?,
2. d — 3a* — 3b? est pair,

3. d < h(zy@) +1).

On note Qy ensemble des paires (2, %) € Q* N ([=1,1[x[-1,1[) vérifiant
1. d divise 3a® + 3b?,
2. d — 3a* — 3b? est pair.

On note également Q'g"im le sous-ensemble de Q¢ formé des couples (z,y) qui n'appar-
- - « . (T
tennent pas 4 Qg ot d' > 0 est un diviseur de d différent de d. Enfin, on note

QSJI — U Qd = U ‘l;n'm .

d<h d<h

8.4. Montrer que les ensembles Q™™ sont deux A deux disjoints.

11
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TR . 6.4 , -0 ) out (u c P2
8.5. Supposons que 2 divise d et que 3 ne divise pas d. Montrer que pour t (u,v) € 22,

o1 a
Z Cn,u('f"s {) = ‘”Jrarim(”v v,d)
(s.t)EQ:‘HI"I

Py A s )& ., .
oll ¢y, est la fonction définic a la question 1.4 et Lyyin est définic au début de la partie 7.

On admettra les formules similaires suivantes :

e si 6 divise d, alors
d
Z Cu.v(sa f) = 36 Lprim u,v, § 1
(sv[)€(2:;""‘

¢ sini 2 ni 3 ne divisent d, alors

Z eun(s,t) = ((=1)* + (=1)*) Lprim(u, v, d) ,

(S,E)GQ!‘"‘."'
e si 2 ne divise pas d mais 3 divise d, alors

Z eun(s,t) =9((-1)* + (=1)")Lprim (u, v, %,) .

{s.l)EQSnm

Pour tout h € B, on pose A(h) = |Q<zl-

8.6. Montrer que

pour tout £ > 0.

8.7. En déduire que la suite (Q<p), ey s'équidistribue dans [—1,1)* (au sens défini & la
fin de la partie 1.)

Fixons r € R%. Soit v € H. On note b.(v) la boule hyperbolique owverte de centre v de
rayon r, ¢'est-i-dire

br(v) = {v' € H | d(v,v') <7} .

8.8. Montrer que I'image réciproque de b.(v) par ¥ est la boule ouverte euclidienne de
centre

( Ty Yo
2y + ch(r) " z, + ch(r)

sh(r)
V3 (2, + ch(r))

et de rayon

8.9. Montrer qu'il existe deux constantes €'y,
tont v € M tel que d(v,vg) > v, il existe hy > 0 (¢
o Ah (1 + eh(d(vg, v) — 1))
" W (v, 1)

> 0 (dépendant de ) telles que, pour
L que pour tout A > ho,

S |Pann B(v,7)| < €, A1+ ch(d(vy, v) + 1))
L‘llg((!(!‘m p)) '

12
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8.10. Soit v € H tel que d(w, Vo)

> 1 et g € I'. Montrer qu’il existe hg > 0 tel que, pour
tout h > hg, on a

A(h (1 + ch(d(vo,v) = 1))) _ C; { ch(d(vo,v)) \?
A(R (1 + ch(d(vg, gv) + 1)) = C, (Ch(d(vo,!}”)))
et

A(h (1 + ch(d(vy, v) + 1)) o G [ ch(d(vy,v)) \*
A(h (1 + ch(d(vy, gv) — 1)) = Cy ((:h(rl(-z.'g,gv)))

8.11. Montrer que pour tout € > 0, on a
A(h) = vk
( l) h—g-oo(h )

et
= o (A(R)).

h—+o00

8.12. Conclure que pour tout £ > 0, tout point v € H et tout r > 0, il existe hg > 0 tel
que pour tout h > hg,

RE < | P<p N b(v, )| < h2te

* k X

Fin du sujet
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