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Pour d € N" et T (71

noterons:
aire usuel de @ et v,

d
Ty = E Tl
=1

suelle de z,

e 1y le produit scal

o ||z| := -z, la norme euclidienne u
o 2,y =Dz + (11— Ny, A0, 1]} le segment joignant z a y.
On rappelle qu'une partie A de R est convexe si pour tout (z,y) € A2

d
on a [z,y] C A. Si A et B sont deux parties non vides de R?, =z € R? ¢

X € R, nous noterons

A+B:={a+b, ac A be B}, M :={Aa, a € A},
A-B:=A+(-1)B, A—z:=A—-{z}

nous noterons dim(A) la dimension de I'espace vectoriel engendré par A —a
ol a est un élément quelconque de A (cette définition étant indépendante du
choix de a € A). En particulier si z et y appartiennent & R? et z # y, on a
dim({z}) = 0, et dim([z,y]) = 1.

Pour M € M,,xa(R), nous identifierons toujours M & I'application linéaire

dont M est la matrice dans les bases canoniques de R? et R™ et noterons
donc

Ker(M) :=={z € R? : Mz =0}, Im(M) := {Mz, = € RY}
enfin M7 désignera la transposée de M.

Pour tout k € N*, nous noterons RX I'ensemble des éléments de R* dont
les coordonnées sont dans R, et pour y; et y, dans R¥, nous éerirons 1. > 1
(011 Y2 < y1) quand y; —yy € Rk h 2z

On rappelle enfin que toute suite bornée d’&l&
ornée d’élément k B
extraction qui converge. sde R possede une

Tk

™1
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Partie 2 3 .4 »
I: Projection et séparation
Projection
SOlf C A o 14 ]
e partie non vide, convexe ot fermée de R? et x € R, considérons:

inf |z — || ()
y inf flr — g1
h - ) . & i . 2
) IOIlT-l.(‘l que (1) possede une unique solution (c'est a dire qu’il existe
i unque y € C tel que ||z — || < |z — 2||? pour tout z € ) que
ous appellerons projection de z sur €' et noterons proj.(z). Montrer
que T = proj.(x) si et seulement si z € €.

4 /)'2) Soit y € R? montrer que

Yy =projo(r) <= yeCet(z—-y) (2—-y) <0, Vz€C.

~J 1/3) Montrer que pour tout (z;,z,) € R? x R% on a
(Proje(z1) — projo(zs)) - (z1 — 72) > ||proje(z1) — PrOjC('T?)HQ’
et en déduire que proj. est continue.
/L /U\ 4) Déterminer explicitement proj. dans les cas suivants:

i)C =R, i) C={yeR?: |yl <1},

d
i) C={yeR* : Y <1}, w) C=[-1,1]"

i=1

Séparation
Soit C et D deux parties convexes non vides de R? telles que

(' est fermée et bornée, D est fermée, et C N D = 0.

\ 5) Montrer que D — C est une partie convexe fermée de R? ne contenant

pas 0.
o’} 6) Montrer qu’il existe p € R?
pr<py—&Vzyelxl

et £ > 0 tels que

(on dit que C et D peuvent étre séparés strictement).
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-’:!I; t ‘1 v ToxXe f\ e 1 11 [ (l( R! (I .:?()l! I’(_". ‘R -_>
i > al 1 (()]1 X

oo(p) i=sup{p @, T € C'}

montrer que
d
C={ngE R : p-z<oc(p), VP E R}
(de sorte que C' est une intersection de demi-espaces fermés).

; ) d | ‘
8) Soit A une partie convexe non vide de R? et z € R® \ A, montrer qu il
existe p € R?\ {0} tel que

p-r<py YyEA

Partie II: Points extrémaux

Soit E' une partie de R?, on appelle enveloppe convexe de E et 'on note
co(E) 'ensemble

I

i
= {ZAI-:IJI-, TeN' )\ >0, Z)‘i =1, (z, s lBr) 6 EI}.
i=1

=1

Soit A une partie convexe non vide de R%, nous dirons que r € 4 est un
point extrémal de A si V(y, 2, A) € A x AX]O 1[ on a

2(1“)\)y+)\22>y_—_z

Nous noterons Ext(A) I'ensemble deg points extrémauy de A4

Cas particuliers

o 9) Soit A une partie convexe non vide de R?, Soit | € N* .
et (Ar,..., M) € R% tels que ZI /\ = 1, montrer que;

Voo a) Zi:I Aiz; € A,

,\/,15 e b)siz = Z,{:, Aiti € Ext(A) alors T =
{1,...,1} tel que A >0,

e -‘UI E .'LlI

T pour tout ¢ ¢

10) Soit E une partie de RY montrey que co(F

est le g beti
contenant F et que Ext(co(E)) c E. ) © Plus petit convexe

o
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~L1) o0li A= co(Bl) off B
4y2 ) Soit A co(E) ot E est la partie (e R?* définie
2 > par
B ={(0,0,1),(0,0, -1 U{(1

montrer que Ext(A) est non vide

-+ cos(0), sin(0),0),0 € [0, 27]}
et n’est pas fermée.
12) Soit & *
) Soit k € N, (py, ..., p,) € (R ot (i, ..., b)) € R¥ tels que
‘= I = T
A {H‘ER :pi'l‘gbiaizls--':k}

soit non vide S
I(x) = (i 120{-11\401111@1 que A est convexe et fermée. Soit z € A, soit
s : ) yEREg k} Ipicx = bi}’ montrer que

© € Bxt(4) <= rang({pyi € I(z)}) = d

en dedglre que Ext(A) est un ensemble fini (éventuellement vide) dont
le cardinal est inférieur ou égal & 2%,

Cas d’un convexe fermé borné

Dans les trois questions qui suivent, K est une partie non vide, convexe,
fermée et bornée de R<.

13) Soit p € R?, posons
K,={ze€K :p-z<p-y,Vye K}.
Montrer que K, est non vide, convexe et fermée et que Ext(K,) C
Ext(K).

14) Montrer que Ext(K) est non vide (
0 € K et raisonner sur la dimension de K).

on pourra se ramener au cas ou

15) Montrer que K = co(Ext(K)).
Partie IIT: Un résultat de dualité

Cones convexes

On dit qu’une partie F de R? est un cone si AF C I pour tout A € Ry. Soit
Enunia I?artie non vide de R?, le cone polaire de E est défini par

E+:={P€Rd . prx 20, Vo€ E}

et son cone bi-polaire par
gt = (BET)":={€€ R : E-p20, Vpe ET}

4
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L v

L s P T

et

tc ot quie B C
. anvexes fermes et (
16) Mont e Bt et [+t sont des cOnes CONVEX(
5 Montrer que £ ¢t
F_—r + ,
o L . eonvexe ferme.
7 L _ i+t g et seulement si J7 est un cone convex
17) Montrer que E=FE"" 816l

Sk . " d At
18) Soit &1,y &k K éléments de R et

Fi= {ix,@, (Oyeoos M) € RS }
i=1

. d trer que
A d c R¢, mon T
montrer que F est un cone convexe ferme. Soit. § ,

I'équivalence entre:

e {EF,
e &-2 >0 pour tout = € RY tel que

gox20,i=1..k

Programmation linéaire
Soit M € Myxa(R), b= (by,....bx) ER* et p € R?. Posons

a:=inf{p-z - zeRY >0, Ma:gb}

ﬁ:zsup{b-q : qERk, qg <0, Mqup}

(en adoptant la convention: inf§) = +oo et supf) = —o0).

19) Montrer que o = [3.
20) On suppose qu'il existe T = (Z1,...,Zq) € R? tel que

En notant M; le vecteur de R? d
e ont les coor ¢ :
de In i-tme ligne de M, posons: données sont les coefficients

Fi={ie{l,....k} : M;-T = b;)
et

T={je{l,....a} : T; = 0}.
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e a) Manfw .
) Montyey Que p. . 0
- Y Dbour to
1t

% 2 0 poyy { i

. tel e
out 5 ) {1e
y e CRdet M, .. &
* b) Montrer CXiste 7 ¢ i TR Upouttow e v,
- " 4 A tel ( ‘
q<0 1”7?' [t
3y < -
1 X p, q- (M:‘? B h) "
e ¢) Montrey que b. g _ ~vet (p UTg) .5 =,
— & = 8

partie IV: Systémes linéajr i
SO

us-dé inés
Pour tout = = (x,, eterminés

e d
yTq) € R s Ol pose

d
2]y := Z I :
— ' ily “37||oo = max{|z,|, i = 1,

L(z)={ie{l,...,d} - Ty >0}, I_(z) ={ie{1,....d} : 7, <0)
et |

¢ o gt}

Io(z) = {i e {1,...,d} : 2

i =0},
et supposons que

Soit M € Myyq(R)

rang(M) = k.

Soit b € R* \ {0}, l'objectif de cette partie est de trouver une solution du
systeme linéaire

Mz =5 (2)
ayant au plus k& coordonnées non nulles par une méthode de minimisation.
Pour ce faire, on s’intéresse a:

r = inf{||z|]1, r € RY Mz =0} (3)
21) Montrer que pour tout = € R%, ona
|z||; = max{z -y, ¥ € RY, [yl < 1},
. d 2%
(2[00 = max{z ¥, ¥ € R, [yl < 1}
22) Notons C I’ensemble:
O:={zeR: Mz= b, |zl =7}

. fermé et borné.
Montrer que C' est non vide, convexe; ferm

i
1
4\
]
!
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L N :
23) Fixons T € C. Montrer qu'il existe ¢ € Ker(M)*\ {0} tel que pour

bont 4 & 41w d}, on ait

0% = ||qlloo|Zil-
24) Soit K l'ensemble des y € R? tels que
‘?\,[y = b, Y = 0 Vie I(](_C-L-), qiYi 2 0Vvie {1, 5 d}
Montrer que K est non vide et inclus dans C.
25) Montrer que si y € Ext(K) alors

h € Ker(M) et Iy(y) C Io(h) = h =0.

26) En déduire que si y € Ext(K) alors le cardinal de I (y) U I_(y) est
inférieur ou égal a k.

Fin du sujet.
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