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CCP - Mathématiques 1 MP 2023

Pandou Nguyén
24 avril 2023

1 Exercice 1

n

1. On utilise la formule du produit matriciel [AB]; ; = Z[A]i’k[B]k’j.

k=1
def produit(A,B):
n = len(A)
c =[]
for i in range(n):
L =[]
for j in range(n):
x =0

for k in range(n):
x = x + A[i]l[k]*B[k]I[j]
L.append (x)
C.append (L)
return C

. Un graphe est non orienté si, et seulement si, sa matrice d’adjacence est symétrique.

def oriente(A):
n = len(A)
res = False
for i1 in range(n):
for j in range(n):
if A[il[j] '= A[jI1[il:
res = True
return res

. En utilisant le résultat admis, la distance entre i vers j est le plus petit entier p > 1 tel que le coefficient
(i,7) de AP est non nul. L’hypothése qu’un tel chemin existe permet au programme suivant de fini car la
distance est bien définie.

def distance(A,i,j):
p=1
B=A
while B[i][j]==0:
B = produit(4,B)
p=p+1
return p

. Revoir le SQL.

5. Revoir le SQL.

2 Exercice 2

. Soit f:2z € R+— 2 — e * qui est une fonction continue strictement croissante comme somme de fonctions

continues strictement croissantes. On a f(0) = —1 < 0 et lirf f(z) = 400, donc par le théoréme des
T—r 400

valeurs intermédiaires, il existe un unique réel x tel que f(x) = 0, ie une unique solution de e™* = z. (On
sait méme que cette solution est > 0).
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7. La fonction f est différentiable sur R? par théorémes généraux de régularité. On a

8—f(a:,y) =2r—2y—e " et %ch

o (r,y) = —2x +4y

0 0
Un point critique (zg,%0) € R? de f est un point tel que %(mo,yo) =0et a—z(mo, yo) =0.On a:

0
%(IanO) =0

209 — —e P = —To  —
To — 2Yp — € 0 e o
Zo = 2y Zo = 2y

0
a%:(ﬂ?o,yo) =0

La premiére ligne admet une unique solution qui donne un unique xy € R et la deuxiéme ligne donne un
unique yg € R.
Ainsi, f admet un unique point critique en un point (2o, yo) € R2.

8. On calcule la matrice hessienne de f :

o2 f o2 f

@(ay) 8x8y(x’y) ot et 9
Hy(a,y) = -5 D)

o2 f o2 f

Son déterminant est 4(2 + e %) —4 = 4(1 + e %) > 0, on en déduit donc que les deux valeurs propres de
Hy(zo,y0) sont de méme signe et comme sa trace est 6+e~° > 0, on en déduit que ces deux valeurs propres
sont strictement positives.

On en déduit que f admet un extremum local en (xg,yo), ¢’est un minimum.

3 Probléme

3.1 Partie I - Calcul d’une intégrale a ’aide d’une série

a—1

9. La fonction f : x +— x
1+z

est continue sur |0, +oco[. On regarde :

l.afl

1+

[0

e Au voisinage de 0T, on a ~ 27! qui est intégrable car o €]0, 1[, donc par comparaison, f est

intégrable sur |0, 1].
e Au voisinage de +00, on a f(z) ~ 2% 2 qui est intégrable en +oo car a €]0,1[, donc par comparaison, f
est intégrable sur [1, +ool.

1
10. Dans J(«), on fait le changement de variables y = — :
x

1 ,1—«
y * dy
J(a) = /0 1.2

1+ v Y
1, (1—a)—1
| e
Y
0o 14y
= I(l1-a)
11. Soit x €]0, 1], on calcule
+oo +oo
I WEE
n=0 n=0
+o00
— xafl (_x)n
n=0
B {Ea_l
14z
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Si Z fn convergeait uniformément sur |0, 1], alors (f,,) converge vers 0 uniformément. En effet, si on note

R, = Z fr, alors f, = Ry, — Rpy1, alors || fulloo < |Rulloo + |Rnt1lloc — 0. Mais (f,,) ne converge pas
k>n
uniformément vers 0, en effet || f,]lcc = 1 qui ne converge pas vers 0.
a—1

sur ]0,1[. On a :
x

12. S,, est une fonction continue sur [0, 1] qui converge simplement vers x —

a—ll — (_iv)n—i_l

vz €]0,1[, S, (z) = 201 zz:(_x)k =7 1tz

k=0

de sorte qu’on a la domination :
Va €]0, 1], |Sn(z)| < 2

Et donc, par le théoréme de convergence dominée, on a

1 1
lim Sp(x)dr = / lim Sp(z)de =I(a)
0

n—-+oo 0 n—-+oo

On en déduit que

I{a) = lim (—1)kghto-t
n—+oo Jq I;)
S
_ k. k+a—1
O W ACE
+oo
-3 (="
P k+ «a
13. On utilise le résultat la question 10. :
IHa)+ J(a) = I{a)+I(1-a)
+

[}

Il
NP
g+
—~ 8 3
+
JF
[~
3
17
Ll =
[
Q

|
Sl 2= 2~ 73

+

1%
8
[

=
3

7N\

S

+ | =
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I
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[ |

Q

N—

_|_
Ny
1
+ | =
Q‘El
|
M
8
:/\
|
=
o=

Et d’autre part, par linéarité, on a

+oo 1,0471 1 +oo (71)77,
I J = de=—+2
() + J(<) /0 1+ v a+ a;a2_n2

. +oo
1 2
14. On utilise la formule admise pour xt =0etonal = sin(ma) ( + E (—1)"2a2> , d’ot1, par la question
T — a?—n

/+<>O za—1 T
dr = —
o 14z sin(a)

Complément : On propose une courte preuve de la relation admise. On calcule les coefficients de Fourier
de z — cos(ax) qui est 2m-périodique :

précédente,

2
ap, = 7/ cos(ax) cos(nt)dt
T Jo
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15.

16.

17.

18.

19.

+o0
et on pose Sy, (z) = Z an cos(nz). On montrera ensuite que (S,,) converge normalement, puis que la limite

n=0

est  — cos(ax). A voir dans la V2.

3.2 Lien avec la fonction Gamma

Fixons x > 0, on pose ¢(t) = t*te~* pour t €]0, +00[. On a :
e Au voisinage de 0" : ¢(t) ~ t*~! qui est intégrable en 0 car > 0 et donc ¢ est intégrable par comparaison.

1
e Au voisinage de +oco : par croissances comparées, on a ¢(t) = o (tQ) et donc par comparaison, ¢ est

intégrable en +oc0.
Ainsi, ¢ est intégrable sur ]0, +-o00[ et donc IT" est bien définie sur |0, 4o0].

Pour x > 0, on a pour t > 0, %e‘xt < i(:lt qui est intégrable par la question 9.. Et donc, par
comparaison, f, est bien définie sur [0, +o0l.
On note p(z,t) = :j_—_;e_mt définie sur [0, +00[x]0, +00[. Pour chaque z > 0,t — ¢(x,t) est continue. De
méme, pour chaque t > 0,2 — @(z,t) est continue. On a la domination suivante :
a-1
Vo > 0,Vt > 0, |¢(z,t)] < T

qui est encore intégrable par la question 9., ainsi par le théoréme de continuité des intégrales & parameétres,
fa est continue sur [0, +-o00[.

On reprend la notation ¢ précédente et on fixe € > 0. Pour chaque ¢ > 0, la fonction = — ¢(x,t) est C! sur
[e, +o0[ et
Op e
it t) = —
Ox (2,) tr1°

—xt

0
Pour chaque z > ¢, la fonction ¢t — a—w(x, t) est continue sur ]0, +00[. De plus, on a la domination :
x

o —et
T < et
‘ax(x,t)‘ <e

La fonction ¢ — e~ ' est intégrable sur ]0, +oo[ et donc, par le théoréme de dérivabilité des intégrales a

paramétres, f, est de classe C! et :
+oo to
fl(z) = —/ — e %t
0

1+4+¢

On reprend encore la notation ¢ de la question précédente. On a popur chaque ¢ > 0, lirf o(z,t) =0. On
Tr—r+00

a—1

utilise la méme domination : }go(am t)| < qui est intégrable. On en déduit par le théoréme de convergence

1+t
dominée que
lim fo(x)=0

Tr—r—+00

- . ) et 1 et .
Par le théoréme de croissances comparées, on a pral 0 2 ) donc t — o est intégrable au voisinage
n et 1 . ot
de +0co. En 07, on a 7 = qui est intégrable car « €]0,1[, donc par comparaison, on a t — Tl est
intégrable sur ]0, +o00[. Ainsi, on a
+oo e—t
lim —dt =0
tOé

T—r+00 2



cpge-paradise.com

3.3 Vers la formule des compléments

, B “+oo tafl ta ot
fal@) — f.() */0 (H1+1+t>e at
1

+oo ta— .
1+t)e " dt
/0 Tt

+oo
/ ta—le—xtdt
0

tooyel  du T(a)

fale) = fula) = [ e =

20. On calcule :

On fait le changement de variables u = zt :

¥ dr 2@
ot
21. La fonction g, est dérivable sur ]0, +o00[ car t — o est continue et intégrable sur |0, 4o0] :

s =t ([t S0) =t - £

On en déduit que g, est bien une solution particuliére de y — ¢y’ =

On a de plus 1113 fa(z) = 0 d’apreés la question 18.. La fonction ¢ — et— est intégrable sur ]0, 00| et
Tr—r+00 «

—t
e
— =0 (e*t) et donc, on peut intégrer les restes :

t(l
+o0 et +o0
/ t—adt =o0 (/ etdt) =o(e™ ")

ga(x)=0(1) — 0

T— 00

Et donc, on a

Et donc, on en déduit que
Va >0, fa(z) = ga(7)

22. On a f, est continue sur [0,4oc[. De plus, g, se prolonge par continuité en 0 et on a f,(0) = g(0), ce qui

donne :
+o0 ta—1 400 et
o t+1 ot
“+oo tocfl T
23. D’aprés la question 14., on a / dt = — . D’aprés la question précédente, on a
o t+1 sin(ar)
+oo —t
T = () / € _at
sin(a) 0 te
+o00
= F(a)/ t=)=le=tqy
0
= T()I'(1-«)

24. On fait le changement de variables u = t* et on a

“+o0 “+o0
1 1
/ e dt = / uze "dy = -T ()

Dans la formule des compléments, on fait &« = — et on trouve

o= N

On en déduit donc que
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