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Corrigé CNC 2023 - MATH 2 - MP.

PAR SABIR Irvass - ETTOUSY BADR.

Si vous trouvez des erreurs de frangais ou de mathématiques ou bien si vous avez des questions
et/ou des suggestions, envoyez-nous un mail a:
ilyasssabir7@gmail.com ou badrettousy26@gmail.com

20 Mai 2023.

1 Exercice

1.1.1 Si a# g3, Il suffit de montrer que (X — a)(X — ) annule A, avec (X — «a)(X — ) est un
polynéme a racines simples, donc A est diagonalisble dans Ms(R).

1.1.2 Si a= (3, Supposons par ’absurde que A est diagonalisable, Puisque le polynéme caracté-
ristique de Aest (X — )2, alors d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, il existe 7 =1,2 tel que
le polynéme minimal de A veut: ma = (X —«)".

Or A est diagonalisable, alors m4 est scindé a racines simples, donc m4 = X — a.
Ainsi A —al, =0, Ansurde avec A n’est pas diagonale.

D’ou le résultat.
1.2.1 Soit k€N* P(X =k)=p(1—p1)~ L.
1.2.2 U=X+Y.

On a U(2) =N\{0,1}. Et pour tout k€ N tel que k> 2,

P(U=k) = P(X+Y =k)
k—1
= Y P(X+Y=k X=j)
k=1
k—1

= Y P(Y=k-j,X=))
k=1

Par indépendance de X et Y, on a
k—1
P(U=k) = > P(Y=k—j)P(X =)
j=1
k—1
= sz(l =) p (L= pr)?
j=1

k—1 ;
1 1—p /1
= pipa(1—p2)* QZ< )
(1=p2)? 5\ 1 =p2

(k—1) pipa(1 — p2)*~2sipr=p2

- k1 17(1:51)’%1-
Pip2(l = po) ' g—pss X — TSP # P2
1— po

(k —1) p1pa(1 — p2)*sip1=p2
— (1_p2)k—1_(1_p1)k—1

pip2 X P1— P2 si P * p2
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1.2.3 V=min(X,Y).

On a V(2) =N*, et pour tout k€ N*, on a

P(V>k) = P(X>kY >k)

= P(X>k)P(Y >k)
“+oo +oo

= Y p(=p)? > pa(l—po)

j=k+1 j=k+1

k41 L
pip2

= pip2[(1 = p1)(1 — p2)]

= [(1—=p1) (1 —po))Ftt

Donc

P(V=k) = P(V>k—1)-V(V>k)
= [(1—p1)(1=p2)]F = [(1 = p1) (1= po)]*H!
= [(1=p1)(1=p2)]* (1= (1= p1)(1—p2))

Ainsi V suit la loi G((1— p1)(1 — p2)).

1.2.4
+oo
P(X<Y) = Y P(X<Y,X=})
.
= Z]P(Y>j,X:j)
.
= Y P(X=j)P(Y>})
J+_oo “+o0
= Y P(X=j) Y PY=k)
j=1 k=j+1
+o0 '+ +oo
= ppay (1—p1)i~t Y (1—pa)F~t
j=1 k=j+1
+oo
= p1Z(1*p1)j_1(1*p2)j
j= . |
= p(l=p2)) [A=p)(1—-p2)l !
_ p1(1 = p2)
1—(1—p1)(1—p2)
_ _pi(l—po)
D1+ p2 — pip2

1.2.5 D’apreés les questions 1.1.1 et 1.1.2, on a p: la probabilité que M soit diagonalisble est:

p = P(X#Y)
= P(X<Y)+P(Y <X)
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D’aprés la question précédente et par symétrie, on a

pil=p2) . p2(l=p1)
pP1+p2—pip2 P11+ P2 — pip2
_ Db2tp1—2pip2

p1+ p2— P1p2
_ - p1p2
p1+ P2 — p1p2
Probléme

Calcul de la distance d’une matrice de M, (R)

au groupe orthogonal euclidien O, (R)

1%*°Partie
Quelques résultats préliminaires

1.1 Soit M € M,(R)
On a ‘(*MM)=* MM, donc *MM est symétrique et pour tout X € M,, 1(R)

IXPMMX = <MX,MX >
0

WV

D’ott ‘MM est positive.

1.2.1 Soit X e M,, 1(R)

tXDX = dexi
k=1

1.2.2 Ona'XDX = 3 dwr} >0 (car dy,...,d, >0).
k=1
D’otu D est positive.

1.3.1 Soit A € R une valeur propore (l'existence d’une valeur propre est assuré par le théoréme
spectral) et X un vecteur propre de non nul de D associé¢ & A. On a

EXDX =M< X,X>20
Avec <X, X > >0 (car X est non nul) alors A > 0.
1.3.2 Soit A€ M, (R) une matrice symétrique
1.3.2.i D’aprés le théoréme spectral

1.3.2.i Si les valeurs propores de A sont positives, alors pour tout X € M,, 1(R), on a

tXtPDPX
= YPX)D (PX)

IXAX

D’aprés la question 1.2.2 D est positive, alors {(PX)D (PX) > 0.
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Ainsi ' XAX >0.

D’ou le résultat.

1.4 Soit B e M,(R),
On a !BB est symétrique positive (c.f question 1.1), donc d’aprés les questions 1.3.2.i et 1.3.2.ii on a

lexistence de A € M,,(R) & termes positifs et une matrice orthogonale @ € M,,(R) tel que
‘BB='QAQ
Pour P=!(Q, on a le résultat.

1.5 On a pour pour tout 4,B,C e M,(R)et AcR

Donc ¢ est symétrique.

©e(A+AB,C) = Tr({(A+AB)C)
= Tr(*AC)+ \Tx(*BC)

Par symeétrie, ¢ est bilinéaire.

Et

0(A,A)=Tr(*AA) = iiaij >0

i=1j=1

Avec (A, A)=0 si et seulement si a; ;=0 pour tout 7, j € [1,n]? si et seulement si A=0.
Ainsi @ est positif et définie.

D’ou le résultat.

2°mePartie
Décomposition polaire d’une matrice de M,,(RR)
2.1.1 Soient ¢,j€{l,...,n}, notons A= (a;,j)1<i,j<n ON &
n
PAA; = anar, ;= (*AA); = d36; 5.
k=1

2.1.2 Posons pour tout i € [1,n] tel que d; #0, Ei:#Ai.

Notons A = {i € [1,n], d; # 0}
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Si A est nulle, toute base orthonormée convient, supposons dans la suite de cette question que A
est non nulle.

On a pour tout i, j €A <E;, E; > =0; ;.

Donc (E;);ca est une famille orthonormée, donc il existe (E;)ijcqi,n)\a tel que (E;)ijcqi,n] est une
base orthonormée de M,, 1(R)

On a pour tout i € [1,n]\2, t4;4;=0, donc A;=0.
Par suite pour tout ¢ € [1,n] 4;=d;E;.

D’ou le résultat.

2.1.3 Posons F la matrice formée par les lignes Ei,..., E,.
Puisque (Ey, ..., Fy) est orthonormée alors E est orthogonale.
On a pour tout ¢, j € [1,n], on a

(ED)i,j=Y Eiwdbr,j=diEi ;= (A))in=ai.
k=1
Dou A=ED.

2.2.1 On a d’apres 1.4, il existe A =diag(f,..., On) € Mu(R) diagonale a termes positifs et une
matrice orthogonale P € M,(R) tel que ‘P*BBP=A.

On pose D =diag(\/B1,...,/Bn). On a "P! BBP =D

2.2.2 Notons A= PB, on a !AA= D?, donc d’aprés la question 2.1.3, on a ’existence de E €
On(R)et D e M,(R) diagonale tel que A= ED, ainsi PB=FD.
Ona B=EDP L.

Posons O = EP~! qui est une matrice orthogonale comme produit de deux matrices orthogonales
etona B=0OPDP !

Posons S = PD P~ 'est symétrique et positive (car D a termes positifs).

D’ou le résultat.

2.3 Aprés calcul on trouve

0 -1 0
O=|1 0 0
0 0 1
Et
2 1 1
S=|1 2 1
1 1 1
3émePartie

Application a calcul de distance

3.1.1 M +—"'M est linéaire, en dimension finie, donc elle est continue.
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3.1.2 M +—* MM est le produit de deux applications continuent (M ——* M et M —— M) donc

elle est continue.

3.1.3 O,(R) est 'image réciproque de {I,,} par 'application M ——! MM puisque {I,,} est fermée

alors O, (R) est fermée.

On a pour tout M € O,(R), on a ||[!MM ||a=n donc O,(R) est bornée.

D’ou le résultat.

3.2 O,(R) est un fermée bornée, donc O, (R) est un compact.

Par la continuité de 'application M —— A — M (car elle est 1-lipschitzienne).

Alors M — A — M est bornée et atteint ses bornes sur On(R).

D’ou le résultat.

3.3 Soit € O,(R), On a

12AI3

De méme

1AQI3 =

Tr(Y{(QA)QA)
Te(*A'QQA)
Tr(*AA)
143

Tr((AQ)AQ)
Tr("QAAQ)
Tr(*tAA)

= [l4]3

3.4.1 On a

1A —93

On a

d(A, On(R))

105 —9]3
10 (S-0"'9)]3
IS —o~'l3

inf

[ A= M|z

MeO,(R)

inf

15— O~ M|,

MeO,(R)

Avec O,(R) est un groupe, alors {O~*M, M € O,(R)} = O,(R),

Alors

d(A, On(R))

inf
MeO,(R)
d(S,0n(R))

15 = M|z

3.4.2 L’existence de P et D est un résultat du théoréme spectral.
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Et on a

= inf [|S—M]|,
MeO,(R)

= inf |PDP~'—M]|,
R)

MeO,(

= inf ||[D—P'MP|s,
MeO,(R)

=  inf ||D— M|
MeO,(R)

= d(D,0n(R))
3.5.1 On a S est une matrice symétrique positive, donc d’aprés la question 1.3.1, on Aq,..., A, > 0.

3.5.2 Soit Q= (wi7j)1gi7j<n S On(]R), on a

Tr(DQ) = ii)\i(si,jwj,i
i=1j=1

n
= E Aiwi i
i=1

n

> i | max |w; il
1 1<i<n

n
< E Ai

k=1

N

puisque les colonnes de 2 forment une base orthonormée, donc pour tout i € [1,n] Zw% ;=1
=1
alors max |wi il <1.3.5.3 Soit Q€ O,(R), on a ’
1<i<n
ID-Qlf = Tr((D-Q)(D-9Q))
= Tr(*DD) —Tr(*DQ) — Tr(*QD) + Tr(*QNQ)

n

= 3 X - 2Tx(QD) + Tx(1,,)
k=1

= > A —2Tr(QD) +n
k=1

3.54 Ona

d(D,0,(R)) = . glf(]R)< /\2—2Tr(QD)+n>
€Cn k=1

= > Xi+n—2 sup Tr(QD)
=1 QeOL(R)

n
Et on a d’aprés la question précédente pour tout Q€ O,(R) Tr(DQ) < Y Ay, avec égalité pour
k=1
Q=1I,.

Donc sup Tr(QD)= > A
QeOL(R) k=1
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Ainsi

d(D,On(R))

iAi +n— 2i>\k
k=1 k=1

= Z(Ak —-1)?

k=1
= Tr(Y(D - 1,)(D - I,))
= HD_IHH%
Ainsi

d(A,On(R)) =d(D, On(R)) =D — Lo[3= P~ (D~ I,) P|3=IS - L[3=[SO - O|3= [ A - O|}3

3.6 On a d’aprés la question 2.3 et la question 3.5.4, on a par calcul

et

—2 -1 -1
S=(-1 -2 -1
-1 -1 -2

d(CaOn(R)) = ”C_OHQ
= V33
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