cpge-paradise.com J.23 1036

A2023  MATH I MP

Cm

Concours commun

Mines-Ponts

ECOLE DES PONTS PARISTECH,
ISAE-SUPAERO, ENSTA PARIS,
TELECOM PARIS, MINES PARIS,
MINES SAINT-ETIENNE, MINES NANCY,
IMT ATLANTIQUE, ENSAE PARIS,
CHIMIE PARISTECH - PSL.

Concours Mines-Télécom,
Concours Centrale-Supélec (Cycle International).

CONCOURS 2023
PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Durée de 1’épreuve : 3 heures

L’usage de la calculatrice ou de tout dispositif électronique est interdit.

Les candidats sont priés de mentionner de fagon apparente
sur la premiére page de la copie :

MATHEMATIQUES I - MP

Lénoncé de cette épreuve comporte 5 pages de texte.

at repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le

Si. au cours de I’épreuve, un candid
] b
en expliquant les raisons des initiatives qu’il est

signale sur sa copie et poursuit sa composition
amené & prendre.

Les sujets sont la propriété du GIP CCMP. 1ls sont publiés sous les termes de la licence
Creative Commons Attribution - Pas d'Utilisation Commerciale - Pas de Modification 3.0 France.
Tout autre usage est soumis a une autorisation préalable du Concours commun Mines Ponts.

Bl

Tournez 13 pPage S.V.p,



cpge-paradise.com

Théoréme de stabilité de Liapounov

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul. On note (.|.) le produit scalaire usuel
de K", K pouvant étre R ou C, et .| la norme cuclidienne associée.
St u et v sont deux applications lincaires pour lesquelles la notation v o v a un sens, alors on note
uv Papplication u o v. De plus, si u est un endomorphisme d'un espace vectoriel £ et k ost un entier
naturel non nul, w* désigne application wo- - -ou, ott w apparait & fois dans I'écriture. Par convention

u’ = idy;.

On s'intéresse au systéme différentiel suivant :

{ v = ey
y(0) = zo

avec 1o € R™ et ¢ est une application de classe C! de R™ & valeurs dans R™, telle que ¢(0) = 0. Cela
entraine que si xo = 0, alors la solution de ce systéme est la fonction nulle, et donc 0 est un point
d’équilibre. Notons dp(0) application différentielle de ¢ en 0. L’objectif de ce probléme est d’établir
une condition suffisante sur le spectre de dp(0) pour assurer la stabilité de I'équilibre en ce point, et *
d’obtenir des informations quant a la dynamique des solutions au voisinage de ce point d’équilibre.
Plus précisément, on établit le résultat suivant :

- Théoréme de Liapounov ¢
Soit le systéme différentiel suivant :

{ ¥ = o)
y(0) = =z

avec g € R™ et ¢ est une application de classe C' de R™ & valeurs dans R™, telle que ¢(0) = 0 et
telle que toutes les valeurs propres complexes de dp(0) aient une partie réelle strictement négative.
Alors il existe trois constantes &, C' et § strictement positives telles que

Vzo € B0, &) Vte Ry, |[fuo(t)] < Ce Pzl

-
)

ol fg, est I’'unique solution du systéme différentiel et B(0, &) désigne la boule ouverte pour la norme
|.]l, de centre O et de rayon c.

Dans une premiére partie, on étudie une norme sur les endomorphismes des sous-espaces vecto-
riels de K™. Dans la seconde partie, on établit des résultats sur le systéme différentiel linéaire, en se
servant des résultats de la partie A. Enfin, la troisiéme partie est consacrée & la démonstration du
théoréme de Liapounov. Cette derniere partie est trés largement indépendante des deux premiéres,
a l'exception du résultat obtenu a la fin de la partie B.

A.. Etude d'une norme sur L({FE)

Soit E un sous-espace vectoriel de K™. Soit u un endomorphisme de F.

1 = Aprés avoir justifié I'existence des bornes supérieures, montrer que :

lu(z)|
sup———— = sup |lu(z)].
el ||~’E|| zel
z#£0 z|=1
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?
u(r
;¥ /2 & On note |l = s11p|-|~-( )“ Montrer que [|.]| est une norme sur L(F).

rc x|
¥ T /I(l ” !
|

‘/3 > Montrer qu'il s'agit d'une norme sous-multiplicative, ¢'est-a-dire que

V(uv) € (B2, fluoll < Mull-Noll,

et en déduire une majoration de [l ]|, pour tout entier naturel &, en fonction de ||ul| et de

I'entier k.
B.. Etude de la stabilité en 0 du systéme linéaire

Dans cette partie, a désigne un endomorphisme de C™.

/4 > Montrer qu'il existe un entier naturel non nul r, des nombres complexes distincts A1, Ag, ...,
)\, ainsi que des entiers naturels non nuls my, ma, ..., Mr, tels que :

T
c - DE,
i=1

on pour i € [1;7], E; = Ker(a — Aiidcn)™:.

D’apreés la question précédente, si z est un élément de C™, il existe un unique r-uplet (z1,.. ., z.) E
T

E; x---x E, tel que x = Z z;. Fixons & présent i € [1;7]. On définit alors les endomorphismes :

=1

e = : et q; : Ei = G

L T, T

Par ailleurs, on note ||.||; la norme sur £(E;) introduite a la partie A, & savoir

u\x
vue £(E), lulls = sup L,
x#£0

On utilisera la notation [|.||c pour £(C™). Enfin, on notera a; 'endomorphisme p;ag;.

/5 = Montrer que, pour tout 4 € [1;7], il existe une constante C; > 0 telle que :

Vue L(E;), llavpille < Cillulls.

/6 = Montrer que, pour i € [1;7], E; est stable par a.
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-
j . = . nes 1 dp. .
7 & Solent (i, j) € [1: ]2, Exprimer p,q; puis L ¢,pi en fonction des endomorphimes idgn et zd/,J
11

-
£

J 8 = Montrer que 1 a = _\_J'h“:l’r-
1--1

J‘ 9 = En déduire que :

T

Vite R, ¢'%= Z qiet%ip;.

i=1
10 = Montrer par ailleurs que :

Nl

Vie[Lir], VieR, [le s <le™| ] Fﬂlai—/\iid&lllf.
k=0 '

11 > En déduire 'existence d’un polynéme P & coefficients réels tel que :

T
VEER, [le®]le < P(lt]) D] ethe®),

i=1

ou Re(z) désigne la partie réelle d’un nombre complexe z.

¢ 12 > Pour toute matrice A € .#,(R), on notera u, l'endomorphisme canoniquement associé a A
dans R" et v, 'endomorphisme de C" canoniquement associé a A, vue comme une matrice de

A (C) . On conservera la notation ll-llc pour la norme introduite a la partie A sur L(C") et
on utilisera |||, sur £(R™). Montrer qu'il existe C' > 0 telle que :

3 LY Al S Tt s T RNV X Ale” A, QS TR TR T T T e SRR e e e e e

VAe #u(R), VieR, |[le]|, <C|le™a]|.

Dans la suite de cette partie, on considére u un endomorphisme de R?, et A € Arn(R) sa matrice

dans la base canonique. On notera par ailleurs, S p(A) le spectre complexe de A. Notons 9z I'unique
solution de classe C! sur Ry de : R
{ ¥ = u(y)
y(0) = =z '

13 = Montrer que :

Vzoe R",  lim gz ()] =0 <= Sp(4) c R* +iR.

14 = On se place dans cette question dans le cas ol toutes les valeurs propres de A ont une partie
réelle strictement négative. Montrer alors qu'il existe deux constantes

Cs et «a strictement
positives telles que :

Vte Ry, [le|lr < Cree

)

¢t en déduire une majoration de | gz, (t)| pour t € R, .

;

SR ot
w

y KB w

N
ol

S S
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C.. Démonstration du théoréme de Liapounov

On considére dans cette partic nne application ¢ de R dans R de classe C! telle que ¢(0) = 0,

ot en notant a = dy(0), telle que toutes les valeurs propres de a aient une partie réelle strictement

négative.
Soit o € R™. On s'intéresse au systéme differentiel suivant :
o )
v e)
y(0) = o

On admettra Uexistence d'une solution de ce systéme définie sur R, que I'on notera fzo-

J 15 = Montrer que la fonction
R"xR" — R
+ao
@)~ | @ieew)

est bien définie et qu’elle définit un produit scalaire sur R™.

On notera ¢ la forme quadratique associée 4 b, c’est-a-dire que pour tout = € R", q(z) = b(z, z).

o 16 > Démontrer alors que :

vz e R", dq(z)(a(z)) = 2b(z, a(2)) = —|z]*.

Pour toute fonction y définie sur R, on associe la fonction e(y) définie par :

|
|
i
i
|

e(y) : A
Yt e e(y() —aly@®)

/ 17 > Vérifier I'égalité

Ve e Ry, q(fao) (t) = — I fro ()1 + 20(fao (1), (S0 (£)))-

(\ 18 = Prouver lexistence de deux nombres réels a et 8 strictement positifs tels que, pour tout t € R,
on ait :

q(fao(8) <@ = I fao(®) + 26(fzo (1), €(fao) (1)) < —BaFao (2))-

On fixe un tel couple (a, B3) pour la suite de ce probléme.

» 19 > Montrer alors que :

1
:
u
:
?
]
|
l
|
|
|
|

q(zo) <a =Vt =0, q(fa)(t) < e Plq(zo)-
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- . . i . )
20 v En déduire Pexistence de trois constantes o,

(i
LR ",/ .
Vi ¢ If(()ﬂ}')\ VI ¢ "'l\ ”["n(’)” < Ce 2 ”J”"

: N s eentre 0 et de rayon .
ol B(0, v) désigne In boule ouverte, pour l norm 1, dde centre O et | -

I'IN DU PROBIIENE

(@2

(' ot 4 strictement positives telles que

11+ = D'aprés documents fournis

ON

NAT



