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Quelques inégalités de convexité autou du déterminant

Notations et résultats admis

n est un entier naturel supérieur ou égal & 2. On note

— Dans tout le probleme, ;
J’ensemble des matrices de taille n x m (resp. nx 1) a

M, (R) (resp M (R))
cocfficients réels.

__ La matrice identité de M, (R) est notée L

g Ae M, (R), det (A) cst Je déterminant de la matrice A, Tr(A) sa trace, Sp (A)

son spectre et AT sa transposée.

_ On note Sy (R) Jensemble des matrices symétriques 3 coefficients réels de taille

n Xn.

— Sur Mp, (R)2, on définit Iapplication (-,-) par
V(X,Y) € Mn, (R)?, (X,Y)= XY

ot XT est la transposée de X. On admet que I'on définit ainsi un produit scalaire

sur M, (R). On note ||| la norme associée.

— ?/In (adl)net que I'application A € M, (R) || All, =T (ATA) est une norme sur
2(R).

__ On note ST (R) (resp- Sy +(R)) 'ensemble des matrices symétriques S’ € Sq (R)
telles que
VX € M, (R)\ {0}, (SX,X)=0 (resp. > 0) .

__ Soit C une partie non vide d’un R-espace vectoriel E. On dit que C est convexe

si : pour tous z,y € C et pour tout # € 0,1, 1 -tz +ty € C.

f()):lit;xf)lllelel;illlc si C est une partie convexe d’'un R-espace vectoriel E, alors pour
I PO tout (z1,...,2,) € CP et pour tout (Ar,.-- \) € (R4)P tel que

v
Z)\.- =1, alors Z)\i:v,- eC.
i= i=1

J““ ﬂ')l,]",d 1on . (/ — ( (']l“](‘ SUur une )-lr(l Y (O (l 1 ll—( hp(l(
( > af . ll ] . ) NOIY (\‘(([()ll(l
f ’ * ’ l (s ¢ convexe C , :
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E est dite convexe si

V(z,y) €C? Ve 0,1], f(L—ta+ty) <(1—t)f(x)+tf(y).

— Une application f : C' = R définie sur une partie convexe C d’un R-espace vectoriel
: , : . -espace vectorie
E est dite concave si son opposé¢, —f, est convexe, ¢’est-a-dire

V(z,y) € C%, vt e (0,1], f((I-t)az+ty) > (1—1)f(x)+tf(y).

Partie 1 : Questions préliminaires

1 > Montrer qu'une matrice S € S, (R) appartient & S} (R) si, et seulement si,
Sp (S) C Ry

De méme, on admettra dans la suite du probleme que : 5 € S++(R) si, et seulement

si, Sp(S) C R},

sont, des parties convexes de M, (R). Sont-elles

2 & Montrer que Si (R) ct Si+ (R)
(R)?

des sous-espaces vectoriels de My,

3 > Montrer que, si A € SHH(R), il existe S e St (R) telle que A=5%

-] = R unc fonction convexe. Montrer que, pour

le de R.. Soit [ P
,Ap) € (R4)" tel que Z/\, =1 el pour tout
i=1

4 > Soit 1 interval

tout p € IN*, pour tout (A1, --

(21r. 0y ) €7 on 2
P P
f L/\,-a:i> <> AiJ (z:)
i=1 1=1
Indication : On pourra procéder par récurrence sur p.
n .

Partie 2 : Une premiere inégalité de convexité

Soit M € Sy (R) une matrice non nulle.

Tournez la page S.V.D.
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T (M)
n

-
QoD \1\ or 1M IS
Moutrer indgalite > ot (A,

lndication : On pourra montrer que -} ln () est convexe sut RG.

Ou pourra dans la suite de cette partic utiliser, sans la prouver, I'inégalite ci-dessous

\‘. (.l‘l ------ 1‘”‘) \ (1}| )” \
n
[y L [ L/
2 max {'rl “““ 1-“} > POy — ll J'A./” Z _ L £ — 1] I,
n n k=1 J=1

4

6 © Txprimer | M|, en fonetion des valeurs propres de AL

7 > En déduire que

Ty (M M —d(‘[,l/”(l\/)f,, :
Tr(k ) —det /" (M) > “ — ._,_ﬂ,_ﬂg
n 2 ||M ||,

Partie 3 : On continue avec de la convexité
existe une matrice diagonale

8 & Soient A € SHH(R) et B € Sy(R). Montrer qu'il e
T ot A=QQT. Que dire des

D e M, (R)ct Q€ GLy (R) telles que B = QDQ
déments diagonaux de D si B € SH(R)?

Indication : On pourra utiliser la question 3.

9 > Etudier la convexité de la fonction ¢ = In(1+ e').

10 > Montrer 'inégalité
V(A,B) € S,f*(R)"’, det /" (A + B) > det 1/ (A) + det /n(B).

11 > Montrer que, si A et B appartiennent St (R), alors :
vt € [0,1], det((1- t)A+tB) > det (A)'~" det (B).

A et B sculement dans S;f (R).

Justifier que cette inégalité reste valable pour

3
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12~ Que peut-on i
. ~on ¢ duire s -
Que | n deduire sur la fonction Ino det a8
Bl 'Su (“) (i

Parti ,
artie 4 : Encore de la convexité!

\ t d D
D A " / k4

(N
n

42 ) l)()lll‘ "()\‘ll ’ ( l‘. , \ ni
!’ (\:w" (l(\ (\lul‘\,“ (1\\‘ . l‘ ) -‘,( ) 0 | “l(‘(‘ (l(‘h‘ \’“.l“l“lh' ])I'()[)l'(!}" (I('. /‘ l"“ (l(,(l“il
) A ] H " (“l(?
l‘l > \‘i )it " .
( ./ . ’ t :\ ll‘ ((‘(\" (I“ 'l‘ !‘/\)). Nl()ll“'(‘l' (I”(‘
V’ (: l‘| y lll ((I(‘,l:(/” I ,/‘)) < 'l‘l'(/‘) /'

Partie 5 : Et pour finir... de la convexité!

ME S H(R) et M € Sp(IR). Soit I’
falt) = deb(A - tM).

application [a ddlinic sur IR par’

Soient

16 & h'l(“\l-l‘(‘-l' que fA est de classe O sur R.
co >0 el que, pour tout. ¢ €] — o, €of, A+IM € SEE(IX):

(/\)'l‘l'(/\" LA A o(t).

or lo cas ot A = .

ontrer qu'il existe

16 > M

Ia(t) = det(A) + det

. On pourra

17 © Montrer que
commencer par trait.

',lndicut,ion

rminer F5(t) povE tout £ €] — ea, €ol-

18 > ‘)(",l(‘,
~1 2
)~! est de classe ' sur | — €0, €0, Iin

\ fonction @ : {1 (A+ M

(1) x (A+ (M) = Iy, montrer que
oAl ATYMAT U

(1) 5, A A TM AL o).

, admet que l:

19 © (@)
iant que

rema 1

Tournez Ia page S.V.P.
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n

A \[\ {0}. On définit application ¢, par

Soit A ¢

1
Vit €] — o, €0(, @alt) = . det "*(A+tM).

20 > Montrer que g, est dérivable sur | — g, g9 et que

V€] = cocol, @y (t) = =Tr ((A+tM) ' M) det (A + tM).

21 > Montrer que ¢, est deux fois dérivable en 0 et que

?a(0) = det™(A4) (aTr*(A™' M) + Tr ((A“M)Q)) .

22 > Montrer que A™'M est semblable & une matrice symétrique réelle.

Indication : On pourra utiliser la question 3.
23 v En déduire que ¢! (0) > 0.
24 > Montrer que, si @ (0) > 0, alors il existe 7 > 0, tel que pour tout ¢ €] — 7, 7],

1
- det™ (A +tM) > é(let, “Y(A) = Tr(A™"M) det @ (A)t.

Fin du probleme
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