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Proposition de correction : Mines Maths 1 PC 2023

OKN - TC

2 mai 2023

1 Questions préliminaires

1. Soit S € S,(R). Supposons que S € S (R). Soit A € Sp(S) et x, vecteur propre associée a la valeur
propre A. Alors (Sz,z) = 27Sz > 0 et (Sz,z) = (\z,z) = A||z||%2. Donc A > 0. Ainsi, on a bien
Réciproquement, supposons que Sp(S) C R;. Par le théoréme spectral, il existe P € O,(R) et D €
Dy (R) tel que S = PDPT. De fait, pour tout X € M, 1(R), X*'SX = XTPDPTX = (PTX)'D(PTX) =
(DPTX, PTX) = (DY,Y) avec Y = PTX = (y)1<k<n. En notant A1, - , A, les coefficients diagonaux
de D rangés dans l'ordre croissant (ils sont par ailleurs tous positifs), on a

n n
(DY,Y) = Nt =M Yy = 0.
k=1 k=1

D’ou I'implication réciproque.
2. Soit t € [0,1], 51,52 € S (R). Soit X € M,,1(R). Alors

(tS1+ (1 —1)82) X, X) = t(S1 X, X)+ (1 — 1){S X, X) > 0.

>0 >0

Donc S;F(R) est convexe.
Soit t € [0, 1], S1,59 € S;LH_(R) Soit X € Mn,l(R). Alors

(tS1+(1—=1)52)X, X) =t (51X, X)+(1 —1t) (52X, X) >0,
—— —
>0 >0

car pour tout a,b > 0,t € [0, 1], la quantité at + (1 — ¢)b est strictement positive (clair si t €]0, 1], et si
t =0 ou 1 car la quantité vaut respectivement b > 0 et a > 0). Donc S;"7(R) est convexe.

Remarque : on peut montrer que ce sont en fait des cones convezxes.

Ce ne sont pas des espaces vectoriels. En effet, I,, € STR) mais —I,, ne I'est pas (on utilise par exemple
la caractérisation de la question 1). Cela marche aussi pour ;7 (R).

3. Soit A € ST (R). Alors par la proposition admise en 1, les valeurs propres de A sont strictement
positives. Je les notes Ay,---, \,. En notant D = diag(A1,---, \,), il existe une matrice P € O, (R)
tel que A = PDPT par le théoréme spectral. Je note R = diag(v/ A1, , v An). Cette matrice est bien
définie puisque I’on considére des racines carrées de quantités positives. Alors R € D, (R etona A =S 2
avec S = PRPT. Clairement, S € S;7*(R) car ses valeurs propres sont les coefficients diagonaux de R,
strictement positif.

4. Procédons par récurrence sur p.
Pour p=1,A\1 =1 et f(z1) < f(x1).
Traitons le cas p = 2. Soit A1, Ao positifs, tel que A\ + Ao = 1, x1, x2 deux réels de I. En remarquant
alors que Ay = 1 — Ay, 'inégalité s’écrit :

(/\1%‘1 + (1 — )\1):(}2) < )\1f(.1‘1) + (1 — )\1)]{.(.@2)
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2 UNE PREMIERE INEGALITE DE CONVEXITE

Par convexité, le résultat en découle.

Supposons ’hypotheése vraie au rang p — 1. Soit (z1,--- ,zp) € IP,(A,---,Ap) € RP tel que Vi €
P

i=1
SiVie [1,p—1], A = 0, I'inégalité est immédiate. Alors A :== A; +--- ,A\p—1 > 0. On pose

p—1
Z )\ixi

=l _ Ai
X = 3 —Z /\:(:Z.

)\A
Alors Z XZ = 1. Par hypothese de récurrence, j’ai donc :

p—1

f(X) <

i

f(xi).

>| 2>

1

Or, en notant T := AX + A\,x,, puisque A\, = 1 — A, par convexité de f,
(ZA%): ) SA(X) + M f(zy) < ZAfxmLApfxp ZAfo.

2 Une premiere inégalité de convexité

1
5. x — —In(z) est de classe C*(R*) et sa dérivée deuxitme vaut = — > 0. Ainsi, z — —In(x) est
x

convexe sur Ri.

Puisque M € S;F(R), M est diagonalisable par le théoréme spectral. En notant uq,--- , u, les valeurs
n

propres de M (elles sont positives), on a det(M H ;. De plus, Tr(M) = Z ;. L’'inégalité a montrer
=1 =1

s’écrit donc

1 n n 1/n
- Z Hi > (H ,Ui) .
n =1 =1

Quitte a renuméroter, on note p1,- - -, tn,, les valeurs propres strictement positives de M. On applique

alors 4 avec p = ng, A; = — et x; = p;. On obtient alors
n

1 & 1 &
— 1 72/’41 Siz_ln(:u‘l)v
nkzl n

i=1

(1 i 1 ﬁ
—In|— Mz‘) §—ln< ,lLi).
"= " i=1

En appliquant = — exp(—x) sur cette inégalité, on a

ce qui se réécrit

k=1 =1
d’ou
1 n 1 no no 1/n n 1/n
ZMZZMZ(HM) Z(HM) :
= [yt i1 =1
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3 ON CONTINUE AVEC DE LA CONVEXITE

6. Par le théoreme spectral, en notant pq,--- , u, les valeurs propres de M et D = diag(pu1, -+ , fin), il
existe P € O, (R) tel que
M = PDPT.

Donc MTM = (P"YTDPTPDPT = PD?PT donc Tr(MTM) = Tr(D?) = Zﬂz Donc

Ml = T TA) = @
k=1

7. En utilisant I'inégalité admise dans cette partie, appliquée pour xp = uy (possible car ux > 0 pour tout
k), on reconnait (comme dans 5)

Z = H xl/n (det( ))1/”,

ce qui donne
1 1
2imax(ja -+ o) (D) = det!"(00) ) =~V
n

avec N, une matrice de valeurs propres xj, — det(M)Y/™ par 6. Clairement, M — det(M)'/"I,, convient,
donc on prends N = M — det(M)Y/"1,,.
Enfin, |Mll2 =g6 \/>req p? > \/0+0+0+M120 +0+4+0 = p;, avec p;,, le maximum du n-uplet
{p1, -+ ,pun}t (il n’y a pas de valeur absolue car les valeurs propres sont positives). Donc |M|y >
max({p1, -+, ftn}). On en déduit donc

1/n 2 _ Ung |12 _ Ung |12
Lnoan —dian) 5, NI M = det VU M = det(M) L
n2max(py, -, fn) 2nmax(f1, -, fn) 2n||M ||z

(%) car M est non nulle donc Sp(M) # {0}.

3 On continue avec de la convexité

8. Soit A = 5% comme dans 3. Alors ST1BS™! est symétrique, donc il existe P € O,(R) et D € D,(R)
tel que ST'BS~! = PDPT. Donc B = SPDPTS. On note alors Q = SP. QT = PTST = PTS car S
est symétrique. De plus, Q) est inversible car P l'est, et S l'est. En effet, une matrice définie positive
est inversible car le déterminant d’une matrice symétrique définie positive est le produit des valeurs
propres, valeurs qui sont strictement positive.

De fait, j’ai bien B = QDQ". Il ne reste qu’a montrer que QQ7 = A. On a QQT = SPPTST =52 =A
car P € O,(R) et S est symétrique.
Si B est aussi symétrique définie positive, alors S™'BS~! est symétrique définie positive. En effet,

VX € Mp1(R), (ST'BST'X, X) = (BST'X, (S™HTX) = (B(S7'X), 571 X).

Or, VY € M,1(R),(BY,Y) > 0 < VX € M,1(R),(B(S71X),S71X) > 0 par le changement de
variable bijectif X +— S~1X (bijectif car S~! est inversible). Donc S~'BS~! hérite du caractére définie
positif de B. Ainsi, dans Iécriture ST!BS™ = PDPT| D vit dans D, (R%).

o (z)u(x) — o (z)?

9. f:t€Rw In(1+e) est de classe C? sur R et sa dérivée deuxieme vaut x — 2(2) avec
u?(x
x (1 — exp?
u:x+— 14 e® Donc [ = exp (1 + exp) 5 P _ %P~ 0. Donc f est convexe sur R.
(1 + exp) (1 + exp)?
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3 ON CONTINUE AVEC DE LA CONVEXITE

10.

11.

12.

Par 8, on a

det(A + B) = det(QQT + QDQT) = det(Q(I, + D)Q") = det(Q) det(QT) det (I, + D).
En notant D = diag(dy, - - - ,dy) et puisque B € S (R), ona D € D,(R%), et det([,+D) = ﬁ 1+d;).

1
Mais par 4 appliqué a la fonction de la 9, on a, pour \; = —, z; = In(d;) (défini car d; > 0 pour tout i),
n

In (1 + exp <i fjln(di)» Zln 1+ exp(In(d;)),
=1

=1

ce qui donne, apres simplificiation,

In (1 - H 1/"> < iznzln(l +d;) =In (ﬁa - di)l/”> :
=1 ]

Par croissance de exp sur R, on en déduit que

n

1+ [](d)/™ < ﬁ(l + d;)/m

i=1 =1
Ainsi,

det(A+ B)Y/™ = det(A)Y" TT (1 + dy) /"
=1

> det l/n (1 + H 1/n>

= det(A)'/" + det(A)l/” det(D)'/"
= det(A)/" + det(QDQT)/"
= det(A)/" + det(B)"/".

Déja, le résultat est clair si ¢ = 0 ou t = 1. Par 11, puisque ¢ et 1 — ¢ sont positifs donc que (1 —¢)A et
tB sont symétriques définies positives, on a

vt €]0,1[,det’/™((1 — t)A +tB) > det'/™((1 — t)A) + det'/"(tB) = (1 — t)det'/"(A) + tdet'/™(B).
Pour conclure, il s’agit d’établir I'inégalité suivante :
Va,b > 0,Vt €]0,1[, (1 — t)a + tb > a' ~'b’.
En effet, on a
In(a'=") = (1 — t)In(a) + tIn(b) < In((1 — t)a + tb)

car In est concave. On a 'inégalité voulue en passant la précédente a I’exponentielle. On applique alors
le résultat pour a = det(A),b = det(B) pour obtenir

vt €]0,1[, det'/" (1 — )4 +1B) > (det' " (A)det!(B))"".

On passe cette inégalité a la puissance n pour conclure.

Si maintenant A ou B ne sont que dans S, (R), disons seulement A, alors soit A est inversible (auquel
cas, A € STT(R), soit A ne lest pas.

Si A est inversible, alors I'inégalité tient comme prouvé. Sinon, det(A) = 0 et on réclame qu’un déter-
minant d’une matrice symétrique positive a étre positive, ce qui est toujours le cas. La disjonction tient
toujours sur B. Si maintenant A et B ne sont pas inversibles, alors on réclame encore une trivialité.

En passant au In, I'inégalité obtenue en 11 (possible car A, B vivent dans S;7"(R) donc que det(A) >
0,det(B) > 0), on obtient que Inodet est concave sur S; T (R).
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5 ET POUR FINIR... DE LA CONVEXITE!

13.

14.

15.

16.

17.

4 Encore de la convexité!

-1
Pour tout t € R* g(t) = det(l, + tA) = (—t)" det (tIn —A) = (—t)"xa(—1/t). Puisque A est
symétrique, A est diagonalisable. Ainsi
—1

o) = (- T X-NC1/0 =" ] (t—)\>: T+,

AESP(A) AESP(A) AESP(A)
car |[Sp(A)| = n. Ainsi, g est clairement de classe C* sur R en tant que produit de fonctions de classe
C sur R.

Par 13, on peut donc écrire

Vt€R+,ln(g(t):ln( 11 (1—|—t)\)): > Im(1+tA) < > tA=tTr(A),

AESP(A) AESP(A) (%) \eSp(A)

cette derniere car la somme des valeurs propres d’une matrice diagonalisable vaut la trace de la matrice.
On justifie (x * *) par la concavité de In(1 + -), affirmant que In(1 + z) est en-dessous de sa tangente en
0 d’équation x + x.

5 Et pour finir... de la convexité!

A est dans ;71 (R) donc inversible. Ainsi,
Vt € R, fa(t) = det(A + tM) = det(A) det (I, + tA~1 M) = det(A)g(t),

avec § : t +— det(l, +t(A"1M)). On va montrer que A~'M est diagonalisable, ce qui permettra, en
réutilisant les mémes arguments que dans 13 pour montrer que § est de classe C*° sur R, donc que f4
aussi. Pour montrer que A~!M est diagonalisable, fixons S dans S;F(R) tel que A = S? (par question
3). Alors A7'M = S71S7 M = 718~ 1MS~1S = S~ STIMS—1)(S~1)~1. Donc A~ M est semblable
a STIMS~!, qui est clairement symétrique réelle, donc diagonalisable par le théoréme spectral. Donc
A~IM hérite de la diagonalisabilité de S™1MS—1.
1

Supposons par I’absurde qu’il n’existe pas de rang au-dessus duquel la matrice A + —M soit sy-
métrique définie positive. Alors pour chaque entier k, il existe X; € M, 1(R) de norme 1 tel que
Xt (A + %M ) Xk < 0 (). Puisque le cercle unité pour || - || est un fermé borné en dimension finie,
c’est un compact : il existe alors une extractrice ¢ tel que X, converge dans M, 1(R), disons vers
Xoo. Alors I'inégalité  passe donc & la limite en X2 AX,, < 0, ce qui est absurde. Ainsi, il existe un

1
rang Ny tel que pour k > Ny, on a A + EM € STT(R).

1 1 1
On fait de méme pour A — %M pour trouver un rang N1 convenable. Avec g9 = min ( Nod 1 N+ 1),

et |t| < ep, le résultat tombe.
Pour tout t € R,
f1,(t) = det(L,, +tM).
Mais M est symétrique donc diagonalisable, donc par le méme raisonnement que 13, on en déduit que
fr, () = H (I+tN\) = 1+t Z A+o(t) en développant le produit. Donc f;, (t) = 1+tTr(M)+o(t).
AESp(M) XESp(M)
Si maintenant on considere A € S;F"(R), A est inversible donc

fa(t) = det(A+tM) = det(A)(det (I, +t(A™1M)).

Puisque A~'M est symétrique (méme argument que dans 15), le raisonnement précédent s’applique
encore pour le calcul de det(I,, + tA='M). On a donc

fa(t) = det(A)(1 + Tr(A M)t + o(t)) = det(A) + det(A)Tr(A~LM)t + o(t).

neqziquyQoutlook.fr Page 5
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5 ET POUR FINIR... DE LA CONVEXITE!

18.

19.

20.

21.

22.

23.

A+ tM est donc inversible. J’ai donc, en notant u(t) = A+ tM,

fa(t+h) — fa(t) _ det(u(t) + hM) — det(u(t))
h h
et(l, ! —
_ det(u(t)) 2t 1 2 HM) - 1

= det (u(t)) Tr(u™" () M),

la limite étant obtenue grace au développement limité précédent. Ainsi,
fi(t) = det(A +tM)Tr((A+tM)~ 1 M).

Je ne vois pas mieux, pour l’instant, comme résultat, mais cela semble suffisant au vu de la suite.
En dérivant 1’égalité ®(t)(A + tM) = I,,, on a ®'(t)(A+tM) + ®(¢t)M = 0. Ainsi, en 0, on a ¢'(0) =
—A'MA~!, car ®(0) = AL De fait, par Taylor, on a bien

(1), @ (0) + 1'(0) + o(t) = AT ATIM AT 4 o(2).

On remarque que ¢, = —(fa)™%, qui est une composition de fonctions dérivables pourvu que f4 ne

1
a . . .

s’annule pas : c’est le cas puisque |t| < g9 donc A 4+ tM est inversible pour tout |t| < g, donc son

déterminant est non nul. On a donc

VIt] < 0, ¢a(t) = — F4(O£2°7 (0.
Or, par 18, f4(t) = fa(®)Tr((A +tM)~*M). Donc
V|t] < co, () = —Te((A+ M) M) F1o7 1 (E) = —Te((A+tM) ™ M) f3°(2).
¢!, est dérivable en 0 en tant que produit de fonctions dérivable en 0 (la trace étant une application
polynémiale donc de classe C* et t — (A + tM) est supposée de classe C' en 0). Il faut toutefois

remarquer que la dérivée de t — Tr(A(t)) avec A(t), une matrice qui dépend de ¢ n’est autre que
t — Tr(A'(t)) (on réalise une dérivée coefficient par coefficient). Ainsi, par continuité du déterminant,

"(0) = ~Tr(~= AT MA™ M)det™(A) — Tr((A) ™' M)(~af4(0)f1*7(0)),
ce qui donne
©"(0) = Tr(A"'MA ' M)det™@(A) + aTr(A™ M) Tr(A M)det(A).
Apres réécriture, on a
©"(0) = det™(A)(Tr((A™'M)?) + aTr> (A~ M)).

On I’a déja utilisé plusieurs fois. Pour rappel, on peut écrire A = S? donc A~'M = S~1(S~tMS—1)S
et STIM S~ est symétrique réelle.
Déja, det™*(A) > 0 car A est symétrique définie positive. Notons C' = S~M S~! comme avant. Alors
Tr((A™1B) = Tr(0) et Tr((A71B)?) = Tr(C?). Ainsi, par Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire
matriciel M, N +— Tr(MTN),
Tr3(C x I,,) < Tr(CHTr(I,) = nTr(C?).

Ainsi,

1

Tr(C?) — —Tr?(C) > 0.
n

-1
Donc pour tout « > —, on a
n
Tr(C?) + oTr?(C) > 0,

ce qui donne finalement
Tr((A™M)?) + aTr?(A™1M) > 0.

Ainsi, on a bien ¢”(0) > 0.

neqziquyQoutlook.fr Page 6



cpge-paradise.com

5 ET POUR FINIR... DE LA CONVEXITE!

24. Puisque ¢”(0) > 0, ¢ est localement convexe au voisinage de 0 par continuité de ¢ (****) : il existe

donc n > 0, tel que ), , soit convexe. De fait, ¢ est au-dessus de sa tangente en 0, qui a pour équation
t = ¢(0) +t'(0) = —det™*(A) — t x Tr(A~ M )det™*(A). On obtient donc
Q
1 1
Vt €] —n,n[, —det™ (A +tM) > —det™*(A) —t x Tr(A™ M)det™(A).
« Q@
(****)

: au vu de lexpression de ¢/, cette fonction est continiment dérivable en 0.

FIN DU GUIET
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