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COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée : 4 heures)

T ; i igh ette épreuve.
L utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour ¢ P

Notations

L’objectif du probléme est I'étude de modéles matriciels de dynamique de populations. Nous

Uillustrerons avec des populations structurées en age. P 5
Soit d € N*. Pour des vecteurs ¢ = (T15:0 0y Ta)y ¥ = (Y1, -- ya) de R (ptipourtont:ftre
des vecteurs lignes ou colonnes dans la suite), on note

d

Izl = lail, llzll2 =

i=1

les normes 1 et 2 usuelles et d
(m,9) =)z
i=1

le produit scalaire canonique sur R¥.
On note R, I'ensemble des nombres réels positifs ou nuls et R% ’ensemble des nombres réels
strictement positifs.

Sim et n sont deux éléments de N* et si A est une partie de R, on note .#; n(A) I’ensemble

des matrices & m lignes et n colonnes et dont les coefficients sont dans A. Lorsque m = n,
on note .#;,(A) 'ensemble Ay, . (A).

Les parties 1, 2, 3 et 4 sont dépendantes. Dans ’ensemble du sujet, pour répondre & une
question, on pourra admettre les résultats des questions précédentes.

Premiére partie

Soit & 'ensemble des vecteurs lignes de taille d a coefficients positifs dont la somme des
coordonnées vaut 1 :

d
P = UE%l,d(R+):Zuj=1 .
4=1

On considére une matrice carrée P € .#4(Ry) telle que pour tout i € {1, ..., d}

d
z Fj=1
=1

On suppose de plus qu'il existe v € & et ¢ > 0 tels que pour tous i, j € e d);

]

ﬂ‘j B CDJ'.

1. Justifier que ¢ < 1.
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2. Montrer que si u € P, alors uP € 2.

3. Montrer que pour tous u,v € 2,

|uP —vP||; < (1= ¢)|Ju— v
(On pourra introduire R=P—cN ou N = (n;;)1<i<d avec n; j = v; pour tous 1 <4, < d.)

4. Soit (Zn)n € PN définie par récurrence par zg € 2 et

Tny1 = o P

Mo éri
ntrer que la série Z"I,H_ 1 — Zp||1 est convergente.
nz0

5. En déduire que (Zn)n converge vers un élément de 2.
6. Montrer qu'il existe un unique élément i de & tel que pP = p.

7. Montrer que pour tout n € N et tout z € 2,

P~ < 21— 9"

Deuxiéme partie

Soit M € .#3(R,.). On suppose que la matrice M posséde une valeur propre A > 0 et qu’il

existe h € .#y,(R}) vecteur colonne tel que :
Mh = Ah.
On suppose aussi qu'il existe v € 2 et ¢ > 0 tels que pour tous 4,5 € {1,...,d},
M;; = cvj.
On introduit la matrice P € .#4(R+) définie pour 1 < 4,5 < d par
M :hs
P;= Tzfif

8. Justifier que pour tout i € {1,...,d}, Zle Bi=t

9. Soit n > 1. Donner une expression des coefficients de P™ en fonction des coefficients de
M"™, het A

10a. Montrer qu’il existe u € &, C > 0 et v € [0, 1], tels que uP = p et pour tout n > 0,

d d .
Y3 A~ higd] < o

i=1 j=1
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" " ' = AT.
10b. Prouver qu'il existe un unique = € 2 tel que M =A

11. Considérons (cy,...,c4-1) € (R})? et P le polynome

X4 — g X1 ==X — o

Montrer que le polynéme P posséde une unique racine dans R%.

Considérons a = (ay,...,aq) € (R%)? et b = (by,..-,bd-1 ) €
matrice

e (R, )d-1 et introduisons la

ay b] 0 0 0

ag 0 b 0 0

a3 0 0 0 0

M= : ; ¢
ag—1 0 0 ... 0 bd-l

aq 0o 0 ... 0 0

= imera
12a. Justifier qu'il existe un unique couple (A, 7) € R% x Z tel que M = M. On expri

explicitement 7 en fonction de a et b et A.

12b. Montrer qu'il existe un unique h € .#;,(R") tel que (m,h) =1 et
Mh = Ah.

12c. En déduire que la suite (A\~"M"),5; converge quand n tend vers 'infini et donner
une expression de sa limite en fonction de h et p.

Troisiéme partie

Dans toute la suite du sujet, (2, &, P) désigne un espace probabilisé sur lequel seront définies
les différentes variables aléatoires du sujet. On admettra que toutes les variables aléatoires
introduites peuvent bien étre construites sur cet espace. On notera P(A) la probabilité d'un
événement A C Q et E(X) I'espérance d’une variable aléatoire X sur (2, &, P) & valeurs
réelles. On note également Var(X) la variance d’une telle variable aléatoire. Si A € & est
un événement, on notera 14 la variable aléatoire définie comme la fonction indicatrice de cet
événement,

On suppose que pour tous 4,5 € {1,...,d}, Nj; est une variable aléatoire & valeurs dans N et
telle que INZ; est d’espérance finie. Pour tout i € {1, ... ,d}, on introduit la variable aléatoire

& valeurs dans .# 4(N) :
Li = (Nit,-., Nia).

On considére maintenant une famille de variables aléatoires indépendantes  valeurs dans

#14N) k & k
T,
(L = (L3 Ly s 1

De plus, pour tous i € {1,...,d}, n > 1 et k > 1, on suppose que L* a'méme loi-que ;.
Soit Xo = (Xo,i)1<ica une varlable aléatoire & valeurs dans .# C;(N) telle que Xg est d’es-
pérance finie pour tout 1 < ¢ < d. Partant de cette valeur Initiale, nous deﬁmssons par

récurrence pour n 2 0 une suite de variables aléatoires X,, = (Kaiunog g d)
d Xﬂ i
T
i=1 k=1

3
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La v::gabie Xn.i pourmg S'interpréer comme le non
et L;j comme le nompye 4
n

On introduit M ¢ (R, )

wbre d'individus de type i a la génération n

enfants de type j pour le k-ieme individu de type i a la génération

la matrice définie pour i,j €{1,...,d} par

Mi; = E(Nyy).
On introduit z,, =

(I"J)lsisd € A1 4(Ry) défini pour n > 0 et j€{1,...,d} par

Tnj = E(X, ;).

13a. Montrer que, pour tous y € .4, dN)et1<j<d

1

E(Xnt151x,-,) = (yM);P(X,, = y).

.(Oﬁ, pourra utiliser sang démonstration le fait que les variables aléatoires L™* et 1x,=y sont
indépendantes. ) l

13b. En déduire que, pour tout n > 0,

$n+l - CCRM.

14. Soit . un ensemble fini et (Y;)

ic.# une famille de variables aléatoires indépendantes
deux & deux, a valeurs réelles et dont

les carrés sont d’espérance finie. Montrer que
2 2
E (Z Y;) = (ZE(E-)) + Var(¥y)
ey ief ieF

Pour u € #;,(R), on note T'(u) = (Ti(w))1<ica € R? le vecteur défini par

Ti(u) = Var((L;,u)) pourie (s iy
15a. Montrer que pour tous u € .#;;(R), y € M 4(N) et n >0,

]E ((X?H-ls u>21Xn=y) = ]P(Xﬂ = y) ((ys Mﬂ.)2 + (ys T(U))) .

(On pourra utiliser sans démonstration le fait que, pour tout n 2 0, les variables aléatoires

d
Z ujL:}kl Xn=y sont deux & deux indépendantes lorsque k et i varient.)
§=1

15b. Montrer que pour tous u € .#41(R) et n > 0,

E ({(Xn+1,4)?) = E ((Xn, Mu)?) + {moM™, T(u)).
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16.  Montrer que pour tout n > 0,

n—1-k,
E ((Xn,u)?) = E ((Xo, M"w)?) + Y (zoM", T(M *u))
k=0

(avec la convention que la somme indexée par k est nulle si n = 0).

Quatriéme partie

e symbole M désigne la

On utilise les notations de la partie précédente. En particulier l une valeur

et _ _ ) ; il existe
matrice introduite dans la troisiéme partie. On suppose maintenant qu il
t Y.
propre A > 0 et un vecteur propre colonne associé h € #;41(R}) :

Mh = Mh
et qu’il existe v € 2 et ¢ > 0 tels que pour tous i,j € {1,...,d},

M-;’ P 2 cvy.

17. Montrer qu'il existe 7 € P et i € M1 (RL) et C > 0et y € [0,1], tels que M =M
et pour tout n > 0,

d d
DD P — hims| < Gy
i=1 j=1

18. On suppose, dans cette question uniquement, que A €0, 1[. Montrer alors que E(|| Xn “1)
tend vers 0 quand n tend vers infini et P(3n>0: X, =0)=1. On dit que la population
s’éteint presque surement en temps fini.

19a. Montrer qu'il existe ¢y > 0 tel que pour tout u € My1(R), on a || T ()1 < collull3-

19b. En déduire I'existence de ¢; > 0 tel que pour tout u € Mq1(R), on a ||T(u)|1 <
e [lullf.

20a. Montrer que pour tous n > 0 et u € .#q(R) tel que {u,7) = 0,
1M}y < C (Ay)" -

20b. En déduire qu’il existe C; 2> 0 tel que pour tousn > O et u € Mq1(R) vecteur colonne
tel que (u,7) =0,

n-1
E ((Xn,u>2) <Q ”u”% (AZ’R (Z A—k72n—2k) oE (A’Y)zn) ]
k=0
On suppose dans le reste de cette partie que A > 1 et on introduit le vecteur ligne aléatoire

Wa=2""(Xn— | Xnll1m).
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n-1
ue la série ~k2n-
91a. Montrer q Z (Z ARy 2") converge,

n2l \k=(
21b Soit weE (R—%)d et soit € = (11 * iy 1]— Montrer que

(w - |]w||1'n-, T) = (w, 7 — ('n','rr)eg)

et que le vecteur ™ — (T, T)eg est orthogonal 3 7.

91c. Montrer quelasérie )" S E (|W, 13)

) est convergente, En déduire que la suite (E(|[Wn(|2))nz0
tend vers 0. (On pourra par exemple décomposer X n dans une base orthonormale bien choisie

d
de R%)

91d. Montrer que pour tout £ > 0,

lim P (||Wplly > €) = 0.

n—=oo

92. Montrer que Pévénement {n 11}111—100 Wi = Oga} est presque sir. (On pourra commencer

par calculer la probabilité de I’événement

{(Ym 20, k> m||Wila > e}



