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Mathématiques B MP 2023 (X)

Nguyén & Coudreuse
23 avril 2023

Je remercie F. Coudreuse pour l'aide qu’il a apporté & 1’élaboration de ce corrigé.

1 Premiére partie

1. Par théoréme du cours, si Z apz” et Z b,x™ sont deux séries entiéres de rayon > p, alors leur somme est
de rayon > p aussi. Ainsi, D,(R) est stable par somme.
Il en est de méme pour D, (M, »(R)) et D,(R,[X]) car la somme se fait coefficient par coefficient.

2. Par théoréme du cours, si Z anz" et Z b,x™ sont deux séries entiéres de rayon > p, alors leur produit de

Cauchy est de rayon > p aussi. Ainsi, D,(R) est stable par produit.
Soit A = (ai,j)KLKn et B = (bi,j)lgi,jgn deux éléments de Dp(Mn(R)), alors

n
[ABl;; = Z fikgr,; € Dy(R)
k=1
par propriété de sommes et produits. Ainsi, D,(M,(R)) est stable par produit.

3. L’application de restriction D,(R) — D,(R) est linéaire. On prend donc f € D,(R) et on suppose que
fiu, = 0. Comme f est développable en série entiére sur U,, on a

™) .,
n! v

+oo
Vo e Uy, f(z) =
n=0

Mais comme fy, = 0, alors Vn € N, f(”)(O) =0et donc, on a Vo € Uy, f(xz) =0, d’ou f =0.

Remarque : L’application de restriction D,(R) — D, (R) est aussi un morphisme d’anneaux qui est
injectif. L'identification de D,(R) & un sous-anneau de D, (R) se fait grace & ce morphisme.

+oo
4. Soit f € D,(R). Comme r < p, Z |an|r™ converge et donc || f]|, est bien défini.
n=0
e Si||f]l- =0, alors Z |an|r™ est une série & termes positifs, de somme nulle. Alors, ¥n € N, |a,|r" =0 et

neN
donc (a,) est la suite nulle. D’ou, f = 0.

e Si A €R, alors Z |[Aa,|r™ converge par linéarité et :

n

IAfle = D7 Panlr™ = ALY lanlr™ = (M1 f]l:

neN neN

e Si f (resp. g) est la somme de Zanx" (resp. anx") sur U,, alors Z |an + by |r™ converge et par
inégalité triangulaire :

If+gll-= Z |an + bn|r" < Z |an|r™ + Z o™ = (I fll- + llg]l-

neN neN neN



cpge-paradise.com

n

e On reprend les notations du points précédent, en notant ¢, = Z axby_k, on sait que Z cp, ™ converge

k=0
absolument par produit de Cauchy et :
n
I fall: = Z Zakbn—k "
neN |k=0
n
< Ol
neN k=0
= [fll-llgll-
5. Remarquons qu’on a pour tout = € [—r, 7], | Z lan|r™ = || fll» et donc || f]loc,(—r.r] < |If]lr, donc si
neN

» converge, alors oo.[—rr] cOnverge aussi. Donc, »n converge normalement sur [—r, 7], donc
7[ b ]
sur U,. On note f sa limite.

Il ’agit de montrer que f € D,.(R). Ecrivons f,(z Z ak ) gk pour z € [—r,7]. Alors, formellement, on a
kEN
f@) = Y fal2)
neN
-y (e
neN \keN
= Z (Z a,(gl)) z*
keN \neN

Sous réserve d’interversion, on a f € D,(R).

Pour 'interversion, on a Z |ak )|r = || fnll- et Z I fn]l- converge, on en déduit que la famille (a,(C Ik

keN

)(k,n)€N2

est sommable.

Soit N € N, on a

< XY W

r keENn=N+1
+oo
< % Ul
n=N+1
— 0

car Z | fn]l» converge.
6. (a) Supposons le résultat vrai pour toutes les fonctions f € D,(R) telles que f(0) = 1. Soit g € D,(R) tel

1
que ¢(0) # 0, on pose alors f = mg, de sorte que f(0) =
1 0 1 0 1
Par hypothése, il existe r €]0, p] tel que — = 90 € D.(R) et donc — x 9(0) = - € D.(R).
fg 9(0) g g

On suppose donc dans la suite sans perte de généralité que f(0) = 1.

(b) On écrit le produit de Cauchy de f par g de sorte que

fla)g(x) = <Z b k)

neN

et par unicité du développement en série entiére, on a alors
aobo =1 bo = 1

n .. n
n>1, Z arby_x = 0 d’ot, en utilisant ap = 1 Vn>1.b, _ Zakbnfk
k=0 k=1
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(c) La suite (anp™)nen est bornée car le rayon de convergence de Zanm” est > p. On peut donc trouve
M > 0 tel que Vn € N, |a,|p" < M. Quitte & changer M, on suppose que M > 1, de sorte que M < M"

pour tout n € N, ainsi
MN\"
n, lan| < ()
p

(d) On proceéde par récurrence forte sur n € N. Sin =0, by = 1 = ag, d’ou le résultat.
Soit n € N, on suppose que Vk < n, |by| < (2¢), alors, on a

n+1

‘bn-i-ll g Z |ak||bn+1—k|
k=1
n+1

Z Ck(QC)nlefk

k=1

N

n+1
— Cn+l § 2n+1—k
k=1

n
— Cﬂ,+1 Z 2k
k=0

= (20)”;1

(e) D’aprés la question précédente, an:ﬂ" a rayon > 2¢. On prend r = min(p,2c) et g la somme de

Z bpz™ de sorte que g € D,.(R) et par produit, on a fg € D,.(R) et par construction, on a fg = 1. Donc,

9= % € DT(R)

7. On a déja montré aux question 1. et 2. que D,(R) est un anneau. Soit maintenant f,g € D,(R) tel que
1 1
fg =0. On suppose que f # 0, alors il existe r < p tel que 7 € D, (R) et donc, 7 x (fg) =g=0sur U,. Et
donc, par 3., on en déduit que g = 0 sur U,. Ainsi, D,(R) est intégre.

2 Deuxiéme partie

8.(a) On fixe P = kaXk et Q = ngXk deux éléments de D, (R, [X]) et A € R.

k=0 k=0
n

e Si|Pls=0,alors Z | fill»s* = 0 qui est aussi une somme & termes positifs, ainsi Vi € [0,n], || f|l»s* =

i=0
0 et comme s > 0, || ;]| = 0 pour tout i € [0,n]. Et donc, par séparation de || - |, on a f; = 0 pour
tout ¢ € [0,n]. Donc, P = 0.
e On calcule, par homogénéité de || - ||,

IAPllrs =Y WA fillrs™ = 1A D 1 filles’ = A Pllrs
=0 =0

e On calcule, par inégalité triangulaire de || - ||,
n n n
1P+ Qllrs = D Ifs + gillrs” < DN fillrs" + D Nlgilles™ = [1Pllrs + 1Qllr,s
=0 =0 =0
Donc, | - [|,s est une norme sur D, (R, [X]).

(b) Si P = kaXk € D(R,[X]) et Q = ngXk € D, (R [X]). Alors, par produit de Cauchy de poly-
k=0 k=0
nomes et en utilisant le fait que D,(R) est un anneau, on a PQ € D, (Ry1n[X])-
En fait, en utilisant l'intégrité de D,(R), on peut méme étre plus précis et montrer que deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).
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2n k
On suppose que m < n et on pose g; = 0 pour m > n de sorte que PQ = Z (Z fegk(> X% et on a
k=0 \¢=0

par sous-multiplicativité de || - ||, :

2n

1PQlrs = >

k=0

k
> fegr—d| s

£=0

T

2n k
> (Z |f4r|gker> sk

ﬁ:O =0

P QHT,S

N

4
|r,s

9. (a) On identifie naturellement D,(R)[X] avec D,(R[X]). Comme D,(R) est intégre, on peut appliquer le
théoréme de division euclidienne dans D,(R)[X]. ce qui donne le résultat.
n—d

n
(b) On suit l'indication et on commence par supposer que B = X4, On écrit A = Z a; X' Q= Z quj et
i=0 §=0
= ri si0<j<d—1
— v I <2 _ d - J X X -
R ZOT]X . L’égalité A = X“Q + R donne alors a; { Gjoa sid<j<n-—1 et donc, on a
j:
HA”T,S = HXdQ”T,s + ”R”T,s = SdHQ”r,s + HR”T,S
On a alors )
1Rllrs < [Allrs et 1Qllrs < ZllAllrs

ce qui est I'inégalité recherchée car B = X9,

Dans le cas général, on écrit C = B — X% qui est de degré d — 1. Alors,
A=BQ+R=QX*+QC+R

ce qui s’écrit A — QC = QX? + R et donc via le cas particulier précédent, on a :

s7Q

rs S A= QCllrs < [|Allrs + 1Q]lrs[|C]

T8

et donc, on a

[A_r,s [Allr,s
< = = 2
19l < 3 e = =15 - x71..
D’autre part, on a
||R||ns < ”A_QC”T,S
< Allrs + HQllr,s‘iICI rs
Cllr,s
< A 14 NZlms
<t (1+ e
59| Allr,s

st —||B — Xd”r,s

10. On écrit la division euclidienne de P par F : P = QF + R. Comme R € D,(R4-1[X]) et F € D,(Ry[X]), on
en déduit que '+ R est de degré d, dont le coefficient dominant est celui de F' qui est 1 car F' est unitaire.
Donc, F' + G est unitaire.

D’autre part, en évaluant en ¢ = 0, on a Q|,—o et Rj;—o sont le quotient et le reste de la division euclidienne
de Py—g = X" par Fj;—g = X4, On en déduit que Rj;—o = 0 et donc (F + R)jy—g = Fji—o = x4,
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11. Soit f € D,(R), ainsi (anp™)newn est bornée par un réel M(f), car la série entiére est de rayon > p. Alors, on

a
[ £llr,s = 1£(0)] Z |an |

n>1

rn
= Z |anpn|p7

n>1

i=g(r)
On peut étendre cette inégalité aux polynémes F' € D, (R,[X]), en notant M (F) = max M(f;) et on trouve

n

1F s = || Flmol|, < M(F)g(r) Y s

On a des constantes C7, Cs et Cs telles que

ag < s (Fo)y=o — X||, + s Crg(r)kals)
= Cig(r)s™ka-1(s)

et,

SidHRO| T8

57| Ryi=ol|, + Cag(r)s™ka—1(s)
Cag(r)s™kq—1(s)

€0

NN N

car Rj;—o. Et enfin,
Bo < [[(Qo)je=o — 1|, + C39(r)kn—a(s)

On a de plus ilg% HQ\t:o - 1”5 = ](Qo)‘tzo(o) - 1‘. Or, on a

fa(0) = (Pi=0)a

Z (FU)lt:O)i((QO)lt:O)j

itj=d
= Y HO)((Qo)m),
it+j=d

= (Qo)jt=0(0)fa(0)

et comme f3(0) =1, on a (Qo)4=0(0) = 1 et donc, on a

tim Qo — 1], =0

1
Ainsi, on peut trouver s > 0 tel que H(Q0)|t:0 — 1HS < 3 Et comme lir% g(r) = 0, on peut trouver r > 0 tel
que r—
L 1 » 1
Crg(r)s™“ka—1(s) < G o Cag(r)s™%kq—1(s) < -
Et ainsi, on a
1 1
ag+2e0< 5 et ag+fo< g
3 3
12. On a
(Qiv1 — Qi)Fi1 + Ripn = QipiFip1+ Ripn — QiFigy

P—Qi(F; + R;)
= QiFi+R;—Q:F; — QiR;
= (1-Qi)R;
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13.

14.

d—1
15.(a) On écrit Ry = Y ¢\"X7 et F; = X1+ > f19x7 avec fi”,q\" € D,(R). On a Fipy — F; =

On a Fjq —Xd:FZ-—Xd—i-Ri et donc

s Figr — Xy
s_d”Fi - Xd”r,s + S_d”Ri”T,s
o; +€;

Qi1

Al

D’aprés 12., Q;41 — Q; et R; 41 sont les quotient et reste de la division euclidienne de (1 — Q;)R; par Fji1.

Ainsi, si a;41 < 1, on a ||Fi4q — Xd||r’S < 1, on peut appliquer les relation de 9b. et

||(1 - Qi)RiHr,s

" st — [|Fipr — Xl

civ1 =5 "|Rip1

Mais comme d’autre part, on a
H(l - Qi)RiHns < ||1 - QiHT,SHRiHT,S = Sdﬁi‘gi

et donc, on a

De méme, la seconde inégalité donne

< (1= Qi)Rillrs  Bigi

8 -
g st — sy 1—a

Qit1 — Qi

Comme d’autre part, [|Qit1 = Qillr,s = [|Qi = 1lr,s = [Qit1 = 1|5, on a

Bi€i
. < i - -
Biv1 < Bi + 1— o

On montre ces relations par récurrences. Pour i = 0, c’est trivial. Supposons que ces relations soient vraies

pour ¢ € N.

o; + &5

ag + 2g9 — 2171‘60 + 27i€o
ap + 260 — 27 %

o +2(1—27" g

Qi1

[LI/AN/AN

1
En particulier, o;+1 < ap + 2¢p < 3 < 1 et donc on peut appliquer les inégalités de la question précédentes

. 1 1 1 1
etenutlhsantai<a0+2€0<§etﬁigﬁo—i—eogg—i—é:i:
Bi 3 1
€i+1<€il_ai < 1_%61‘:*61

Ce qui donne ;41 < 27" 1¢y et donc, on a

Bi

].—Oél'

Biv1 < Bi g <Bi+2 g < Bo+(1—2ep+27 " eg =Bo+ (1 —27"Y)gg

d—1

=0 =0

qj(,i) - fjm'l) - f;i) et donc

d—1
SN 16 s

Sl <
ieN k=0 ieN
= Z ”Ri”ns
ieN
< g Z 27!
ieN
< 2¢9
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16.

17.

18.

19.

Et donc par la question 5., E q](-z) converge normalement vers une limite notée ¢;, et la convergence a
€N
lieu pour || - ||,
n

Or qu(-i) = f;"H) — f;o) et donc fj(") converge pour || - ||, vers une fonction f;.

d—1
On pose F = X4 + ijXj € D, (R4[X]) et on a
j=0
d—1 »
— LN S
—ZHJC] fillrs n_>—+>000
j=0
Et donc, (F,,) converge vers F' pour la norme || - ||, s et F est bien unitaire.

Enfin, par convergence de f;") vers fj,ona f;(0) = lim f(")( 0) = 0 et donc, Fji—¢ = x4,

n—-+4oo

] 1
(b) Draprés la question 13., on a ”QiJrl - Qi”rﬁ < 1 & gi < §€i et donc, on a
—
€ _. 2
Z”Q“‘l = Qillr,s < 3022 t= ?O <+
ieN i€EN

Et donc, par un raisonnement analogue & la question précédente, (Q);) converge pour || - ||, s converge vers
Q €D, (Rnfd[X]) En outre, comme ||R7J||T,s = ||Fi+1 - FiHT,s — 0.
Dans I’égalité P = Q;F; + R;, on trouve P = QF. D’ou ce qu’on cherchait.

Soit P € D (Rn[X]) et A racine de P;—, de multiplicité d. Soit Q(X) = P(X + A).

n

On écrit Q(X ZgJXJ Comme Qpi—g = Q|i=o(X + ) = 0 et donc 0 est racine de ) d’ordre d. Ainsi, on
7=0
a go(0) = ... = g4—1(0) = 0 et g4(0) # 0, sinon 0 serait racine d’ordre d + 1.

1
Soit p1 < p tel que gq4 # 0 sur U, , alors il existe ps < p1 tel que — € D,
9d

~ 1 ~
On pose Q = —P € D, (Rn [X]) Alors, @ vérifie les conditions des questions précédentes, il existe donc

p3 < po, F € DPS (Rq[X]) unitaire et G € Dy, (R,,— aX ]) tel que Q = F@ et Flemo = =X

On pose F(X)=F(X —\) et G = g4G, on a P = FG, F|t 0= (X =A% et G est unitaire car P = FG Dest.
Par continuité de f en 0, il existe 1 < p tel que f > 0 sur U,,. Soit P = X% — f € DP(RQ[X]), f(0) est
racine d’ordre 1 de P, donc il existe o < p, F,G € D,, (R1[X]) unitaires tels que P = FG sur U,,.

Soit ps = min(ry,r2). On écrit ' = X — g1 et G = X — gp sur U,, avec g1,g2 € D,,(R). Alors, par
identification, g, + g2 = 0 et g1g2 = — f de sorte que g? = f et donc g, = \/? sur Uy, .

3 Troisiéme partie
M;—o est symétrique réelle, donc par le théoréme spectral, il admet une valeur propre réelle.

Ona M — )\In S DP(Mn(R)) On écrit M = (fl,j)lgl,jgn avec fi,j eD ( ) AlOrS flj Z tn
nEN !

pour t € U, . En particulier, M,—o = AI,, (car diagonalisable avec A pour seule valeur propre) et donc

fi,;(0) = Ao, ;. Ainsi, on a

(n+1
(M—Aln)l,jzzfﬁ t”—tzf ()

n>1 neN
::(MU)%J (t)

On a My € D,, (S, (R)) et M — X, = t M, sur U,
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20.

21.

22,

Soit Fy = Fly—p = (X — )\)d et Go = G|4—o et Mo = M;—o de sorte que Ag = Fo(Mp) et By = Go(My). Alors,
XMo = F()Go = (X — )\)dGo

Comme A\ est valeur propre d’ordre d, on en déduit que Gq est premier avec Iy et donc par le lemme des
noyaux et le théoréme de Cayley-Hamilton, on a

R" = Ker((My — My)*) & Ker(Go(Mo)) = Ker(Ag) & Ker(By)

avec Ker(Ap) de dimension d et Ker(By) de dimension n — d.

On considére (a1, ..., aq, b1, ..., bp—q) une base de R"™ adaptée & la décomposition précédente. Soit U € M,, 4(R)
la matrice de (as, ..., aq) dans la base canonique de R" et V' € M,, ,,_q(R) la matrice de (b1, ...,b,—q) dans la
base canonique. Alors,

e Im(ByU) = By(ImU) = By (Vect(al, ey ad)) = ImBy car Byb; = 0.

e De méme, Im(A4gV) = Im(Ap) car Aga; = 0.

e Soit (;) € R” avec z € R? et y € R" 4 tels que (BOU AOV) (;j) = 0. Alors, BUz =0 et AgVy = 0.

Donc, Uz € Ker(By) et Vy € Ker(Ap). Mais on a construit U a valeurs dans Ker(Ag) et donc Uz €
Ker(Ap) N Ker(By) = 0. Comme U est injective, on a 2 = 0. De méme, on a y = 0. Et donc, la matrice
(BoU AoV est inversible car injective.

Q est inversible & t = 0 et donc det(Q) # 0 sur un voisinage U,., de 0 par continuité du déterminant. Comme

det(Q) € D,, (R), il existe p2 < 71 tel que
D,, (M, (R)) et donc

€ D,,(R). Enfin, la comatrice de @ est un élément de

1
det(Q)

Q= Com(Q)" € D, (M,(R))

1
det(@Q)

(a) Q est bijective sur Uy, et donc (B,U  A,V) est inversible pour tout a € Uy,. Comme (B,U A,V (‘;) =

B,Ux + AV, on a Im(B,U) + Im(A,V) = R".
En outre, si z € Im(B,U) N Im(A,V), on écrit z = B,Uz = A,Vy pour z € R? et y € R"™% On a

z=(BU AJV) (g) = (B.U A.V) (2) et par injectivité, on a z =y = 0 et donc z = 0. D’out :

R" = Im(B,U) & Im(A,V)

(b) On a facilement Im(B,U) C Im(B,) et Im(A,V) C Im(A,). En outre, B,A, = A,B, = (FG(M)), =
P(M)q = xm,(Mg) = 0 par le théoréeme Cayley-Hamilton. Ainsi, on a Im(B,) C Ker(A4,) et Im(4,) C
Ker(B,).

On a enfin, rg(B,U) = n — rg(A,V) > n — rg(A,) = dim (Ker(A,)) et donc par égalité des dimensions
on a
Im(B,u) = Im(B,) = Ker(4,)

et par le méme raisonnement, on a

Im(A,V) =1Im(A,) = Ker(B,)

23. Soit (eq,...,ey) le base canonique de R". Pour i € [1,d] et j € [1,n — d], on pose a; = Qque; = B,Ue; et

bj = Quearj = AdVeay; de sorte que (ay, ..., aq, b1, ...,by—q) est une base de R”, on note Q' la matrice de
changement de base.

Ainsi, Q, ' M,Q, est la matrice de ’endomorphisme canoniugement associé a M, vu dans la base (a1, ..., aq, b1,
Or (a1, ..., aq) est une base de Im(B,U) = Ker(A,) = Ker(F,(M,)) est stable par M,. De méme, (b1, ..., by—q)
est une base de Im(A4,V) = Ker(B,) qui est stable par M,. Donc, dans cette base, M, est diagonale par
blocs et donc il existe M} et M2 tel que Q' M,Q, = diag(M}, M?).

Les fonctions M*' et M? définies sur U,, sont polynomiales en les coefficients de Q 'MQ et donc sont dans
DP2 (Md(R» et DPQ (Mn—d(R))'

s boa).



cpge-paradise.com

24.

25.

26.

Comme M, est symétrique, A, et B, aussi, car sont des polynomes en M,. On en déduit donc que si z € R?
et yc R" 4 ona
(BUx, A Vy) = (A B Uz, Vy) =0

Car A,B, = 0 et donc la somme est bien orthogonale.

On pose f(a) = B,Ue; pouri € [1,d] et g¢¥)(a) = A,Vej4q pour j € [1,n—d]. De sorte que £ € D, (R?)
et g e D,, (R"™%) et (fD, .., £ D) est une base de Im(BU) et (¢, ..., ¢~ ?) une base de Im(AV).

On note f(l), ...,f(d),ﬁ(l), ;7" une base orthogonale obtenue en appliquant I’algorithme de Gram-
Schmidt sans renormalisation. On note S la matrice de passage de f vers f et 52 celle de g vers g, alors les
coefficients de S* et S? sont polynomiales en les f) et ¢U) et donc dans D,,.

Notons que Hf(i) H27 Hﬁ(j) H2 sont dans D,,, non nulles en 0 et en appliquant la question 17., on peut trouver
ps tel que ||f(i) |’,l|§(j) || sont dans D,,,. Quittg a encore réduit ps, leur inverse sont aussi dans D,,,.
Soit Ry = diag(||f(1)||_1)5'1 et Ry = diag(||§(])||__1)52. Alors, Ry ! (resp. Ry!') sont les matrices de passage

(&) (d) _ el
de (f(l), ...,f(d)) vers <||];7(1) sy r}(d) (resp. idem pour les g\ et les gi)

g

Comme Ry, Ry € D,, et que det(R;) # 0 sur U,,, on utilise le méme raisonnement que la question 21.,
on a Ry € GL4(D,,(R)) et Ry € GL,—q(D,,(R)). Alors, Qdiag(R1, Ry) est orthogonale comme matrice
de passage d’une base orthogonale vers une autre. Alors, P = Qdiag(R1, R2) est orthogonale et PTMP est
diagonale par blocs.

Soit M € D,(S,(R)). On raisonne par récurrence forte sur la dimension n. Si n =1, c’est trivial en prenant
P=1.

Soit m > 2, on suppose le résultat vrai pour tout k < n. Soit A une valeur propre de M;—¢. On peut alors
trouver p; < p et P orthogonale telle que PTMP = diag(My, Ms) avec M, et My symétrique de taille
strictement plus petite que n.

En appliquant I’hypothése de récurrence, on peut trouver ps < p1, Py, P> orthogonales telles que PlT M P,
et P2T M, P, sont diagonales. Alors, si R = Pdiag(P;, P») est orthogonale et on a RT MR est diagonale sur U, D3

Ceci conclut la preuve du théoréme par récurrence.
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