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Remarques préliminaires : Ce corrigé est loin d’étre complet et de la rédaction attendue. Il s’agit plutot
d’éléments de correction & adapter pour obtenir un format correct de solution attendu aux concours. Beaucoup de
points méritent plus de rédaction notamment le prolongement de certains morphismes en applications linéaires, la
deéfinition du degré sur K[X7, ..., X,,], etc.

Je remercie aussi F. Coudreuse pour sa participation & 1’élaboration de ce document.

1 Exemples et contre-exemples pour les propriétés (F) et (T'F)

1. On suppose que A a la propriété (F'). Soit S = (s;);c; une partie génératrice finie de A, de sorte que tout
n
élément = de A s’écrivent sous la forme x = Zpisi avec s; € S et p; € Z, pour un certain entier n € N. On
B i=1
écrit F' = sz‘Xi de sorte que = F(sy,..., $p). Ainsi, A a la propriété (TF).
i=1
2. Soit z € A(S1), on écrit z = F(sgl),

2 .
Fl(sg ), .., 512, ainsi, on a

1)

i

) _

s1) avec sl(-l) € S1. On écrit chaque s;’ sous la forme s;

ceey Spn

z=F(F (s, s?), L F(s, ., 52)) € A(Sy)

*tren

3. Tout groupe abélien fini a clairement la propriété (F), il s’engendre lui-méme. On note (eq, ..., e,) la base
canonique de R", alors pas définition de Z", il est engendré par (e, ...,e,.), donc Z" a la propriété (F).

4. On note S = {X;,..., X,,}, de sorte que tout élément de Z[X1, ..., X,,] est bien un polynéme en les Xy, ..., X,
par définition, donc Z[X71, ..., X,,] a la propriété (T'F).

Soit S une partie finie de Z[X}, ..., X,,], alors tous les éléments du sous-groupe engendré par S ont un degré
majoré. Ainsi, S n’engendre jamais Z[X, ..., X,].

1
5. Soit S une partie finie de Q et d un entier tel que dS € Z, alors S C Z [d] qui est un sous-anneau de Q,

1 1 1
donc A(S) C Z {d] Or si p est un nombre premier qui ne divise pas ¢, on a » ¢ 7 [d}’ ainsi A(S) n’est

jamais égal & Q.
2 Comportement des propriétés (F') et (T'F) via a vis des morphismes

1. Si @ € N" s%crit (aq,...,a,), on écrit X = X{.. X de sorte que (X)yen» engendre Z[X1, ..., X,].
Il suffit donc de verifier la propriété pour F = X%, ce qui est immédiat par la propriété de morphisme

d’anneaux.
2. (a) Si f est un tel morphisme, alors f(X®) = b{"...bo" et ceci définit f de fagon unique sur Z[Xq, ..., X,].
Réciproquement, si on pose f(X®) = bf'...b0", on a bien f(X;) = b; et un morphisme d’anneaux

Z[X1, ..., Xn] — B.
(b) On suppose que B a la propriété (T'F'), on note S = (by, ..., b, ) une partie finie de B telle que A(S) = B.
Il existe alors un unique morphisme d’anneaux Z[X7, ..., X, i) B tel que f(X;) =b;.
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Reste a voir que f est surjective. Si b € B, on écrit b = F(by,...,b,) avec F € Z[X1, ..., X,,] et donc on a

F(F) =b.

Réciproquement, on suppose qu’on a un morphisme surjectif Z[X7, ..., X,,] . B. On note b, = f(X;) et
S ={b1,....,bn}. Si x € B, il existe F € Z[ X1, ..., X,;] tel que f(F) =z, ie F(Xy,...,X,) =b.

(c) Si M a la propriété (F), on note S = (s1,...,s,) une famille finie qui engendre M. On définit un mor-
phisme de groupes f tel que f(e;) = s; que 'on étend par Z-linéarité (notion non au programme, mais
se généralise sans difficulté). Alors, f est un morphisme surjectif Z" — M.

Réciproquement, si on a un morphisme surjectif Z" 4 M. On note (e1,...,e-) la base canonique de Z"
et s; = f(e;). Ainsi, S = {s1, ..., s} engendre M par surjectivité de f.

(d) Si A — B est surjectif et A a la propriété (T'F), alors on a une chaine de morphismes surjectifs
Z[Xy,...,X,] — A — B, en particulier la composition Z[X1, ..., X,;] — B est surjective, donc B a la
propriété (T'F).

Le résultat est exactement si on remplace (TF) par (F) et par exactement le méme argument.

3. Les sous-groupes de Z sont de la forme mZ avec m € N : si m = 0, mZ est trivial. Si m = 1, on a un
isomorphisme Z — mZ en envoyant 1 sur m.

Supposons que x + me; = 0, alors p(x + me;) = ma = 0 et comme a # 0, on a m = 0 et donc z = 0. Ainsi,
ce morphisme est injectif.
Réciproquement, si x € M, alors p(z) = am pour un certain m € Z et on a * = (x — mey) + me; et
p(xz — mey) = p(x) —mp(e1) = p(x) — am = 0, donc x — me; € Ny. Ainsi, ce morphisme est aussi surjectif.
4. Le noyau de p est isomorphe & Z" ™! et donc N; est isomorphe & un sous-groupe de Z" 1. Ainsi, par hypothése
de récurrence, il existe r tel que V7 soit isomorphe & Z". Et comme M est isomorphe & N7 x Z, il est isomorphe
a Z"! dans le cas ol a # 0 d’aprés la question précédente.
Sinon, p(M) = 0 et donc M est un sous-groupe de Z"~ ', donc dans ce cas aussi, par hypothése de récurrence,
il est isomorphe a un Z".
5. Soit 7,7 deux entiers tel que M soit isomorphe a Z" et z. Alors, on a un isomorphisme de groupes entre
7 et 7'
Soit (e, ..., e,) la base canonique de Z", alors on peut étendre "isomorphisme précédent en une application
Q-linéaire entre Q" et Q’”/, celle-ci reste injective. Son inverse s’étend aussi en une application Q-linéaire
entre @T/ et Q", ainsi, on a un isomorphisme de Q-espaces vectoriels entre Q" et Q’“,, dot r =17'.
6. (a) Quitte a remplacer S par l’ensemble des monomes (ie de la forme X™Y™ pour m,n € N) constituant les
élements de S, on suppose que S ne contient que des monomes de la forme a XY,
On écrit la division euclidienne de b par a —1: b = (a —1)g+r avec r < a — 2 de sorte que aX*XP**" =
a(XYP)* XY™, On note alors m = ({p, r, XYPOtT ¢ S} ,1) qui est fini car S est fini. On a alors
SCA{X,XY,..,XY™}) et donc,

A(S) C A({X, XY,...,XY™})

(b) Soit R,, I’ensemble des éléments de B qui s’écrivent comme somme de monoémes de la forme X'Y7 avec
j < mi. Alors, B contient {X, XY,..., XY™} et B est stable par addition.
Si j < mi et j < mi, alors (XY (XYY?) = XY avec j + j/ < m(i +1i'), dout la stabilité par
produit.
Ainsi, R,, est un sous-anneau de B et donc A(S) C A({X,XY,..,XY"}) C R,, et donc N = m
convient.

(c) Si S est fini, il existe m > 0 tel que A(S) C R,,, mais si k > m, alors XY* n’est pas dans R,,. Ainsi,
R, # B, dou A(S) # B. Ainsi, B n’a pas la propriété (T'F).

3 Déterminants sur un anneau commutatif

1. Soit S I’ensemble des coefficients des matrices de E qui est fini car E est fini, et B = A(S) convient.
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2. (a)

Comme A est intégre, on peut construire son corps des fractions K de la fagon suivante : K = A x (A '\
{0})/ ~ ot ~ est la relation d’équivalence (a,b) ~ (c,d) ssi ad = be. On laisse la vérificaton que K est
bien un corps et que A s’identifie au sous-anneau de K engendré par (1,1).

Alors, M,,(A) est un sous-anneau de M, (K). La formule étant vraie dans M, (K), elle reste vraie par
restriction & M, (A) car si M € M, (A), alors det(M) € A et M € M, (A).

Soit B L5 Aun morphisme surjectif avec B intégre qu’on étend en un morphisme surjectif f: M,(B) —
M, (A). On a la propriété

f(det N) = f ( > a(o)HNi,w)) =Y (o) [ f(Nios)) = det f(N)

cEGS, i=1 ced, i=1

—_— ~

Ainsi, on a f(N) = f(N). Donc, si M € A, on écrit M = f(N) avec N € M,,(B) et alors
MM = f(NN) = f(det(N)I,) = f(det N)I,, = det(M)I,

On reprend S de la question 1 et B = A(S) assoié. Alors, M € M, (B) et M € M, (B) et B vérifie
(TF), donc on a un morphisme surjectif Z[ X1, ..., X,,] — B pour un certain n et comme Z[X1, ..., X,]
est intégre, on a le résultat via la question précédente.

Le raisonnement est exactement le méme : si A est intégre, on a le résultat en plongeant A dans son corps
des fractions. Si on a un morphisme surjectif B — A avec B intégre, le résultat tient toujours.
Pour le dernier point, il s’agit de prendre S associé & E = {M, N} et le résultat s’applique de méme.

Soit (eq, ..., es) la base canonique de A°, ie e; = (0,...,1,...,0) avec 1 en i-éme position. Par surjectivité
de u, il existe Xy, ..., X; € A, tel que u(X;) = MX; = e; et on pose N = (X1]...|X,) € M, s(A) de sorte
que MN = I,.

On a M1N1 =MN = Is.

) Mais comme r < s, M; contient une ligne compléte de 0 et donc det(M;) = 0 et donc par produit

det(Is) = 0, ce qui n’est pas. Donc, r > s.

i) = ii). Si u est surjective, on trouve N tel que MN = I, et donc det(M)det(N) = 1 et donc
det(M) € A*.

1) = 1) On pose N = det(M)*leJ/ qui convient par la formule de 2..

i11) = iv) Soit v : A" — A" définie par v(Y) = NY, alors vou = Id et wov = Id, donc u est bijective.

iv) = 1) est trivial.

4 Equivalences de matrices de M, (Z) et M, (C)

1. (a)
(b)

Si M,N € GL.(A), det(MN) = det(M) det(N) € A* car A* est un groupe. Enfin, si A € GL,.(A), alors
on définit son inverse par det(A) ™' A € GL,(A), donc GL,(A) est bien muni d’une structure de groupes.

Sans difficulté.
o M ~MavecU =1,etV =1,.
e SiL~Met M~ N,onécrit L=UMV et M =UNV’ alors L= (UU')N(VV') et L ~ N.
e Si M ~ N, on écrit M =UNV et alors N =U MV ~'et N~ M.

2. On note ¢ (M) I'idéal de Z engendré par les mineurs de taille & de M. Il s’agit de montrer que ¢ (M) = ¢ (N).

>
On montre que cx(MQ) C cx(M). En effet, on a colonne;(MQ) = qucolonnek(M). Et donc, par

k=1
multilinéarité alternéede det, on a pour tout I C [1,s] et J C [1,7] de taille k, on a, en notant det(MN); s
le déterminant de la matrice extraite (MN)(; jyerxs

det(MN)],J S Z Adet(MI,K)
KC[1,q],Card(K)=k
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Ainsi, ¢ (MQ) C cx(M). Et comme Q est inversible, on a cx(M) = ¢, (MQQ ™) C cx(MQ) C ¢ (M).
En développant de méme selon les lignes, on trouve c;(PM) = ¢, (M) pour P € GL,(A).

Ainsi, si M ~ N, on a cx(M) = ¢, (N) et donc mg (M) = mg(N).

3. Non, A = (é 8) et B = ((2) 8) ont méme rang, donc sont C-équivalentes, mais mq(A) = 1 et my(B) = 2.

5 Sous-espaces de M,,(C) constitués de matrices de petit rang

1. Quitte & réduire r, on suppose que V contient une matrice de rang exactement r. Pour tout P,Q € GL,,(C),
M €V — PMQ est un isomorphisme linéaire qui laisse le rang invariant, donc quitte a prendre PV @ pour
P, Q tels que M = PAQ, on suppose que A € V.

2. (a) On considére la matrice B—AA qui doit avoir un rang < . Ona B—MA = (BMB Al gu) . On consi-
2,1 2,2
N . . , . . Bii—XM, Y
dére une matrice extraite d’ordre 7 + 1 qui borde B; ; — AL, qui est donc de la forme ’ X b
i i

ol X; est la i-iéme ligne de By et Y la j-iéme colonne de By s et b; ; le (4, j)-iéme coeflicient de By o.
Alors, son déterminant est identiquement nul car B — AA est de rang r. Mais cette application étant poly-
nomiale, tous ses coefficients sont nuls. On va alors développer et identifier les deux premiers coefficients.

On note (eq, ..., e,) la base canonique de R", (C4]...|C}) = (;?) de sorte que

f(A) = det <cl —ep, ..., Cp — Aep, G’)a))

e Le coefficient en AP est (—1)Pb; ; = 0 et donc on a déja By o = 0.

n
e Le coefficient en AP~ ! se calcule comme suit. On écrit X = (1, xp) 8 Y = : |- Alors, le
Yp
coefficient en A\?~1 est
- Cl,k Y1
p ’ c‘ y P e y
k,k k -1 kk Yk
Z . . . = (=X Z zr O
k=1 : .. : k=1
Cp,k =AY
0 ce Tk ce 0 0

Ce qui s’écrit finalement (fl)plein = 0, mais comme X; est la i-éme ligne de By ; et Y; la j-iéme
colonne de By 2, 0on a By 1812 =0.
(b) Comme B+ C € V, on a par la question précédente, (Bz1 + C2.1)(B1,2 + C12) = 0, ce qu’on développe
en utilisant By 1B1 2 = C3,1C1,2 = 0 en I’égalité recherchée.
3. (a) Montrons que Im(¢)) C ¢(V)*. Soit B € W et C € V, on a ¢(C) = (Cy1,C12). Alors,

Y(B) - p(C) = Tr(B2,1C1,2)

Or,on a By 1C1 2+ Cz1B1,2 =0 et comme By 5 =0 car B € W, on en déduit que By 1C; 2 = 0 et donc
Y(B) - ¢(C) = 0 pour tout C € V et donc Im(zp) C p(V)*.

On a dim (¢(V)*) = dim (M,,,»(C)) — dim(¢(V)) = rm — dim (¢(V)) et que rg(¥) < dim(¢(V)) par
inclusion, on en déduit que

dim (p(V)) < rm —1g(s)
Or 9 est injective. En effet, si Tr(Bs,1C1,2) = 0 pour tout C = (C1,1,C12) € M, ,,(C), alors Tr(By 1 D) =0
pour tout D € M, ,,,—(C) en prenant C = (0, D). Et en prenant pour D les matrices élémentaires, on
trouve By 1 = 0. Ainsi, rg(¢) = s et donc

dim (o(V)) <rm —s
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(b) Soit K l’ensemble des matrices de V' de la forme (3171 Blyg) de sorte que V = K @ W. Alors, ¢ est

bijective de K sur ¢(V), d’inverse (By,1, B1,2) — (Bé’l B(l)’2>. Ainsi,

dim(V) = dim(K) + dim(W) = dim (¢(V)) + s < mr
4. (a) Soit ¢: A € My, n(C) — (A O) € M,,(C), alors v est injective et préserve le rang. En particulier, si £
est un sous-espace de M, ,(C) ne contenant que des matrices de rang < r, alors ¥(E) est un sous-espace
de M,,(C) ne contenant que des matrices de rang < r. Ainsi, par injectivité de 1, on a

dim(E) = dim (¢(E)) < mr

(b) On considére le sous-espace de M,, ,,(C) dont les matrices ont les n — r derniéres colonnes nulles qui est
un sous-espace de M, ,,(C) de dimension mr o toute matrice est de rang au plus 7.
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