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Correction de I’épreuve Mathématiques I CCINP 2024 filiére MP
Par DOURVILLE Jérémy.
Si vous trouvez des erreurs, ou si vous avez des questions/ ou
suggestions, n’hésitez pas a me contacter par mail :
Jerdourville@gmail.com

Exercice 1

Q1. Soit k € N*, ona k—1¢€ Netdonc [X =k, [X > k] et [X >k —1] qui
sont des événements.
L’ensembe [X = k| et [X > k] sont disjoints, et leur réunions vaut
(X >k —1].
Ainsi P(X = k) + P(X > k) = P(X > k — 1).
Cest adire Vke N P(X =k)=P(X >k —1)—P(X > k).

D’aprés le résultat précédent on a :
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k=0

b
Il

1

n n—1
On a bien, Vn € N* Y kP(X =k) = > P(X > k) — nP(X > n).
k=1 k=0

n—-+o0o

Comme X est d’espérance finie, on a lim Z kP(X = k) = E(X). Donc
k=1

“+ o0
lim Z kP(X = k) = 0 car l'on a le reste d’une série convergente.
k=n

n——+00
+oo +oo

Or Y kP(X =k) > Y nP(X =k) > nP(X >n).
k=n k=n

De pTus [X > n] est inclus dans [X > n], donc P(X > n) > P(X > n).
—+oo
Donc Z EP(X = k) > nP(X > n) > 0. Par théoréme des gendarmes on
k=n
obtient que lim nP(X >n)=0.
n—-+oo

Ainsi la série Z P(X > k) converge, et en passant & la limite le résultat
n>0
précédant on obtient : E(X) = > P(X > k)
n>0
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Q2.

Q3.

Q4.

Q5.

On va calculer la probabilité par dénombrement. Il y a n? tirages pos-
sibles. Pour que X < k il faut que chaque boule soit inférieur ou égale &
k. Donc chaque boule & k possibilités. Comme les tirages sont succesifs et
indépendants(car il y a remise) alors il y a k? tirages possibles pour avoir
X <k.

Ainsi Vk € [|1,n|],P(X < k) = (£)P.

On a de plus P(X <0) =0et P(X < k) =1pour k> ncar X est a
valeurs dans [|1,n]].

En utilisant le résultat de la question 1 :
VEe[|1,n],P(X=k)=P(X >k—-1)—P(X > k).

PX>k—1)-P(X>k)=1-P(X<k—1)—P(X > k)
=1-P(X<k-1)—(1-P(X <k))
=P(X <k)-P(X <k-1)

Donc Vk € [|1,n]], P(X = k) = E=E=D" ot p(X = k) = 0si k ¢ [|1,7]].

On reconnait une somme de Riemann, et donc

122 7k ! 1
lim Z() :/ Pde = ——.
notoon f=\n 0 p+1

On a d’apreés la question 1 que :

n—1
k p
Avec le résultat on a donc <1 -1 E () ) o p’ﬁ.
n oo

Et donc E(X) o g

Exercice 11

La fonction f; : 2 + 2 est continue sur I est ne s’annule pas. Les fonctions
fo x4z et f3: x> 2 — 22 sont continues sur I. Donc S;(H) est un
espace vectoriel de dimension 2.
400
On va raisonner par analyse-synthése. Analyse : Soit f : z — Z anx”
n=0
une série entiére de rayon R > 0.
Si f est solution de (H) alors en identifiant le terme générale des deux séries
entiéres (unicité du dévéllopement) : 2a¢ = 1(terme constant),
4ay + 2a; = O(terme d’ordre 1) et
vn € N\{0,1},n(n — 1)a, + 4na, + 2a, — a,—2 = 0. C’est a dire, ag = 1
et a; =0 et Vn € N\{0,1},a,(n? +3n +3) = a,_o.
Comme n?+3n+2 = (n+1)(n+2) ne s’annule pas sur N on a donc a,, =

A2 7. On obtient alors (par réccurence), as, 41 = 0 et ag, = 5—

(n+1)(n+2 (2n+2)!
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Q6.

Q7.

Q8.

pour n € N.
too p2n
Ainsi f(z) = —_—.
/(@) 7;0 (2n +2)!
Synthése : La fonction est bien dévellopable en série entiére avec un rayon

de convergence R = +oo d’aprés la régle de d’Alembert. De plus on a
+oo x2n+2 +oo x2n
Vo € 1,22 f(x) = ; = ch(z) — 1. Ainsi 'unique

o 2n+2) ;W

solution dévellopable en série entiére est f : x —> Ch(;#

La fonction f-g est solutions de (H) sur I.

Les fonctions f-g et h sont non proportionelles (f équivault a —1/z2 au
voisinage 0 tandis que h équivault & 1/z au voisinage de 0). Donc la famille
( f-g,h) est libre.Or 'espace des solutions est de dimensions 2 (Q4).
Ainsi f-g et h forment une base de I’espace des solutions homogénes.
Si(E) ={\f—g) +uh+g\N € Ret u € R}

On note J=] — 00, 0][. Les fonctions f et g sont aussi solutions sur J de
(E), donc f-g est toujours solutions sur J de (H). De méme h est toujours
solutions sur J de (H) Soit A1, u1, A2 et ps des réels,tels que y; = A (f —
g) + p1h soit solutions sur I et yo = Ao(f — g) 4+ poh soit solutions sur J.
On va chercher a faire un raccords des solutions sur R.

y1 et yo doivent étre continue en 0 donc p; = ps = 0 = A\; = Ag. La seul
fonction solutions de (H) sur R et la fonction nulle. Ainsi on a Sg(H) =
{0}. Donc Sg(H) est un espace vectoriel de dimension 0.

Probléme

Les séries étudiés sont convergentes car on a des séries de Riemann (-2<-1
et E n® convergent pour a < —1).

n<l1
On note C' = 3,25 L.
+oo —+o00 —+o0
1 1 1
C=dm= 2 @t X oo
n=1 n=1,n pair n=1,n impair
“+ o0 “+ o0
1 1
= -~
= (2n)? T;) (2n +1)2
c X 1
=1t ;::0 (2n +1)2
400 2
1 T
. 4 o
AlnSlC— g*;m = E.
Partie 1

On note 1[0, 7.
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Q9. Pour tout n € N, la fonction = — sin(z)™ est continue sur I.Donc W, est
bien défini pour tout n.
En notant f : z ~ sin(z)" qui est de classe C! sur I. On a f'(z) =
(n+ 1) cos(z) sin(z)™. On effectue une intégration par parties en dérivant
f et en intégrant x — sin(z).

™

Whao = /02 sin(z)"?dx = [~ cos(x) sin(x)]og + /Oj(n + 1) cos(z)? sin(z)"dx

=0+ (n+1) /05(1 — sin(x)?) sin(z)"dx
= (n + 1>(Wn - Wn+2)

. 1
Ainsi on a pour n € N, Z—LWH = Wipta.

_ 2 _ 2n.(2n—2) 2n(2n—2)...2
Ona Waypi1 = Wan-15557 = Wan—s @) .en=1) = W1 @nthen—1).3 0
appliquant le résultat ci dessus par réccurence.

Or W, = fog sin(z)dx = (—cos(%) — (—cos(0))) = 1.
2n(2n—2)...2 (2n(2n—2)...2)% _ (@)

(2n+1)(2n—1)...3 = (2n+1)(2n—1)...3¥2n(2n—2)...2 — (2n+1)! —
2 2 2n,12
2l Op a bien Vn € N, Wopi1 = 2 n!

Donc Wy, 41 =

(2n+1)! (2n+1)!
+oo
—1)...(a — 1
Q10. Pour un paramétre fixé aon a: (1+1¢)* = Z ala—l).la=n+ )t"
= n!
—+oo
ala—1)...(a—n+1)
Donc (1 —#%)* = Z(—l)" . .
n=0
Aveca= -3 ona:

= 1 /2n
On a donc \/11T224n<n)t2n'
n=0

De plus % et Arcsin(0) = 0.

—+oo
1 2n
On obtient ainsi Arcsin(t) = E ( )t2”+1 pour ¢t €] — 1,1].
o (2n+1)4" \ n

Q11. On a Vz € [0, 5[, Arcsin(sin(z)) = .
Pour z dans cette intervalle, sin(x) €] — 1, 1].
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Q12.

Q13.

Q14.

Donc d’aprés la question précédante on a :

+oo
1 2n\ . ”
w083 oy () e =
n=0

On veut inverser le symbole somme et celui d’intégrale. On note f, : z —
1 2n\ o 2n+1
(2n+1)4n (n ) sm(x) e

On va appliquer le théorémes de convergence dominée.

-Pour tous n, f, est continues sur [0, 5

+oo

1 2

-V € [0, 5, Z @t ( :) sin(z)?" " converge simplement vers la
0

fonction identité qui est continuer sur [0, 5 |.

N
1 2n 1 2n
-Soit N € N R — 2t < . 2n+1 _
oit N € ,nE:O i ( ) sin(x) g G \n sin(x)

x pour z € [0, 5]
Or z — x est continue et intégrable sur [0, 7.
Donc le théoréme de convergence dominée s’applique pour tous z € [0, 5[ :

/W io 2n+1 <2n> sin(2)***dz = f/ 2n+11)4<2n> sin(z)*" " dx

™

2 1 2n\ . ontl g 1 2n
On a /0 Gnr ) (n ) sin(x) dx = 7(2 e Woni1-

2
Donc d’aprés Q9 on déduis que / ) sin(z)?"dx =
0

1
+
On a donc d’aprés Q12, Z /

5 2
/ rdx = ﬂ-—.
0 8

En utilisant la question 8 on a ainsi montrer que :

b
(2n+1)2

T £

+001 2
Y=

Partie I1

—+oo
Vx E] - 1, 1[, ﬁ = —ngn
n=0
La fonction z — }:;(fi est continue sur |0,1].
En 0 la fonction équivault a-In(x) qui est intégrable au voisinage de 0.
En 1 la fonction équivault & mz% = —L _ donc la fonction est inrégrable

& T~ 2va—17
au voisinage de 1.

1
Ainsi / ln(x)l dx est bien définie.
0

.IQ
1 +oo
/ 2nd£E

De plus
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Q15.

Q16.

Q17.

Q18.

On veut ici aussi inverse le symbole somme et le symbole intégrale.On va
appliquer le théoréme de sommation terme a terme.

On note u, :  — z°" In(x).

-Pour tout n, la fonction u,, est continue sur ]0,1[ et est intégrable (comme
la fonction In est intégrable sur ]0,1] alors les fonctions = + 22" In(x) sont

aussi intégrables par comparaison).
In(z)
z2—-1

-La série E U, converge simplement vers la fonction = — qui est

n<0
continue sur [0,1[.
22"+ n(z) /1 x2ntl -1 ( ¢
—_— ] - T = on ef-
2n+1 0

1
-0 1 iy = d

n a/o n(zr)z="dr = | o1 CEEIE
fectue une intégration par partie en dérivant le In).

Or la fonction wu,, est de signe constant. Donc d’aprés le calcul ci dessus,

1
le terme / un(x)dz est le terme général d’une série convergente.
0

Ainsi d’aprés le théoréme de sommation terme a terme on a :

1 +oo +oo 1 +o00 1
—In(z)2*"dr = / —In(z)2*"dr = —_—.
On pose g : (z,t) — A’”Cfii:;(m). Pour tout = € R, la fonction t — g(z,t)

est continue sur R*. De plus la fonction ¢ +— # est intégrable sur R,
et la fonction Arctan est bornée. Donc f est bien définie pour tout x € R.

Soit a €]0,1], on va appliquer le théoréme de dérivation sous le signe in-
tégrale pour z € [a, 1].
-La fonction x — g(x,t) est C! sur [a, 1].
-La fonction %(m,t) = m est intégrable sur RT (continue sur
RT et équivalente & letg_ au voisinage de 'infini qui est intégrable).

3
-los (z, 1) <
sur R+,

pour tout x. Or t — i est intégrable

t t
(14t2)(1+a?t?) 1+t2)(14+a2t2)

Donc f est C! sur [a, 1]. Cela pour tout a €]0, 1].

+oo t
Donc f est C! sur |0, 1] avec f'(z) = /0 o0 a2t2)d

2 H1—g? ,
Ona fp — s = (1+t§)(11t)2x2) que l’on note (*)
¢t 2t 1 1+ a?
-Soit @ € RT — dt = = In(———= .
o a /0 e Treet i)
lJra2 1

OI' llma_)+oo T+z2a2 = i

En intégrant de 0 & +oo (car chaque terme est intégrable sur RT) la
relation (*) on a : In(L) = (1 — 22)f'(z). Dot Va €)0,1], f'(x) = (Z;(fi)

x

On a f(0) _/0+°° Ldt:().

1+41¢2
o Arctan(t) 1 n w2
De pluS f(l) = /O Wdt = [iAT'Cta/)’L(t)]OOO = §

En intégrant le résultat de la question 17 entre 0 et 1 on a (tous les termes
sont intégrables d’aprés les question précédents et le théorémes fondamen-



cpge-paradise.com

tales de l’analyse) et d’aprés la question 14 :

2 ! U In(t) X1
— = f(1) — f(0) = "(t)dt = dt = —_—.
c=1w-so= [ rou= [ Fha=3 Gy
R | w2
Ainsi d’aprés le résultat montrer a la question 8 on a : E — ==
—mn 6

FIN



