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I Etude de opérateur de différence finie

Q 1.

Y P e K[X] = P(X +1) et Idg[x) sont des endomorphismes de K[X] et A =1 — Idg(x).
Puisque £(K[X]) est un espace vectoriel, on en déduit que A est un endomorphisme de K[X].

Q 2.
Si P est constant alors A(P) = 0.

Supposons désormais que d := deg(P) > 1. En écrivant P = Z ap X", on a
k=0

ar ((X 1)k - X’“)
W5 ()

5 (50 ()

Puisque aq (dil) = dag # 0 le degré de A(P) vaut d — 1.

—00 si P est constant
deg(P)—1 sinon

Ainsi, |deg(A(P)) = {

Q 3.

Soit d € N*. D’aprés Q 2., A (Ky4[X]) € Kg—1[X]. Puisque K;—1[X] C Ky4[X] on en déduit que A
induit un endomorphisme sur Kg[X].
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Q 4.
Soit d € N* et P € Ky[X].

Peker(Ag) > P(X+1)=P(X)

Si P € K4[X] vérifie P(X + 1) = P(X), alors par récurrence immeédiate,

YneN, P(n)— P(0)=0

P est donc constant car P(X) — P(0) a une infinité de racines donc est le polynéme nul.
Réciproquement, tout polynéme constant vérifie P(X + 1) = P(X)
Ainsi, |ker (Ay) =K

Puis, d’aprés Q 2., Im (Ay) € Ky_1[X].
D’aprés le théoréme du rang,

rg (Ay) = dim(Ky[X]) — dim (ker (Ay))
=d+1-1
=d
= dim (Kg4-1[X])

Par inclusion et égalité de dimension on obtient ’Im (Ag) = Kg-1[X] ‘

Q 5.
Soit P € K[X].

PekerA < P(X +1)=P(X)
<= P € K (comme précédemment)

Ainsi,

Puis A est surjective car

Ainsi, | Im A = K[X]
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Si h est polynomiale, alors par surjectivité de A il existe une solution a (E}), notons en une P.
Puis, soit @ € K[X], on a

@ est une solution de (Ep,) <= A(Q)=nh
— AQ) =A(P)
<~ @Q—PecKer(A)
— Qe P+K

Ainsi ’les solutions polynomiales de (E}) sont 'espace affine P + K‘

Q 6.

1 1\?
On vérifie facilement que 3 <X — 2) est solution de (Ejp).

1 1\?
Ainsi | les solutions polynomiales de (E}) sont l'espace affine 3 <X — 2) + K

Q7.

D’aprés Q 2., Ay (K4[X]) € Ky—1][X], par récurrence immédiate on obtient :

Vk € [[lvd]]7 AS (Kd[XD - dek[X]

Ainsi, AZH = Og(k[x]) |donc Ay est annulé par XL

Ay est donc nilpotent, §’il était diagonalisable il serait ’endomorphisme nul. Or c’est faux pour d > 1
car A(X)=1#0.
Ainsi,

Ay est diagonalisable si et seulement si d = 0

IT Fonctions entiéres

Q 8.

Soit (f,g) € €2 et (A, u) € C%. La fonction A\f + g est d’aprés le cours développable en série entiére,
son rayon de convergence étant supérieur ou égal au minimum de ceux de f et g. Comme les rayons

de convergence de f et g sont infinis on en déduit que |Af + ug € £ |.

Par produit de Cauchy, on en déduit également que

Q 9.
Soit k € Z. On définit pour tout n € N,

Uyt €[0,1] — apeX TRt
La série de fonctions Z up, converge normalement donc uniformément sur [0,1] car
n>0
Pour tout n € N, t € [0,1], |un(t)] < |an]| et Zan converge absolument (f € &)
n>0
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Ainsi par permutation somme-intégrale, on obtient :

1 1 +oo
/ f(w(t)) kdt / Zan 2im(n— ktdt
0
+oo 1
_ Z an/ e2im(n—k)t 1y
n=0 0

1 si k=n
Soit n € N. On a / 2=kt gp — 1 2im(n—k)t ! :
0 TR © Jy=0 sikn
ikeN
Finalement, / f(w kdt {ak S? ©
0 sinon
Q 10.
Soit p € Z et t € [0, 1].
On a

@ 1=0 = ® =1

ecos(27rt) et sin(27t) _ 1

La derniére équivalence montre donc que

vt e[0,1], e® —1+£0

w(t)p—H

Puis, t € [0,1] — 0 1 est bien définie et continue donc ’Ip est bien définie.
ew(t) —

Q 11.
Soit ¢ € U. On a
+00
¢ -6
e 1—22171'
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400 n

z
Définissons pour tout z € C, | 5(z) = —_—
e,

n

z
mra) a pour rayon de convergence +o0o (série exponentielle).
n !

SIS -

Soit ¢ € U, on a |B(¢)] §Z<n+2)! Snz_‘:](n—i-Q)! —e_

n=0

On a bien 8 € £ car la série entiére Z (
>0

Or, exp est strictement convexe car deux fois dérivable et exp’ = exp > 0
Ainsi,
vt €]0,1], ef < (1 —t)e® 4 te!

Par stricte croissance de 'intégrale car les fonctions en jeu sont continues :

1 1 1
/etdt</(1t)dt+e/ tdt
0 0 0

Donc
e—1<1—i—E
2 2
Donc
e—2<1
= 1 1
Parallleurs,e—2:§M22>0

Donc en posant , onaC €]0,1] et

VCEeU, € —1=C(1+CAC) et B <C

Q 12.
+oo
Soit ¢ € U et p € Z. Puisque [(B(¢)] < [B(¢)| < C' <1 on en déduit que Hé(C) = Z(—l)jCjB(C)j
=0
P NNV By Or danse ¢
Donc T3 80) jgo(—l)]g“ﬁ'p B(¢)?. Or d’apres Q 11., T4 B0~ =1
% = o ,
Donc |~ — = jz_%(—l)%”’”ﬁ(()]
Q 13.

Soit p € N. On définit pour tout j € N, f; : t € [0,1] = (=1)Jw(t)ITPB (w(t))’. f; est continue et

Vi eN, Vte[0,1] |f(t)] < C7 et ZCj converge car C €]0,1]
Jj=0

Ainsi, E fj converge normalement donc uniformément sur [0, 1]. Par interversion somme intégrale on
Jj=0
obtient
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I, = /01 :ﬁ)pﬂdt /1 > —1)w(t) P8 (w(t)) dt:ji::(—l)j /Olw(t)“”ﬁ (w(t)) dt

Or, B € € et & est stable par produit d’aprés Q 8. donc pour tout entier j, 57 € &.
1 .
Ainsi, d’aprés Q 9.si j > 0, on a / w(t)? P (w(t)) dt =0 car —(j +p) ¢ N
0

1 1 ) 0 L\ c N*
Enfin, | I, = / w(t)Pdt = / 2Pt gt — { b? P
0 0

1 sip=0

III Polynémes de Bernoulli

Q 14.
150 &k w(t)kri—n
Soit n € N, z € C. On a By ( —n‘/ 7dt.
0 ew(t) — 1

Zk’ w(t)k’ﬁ’lf’n
On définit pour tout k € N, g : ¢t € [0, 1] — —————— qui est bien continue.

k! ew(®) — 1

Looat |2|¥

On a pour tout k € N, / lgi(t)|dt < </ ]ew(—l\> . Z converge (série exponentielle)

k>0

Par comparaison, Z / lgr(t)|dt converge. Ainsi, d’aprés le cours (théoréme admis), I'interversion

k>0
somme intégrale est licite et :

ook k+1—n +oo k
z w(t)
Bn(z)—nlzk!/ T dt—mZ—k'Ik n
=0

n k
Enfin, d’aprés Q 13., pour tout k >n+1, I, =0, dou | B,(z) = n! Z %Ik_

1
Ayant n!—,[o =1, on en déduit que ’ B,, est un polynéme unitaire de degré n. ‘
n!

Q 15.
nooxk-1 n-1 Xk

Vn € N*, Bl =nly kI =n! Z -y = (=1 Sl =B ]
k=1 k=0

Q 16.

Soit n € N* et z € C. Utilisons la définition de By, (z) :

5 , 5 | 1 ezw(t)ew(t) J | 1 d
n — Dnp = n. t—nl t
(z+1) = Bu(2) =n /0 (=0 — 1) w(t)n1 n/o (e® — 1) w(t)nt

1 ezw(t) (ew(t) _ 1)
0 (ew(t) _ 1) w(t)nfl
1
= n!/ Oy () 7 dt
0
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1+ n_m 1
’ Uz . N ; N -
Or, 2 eCrs e = E —— appartient a & donc d’aprés Q 9. on a / ez“’(t)w(t)1 "=
n

n=0 ) 0
Finalement, | B, 1(z) — Bn(2) = nz"?

Q 17.
E h= X et defi P= X X
crivons kz;)ak et définissons Z + 0 (X) € C[X]
On a
- o
= Z Pl 1A(Bk+1(X)) (Linéarite de A)
= Z k 7 (Brt1 (X +1) = By (X))
= Zaka (d’apres Q 16.)
k=0
=h
Alinsi, (Ep). ‘
Q 18.

Montrons d’abord que (By,)nen vérifie ces propriétés :
- On a bien By =1 (By est de degré 0 et est unitaire d’apres Q 14.)

-Vn € N*, B], =nB,_; (d’aprés Q 15.)

! ' B, Brny1(1) — By
- Soit n € N*. On a / By, (t)dt = / ni1(t )dt = +1(1) +1(0) =0 (d’apres Q 16.)
0 0

n—+1 n—+1

Soit (Pp,)nen une suite de polynomes vérifiant les propriétés énoncées ci-dessus. Montrons par récurrence

que pour tout entier n € N, H,, : « B, = P,» est vraie.
Initialisation : By =1 = F

Héredité : Soit n € N tel que H,, est vraie. Alors, (Bp+1 — Pypy1) = (n+1)(B, — P,) = 0.
Donc, AN € C, Bpyi1 — Ppy1 = A
1

1 1
Puis, A = / (Bri1(t) — Poga(t))dt = / Byt (t)dt — / P,41(t)dt = 0. Donc, B, = P,.
0 0 0

Ainsi, n = Pp ‘

Q 19.

Montrons que (Hy,)nen vérifie les propriétés de Q 18..
‘OnaHy=1-By(l—X)=1car By=1

- Soit n € N*. H/(X) = (-1)""'B/(1-X) = (-1)"""nB,_1(1 — X) = nH,_
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- Soit n € N*.

Ainsi, d’aprés Q 18.,

Q 20.

x
. . -
801tx€R,alorse$_1—+oo k—+oo -

Zk' ZW

k=0
. 1 , . .
On obtient alors que Vo € R, ¢(x) = T (Pexpression reste vraie pour z = 0).
x
2 G
— (k+1)!
+o00 {L‘k
Puisque z € R — Z m est de classe C*° (cette série entiére a un rayon de convergence infini)
=0 :

on en déduit par composition avec la fonction inverse (aussi de classe C*°) que ’1/1 est de classe C*° ‘

On en déduit alors que les dérivées partielles de u existent et sont de classe C*° donc ’ u est de classe C® sur R? ‘

Q 21.

%(a:,t) = zu(z,t)

On a |VY(z,t) € R?, 5

Soit n € N*. D’apres le théoréme de Schwarz (& 'ordre n), on obtient

0 0"u o™ Ou

2 O0u _ 9 du
V(z,t) € R7, 5 92 —(z,1) 8w”8t<x’t)
= 9 n(a:u(x t))
J"u n\ dz 0" lu N .
= :p@(x, t)+ (1) %W(az, t) (d’aprés la formule de Leibniz)
J"u "u n-t
. . 2 e _ et
Ainsi, |V(z,t) € R?, 5 D (x,t) Tom (x,t) + Lo (z,1)
Q 22.
Soit n € N. On a
0"u dr
2 tx
Vi) € B, O Uty = o (p(a)e)
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n

Donc Vt € R, Ap(t) = Z <Z>¢(n_k) (0)t*. A,, est ainsi polynomiale.
k=0

Montrons que (Ay)nen vérifie les propriétés de Q 18.

- Ag=v(0) =1

n n—1
- Soit n € N*, A’ (t) = gtngf(o,t) = ”gxnlf (0,1) = nAn_1(t) (dapres Q 21.)

- Soit p > 2. On a Vx € R, (e* — 1)¢p(x) = z. Appliquons la formule de Leibniz :

dr dp
Ve € B, 0 (h(a)(e" ~ 1) = o (a)
P
Donc Vo e R, (e — 1)y®P)(z) + ; (Z) PR (z)e” =0

P
En évaluant en 0, on obtient Z <Z> k) (0)=0

k=1
En appliquant cela on obtient :

n+1

n+1
_n+1,;< k )1/1 0)
=0 (carn+1>2)

1 1
/0 Aty = / Ay (B = —— (A ()]

Pour conclure, d’aprés Q 18. , | pour tout entier n € N, A4, = Bn‘

IV Solution entiére de I’équation (F£})

Q 23.
La négation de la propriété P s’écrit
Ve>0,9n e N,3z € C,(J2| = 2n+ 1)m et [ — 1| < ¢)
En particuler en prenant la suite (cp)pen = (27P)pen, on a
Vp > 0,3n, € N, 3z, € C, (|2p| = (2np + 1) et [e — 1] < 27P)
On définit ainsi (via axiome du choix) deux suites (n,)pen € NV et (2,)pen € CY tel que

= Zp
VpeN, |z =2n,+1)mwete P 1

Q 24.

Onae» —— 1
p——+00

Donc e?» ——— 1 (continuité du module)
p——+oo

Puis | a, — 0| (continuité du logarithme)
p——+o00
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D’aprés l'inégalité triangulaire renversée, on a Vp € N, |a,| = |2, — ibp| > ||2p| — |bp]]|

Par comparaison, | |z,| — |bp| — 0

Q 25.
On a pour tout p € N, b, = €,|b,| (définition de b))
D’ou pour tout p € N, z, — iep|2p| = ap + 1(bp — €p|2p|) = ap + iep(1bp] — |2p])

Or, |zp| — |bp| m 0 et (i€p)pen est bornée, donc iey(|by| — |2p|) mO

Enfin, la continuité de exp en 0 donne e il —+> 1
p-} o0

Or, Vp € N, ez —ip|2p| — o2zpe—iep(2np+)m — ezp(_l)ﬁp(anJrl) =e(—1)»

e —— 1

Ainsi, (=1) — 1 car _ pteo
p—>+00 ezp—“p|zp| EE—
p——+00
Cela est absurde car pour tout entier naturel p, (—1)% = —1.

Ainsi,

Pour la suite du sujet on fixe ¢ > 0 qui vérifie la propriété P

Q 26.
Soit n € Net z € C.
,yk+1 n(t) Zk
On définit pour tout k € N, fr: t € [0,1] — %1 o . f1 est continue et bien définie.
o4 1)) ((2n + 1 F
On a pour tout k € N, t € [0,1], [fx(t)] < (2n + D) ( n-l-k')?T!Z!)
c !
2n 41 k
Et Z W converge donc Z fr converge normalement donc uniformément sur [0, 1].
k>0 ' k>0

Par interversion somme intégrale on obtient :
1 2yn (t) 1+ k+1 n )
e Z
Qn(z> n /O (efyn(t) _ 1),%11 1 = / e em® — 1 1 kl

k+1 ”(t) k;
n!
-y ([ ) &
Cela étant vrai pour tout z € C, on obtient bien

10
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Q 27.
Soit n € N* et z € C. Utilisons la définition de @, (%) :

210 (0 ez m(®)

1 | 1
Onlz 1) = Qn(z )_"/0 (e ® —1) %(t)n—ldt_”'/o (e® — 1) %(t)"—ldt
1 ezm(t) (e%(t) — 1)
= nl d
n/o ( t

0 — 1) 7 (1)1

1
:n!/ e (1)1t
0

1
=n!l((2n + 1)77)1”/ VT ()1t car () = (20 + 1) Tw(t)
0

X (2(2n + )k 2*
Or, 2/ € C s *ntl)m Z appartient & £ donc d’aprés Q 9.
k=0
1 Zn—l
on a / AT ()1t = (20 + 1))
0 (n—1)
Zn—l
Finalement, | Qn41(2) — Qn(2) = n!((2n + 1)7)7"((2n + 1)%)"71( ol =nz"1
n—1)!
Q 28.
too ],vk+1—n(w Sk
Soit n € N*, z € C. On a montré en Q 26. que @, (z )—n!Z </ ”dt) —
=0 0 an(t) —1 k!
L’inégalité triangulaire donne,
+oo k+1—-n |,k
(2n+1)m) H
Quie)l < m Y EEID TR ()] = 2+ 1))
k=0 ’
Z ((2n + 1 )7|2))"
((2n+ 1)m)n—t
n! 5 1
<
< T e (n+ )
n!

< g@rome T (@ne+ Dl < 3nals])

Puis, (2n + 1)m > n7 donc ((2n + 1)m)" 1 > (nm)"~ L.

Ainsi :
n! n!
<
«2ﬂ~+l)ﬁy%4—_’nn—lﬂn—l
2mn
~ Tlﬂn_l (formule de Stirling)
ernn— g
2mn
(em)™
n!
D'ou 0 (croissance comparée)

(2n + D))" norteo

11
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n!
La suite < ) _1> est convergente, donc bornée.
eN*

c((2n+ 1)m

nl
S @t )t =°

En posant on obtient bien pour tout n € N*, z € C,

’On peut donc fixer a > O‘ tel que pour tout n € N*, 0

Qn(2)| < aebml?

Q 29.
Fixons (an)nen € CN tel que pour tout z € C, h(z Z a, 2" et définissons
n=0

f:zeCw Z Qn+1( ). Montrons que f est bien définie et appartient a £.
Pour tout n E N*, notons (bgn)ken € CN tel que

—+00
Vz e C Qn(z Zbknz (Qn € € d’aprés Q 26.)

k=0
Soit z € C. Etudions la sommabilité de ( an bk7n+lzk)

n+ 1 (k,n)€N2

Nous remarquons en examinant les majorations et raisonnements effectués a Q 28. (qui ont été effec-

tuées sur les modules des quantités présentes) qu'il existe a,b > 0 tel que
“+o00

VneN,z eC, Z br.nl|2%] < ae™?l. Fixons a, b
n=0

e " |bgns1]|2|® converge et sa somme vaut

Ensuite, pour tout n € N, Z
k>0

|an| k < ae' ||an| n
n+12' enall21" < (e")

Puisque la série entiére E
k>0

an . C C .
1 2" a un rayon de convergence infini (série primitive), par comparaison
n+

|@n‘ k
bk,n+1z
n+1 1 (k,n)EN?

Ainsi, d’aprés le théoréme de Fublnl (ou theoreme de sommation paquet), on obtient

+oo —+o00
nb n
e 9 -3 (3 )

k=0 \n=0

an
on en déduit la convergence de b z|" et la sommabilité de
genc de 3= L S o (2

On a donc f € £ et pour tout z € C

+oo
fEHD) = f@) =3 2 (@uia(z 1) ~ Qui ()
n=0
+00
= Zanz” (d’apres Q 27.)
n=0
= h(z)

Alinsi, ’ f est une solution dans &€ de (Ep). ‘

12



