Matlou3 CENTRALE MATHS 2 MP/MPI 2024 : PROPOSITION DE CORRECTION 1

Préambule n’engageant que son auteur : N’ayant pas jugé satisfaisante ma prestation lors de la composition
officielle de I’épreuve, j’ai décidé d’en rédiger une correction. Je tiens a remercier Adrien pour le template BTEX
et certains membres du serveur Discord de Maths* (qui se reconnaitront) pour ’aide qu’ils m’ont apportée pour
résoudre certaines questions du sujet !

Pour toute remarque éventuelle, merci de les adresser & 1’adresse suivante : tibomatlou3[at]gmail[dot]com

NOTATIONS

e Dans tout le probléme, K désigne R ou C
e On note K[X] le K-espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K.
e Pour tout d € N, K4[X] désigne le K-espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a d.

e On note U le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1.

Le sujet s’intéresse au probléme suivant :
Soit h une fonction de K dans K. On dit qu’une fonction f de K dans K est solution de (E}), et 'on note
f € Sy si f vérifie :

Ve eK, f(x+1) — f(z) = h(z) (En)
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Matlou3 CENTRALE MATHS 2 MP/MPI 2024 : PROPOSITION DE CORRECTION 2

PARTIE I ETUDE DE L’OPERATEUR DIFFERENCE FINIE

On consideére ’application
A K[X] — K[X]
’ P — P(X+1)-P(X)

Q 1. Soit P,Q deux polyndomes de K[X] et A € K. On a alors :

A(P Q) = (P+AQ)(X +1) — (P +AQ)(X)
— (P(X +1) - P(X)) + MQ(X + 1) - Q(X))
— A(P)+MA(Q)

Donc :

‘ A est un endomorphisme de K[X] ‘

Q 2. Soit P € K[X]. On commence d’abord par distinguer deux cas triviaux :

e Si P =0, alors A(P)=0= P d’ou ’ deg(A(P)) = deg(P) = —oo‘

e Si P est constant, disons égal & une constante A € K, alors A(P) =0 d’ou ‘ deg(A(P)) = —oo‘

d
Supposons donc que P est non constant. Notons d son degré. On peut alors écrire : P = Y a, X" ou
k=0
(ag,ai,...,aq) € K41 et ag # 0.

On a donc, en mettant de coté les termes d’indice d et d — 1 :

A(P)

I
=}
=
>
+
A
=
|
b
N
+
S
ol
™
_|_
~
=
|
b
N

I
)
&
MI
L
YRS
~_
ol
+
g
—
)
ES)
=
—
N\
>
~__
s

=0 k=0  j=0
-2 /. e
= dag X" +aq (‘>X]+ a (.)Xj
b =0 M =0 =0
EKd,Q[X]

On en déduit alors :

’degA(P) =deg P — 1‘

Q 3. La question précédente démontre que le K-espace vectoriel K;[X] est stable par A (le degré chute de 1),
donc

A induit un endomorphisme sur Ky[X] noté Ay ‘

Q4. SoitdeN*. On a:

Im(Ag) = Vect(A(1), A(X), ..., A(X?)
d—1 d
=Vect(0,1,2X + 1, ..., ( )Xj)

=Ky-1[X]
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Matlou3 CENTRALE MATHS 2 MP/MPI 2024 : PROPOSITION DE CORRECTION 3

La derniére égalité provenant du fait que xla famille (1,2X +1,..., > (;i) X7 est une famille de polynémes tous
§=0

non nuls, échelonnée en degré, dont le vecteur de degré maximal est de degré d — 1, donc est une famille libre

de Ky4_1[X] de cardinal d = dimK4_1[X], c’est-a-dire forme une base de Ky_1[X].

Donc :

| Im(Ag) = Ky [X]|

Déterminons le noyau de Ag. On a I'inclusion (évidente) :
Ko[X] C Ker(Ay)

De plus, par le théoréme du rang, on a :

dim K4[X] = dim Ker(Ag) + rg(Ayg)
= dim Ker(Ay) +d

On en déduit :
dimKer(Ay) = 1 = dim Kg[X]

Donc, par inclusion et égalité des dimensions, on a finalement : ’KO [X] = Ker(Ay) ‘

Q 5. Grace a la question précédente, on a Ko[X] = Ker(A4) C Ker A.
Soit P € Ker A. On a donc P(X +1) = P(X) donc par récurrence immeédiate (on évalue en "X = X +1" dans

I'hérédité) on obtient : Yk € N, P(X + k) = P(X), d’ou en évaluant en 0 :
Vk € N, P(k) — P(0) =0

Le polynéme P(X)— P(0) admet donc une infinité de racines (I’ensemble N est infini), donc est nul. Autrement
dit P est constant donc par double inclusion, on a finalement :

| Ker(A) = Ko[X]|

Montrons que Im A = K[X].

L’inclusion directe est claire. De plus le polynéme nul est sa propre image par A car ce dernier est un
(endo)morphisme d’espaces vectoriels.

Soit P € K[X]. Notons d son degré.

A TDaide de la question précédente, on a alors P € Im Ay 1, donc il existe @ € Kg41[X] tel que A(Q) = P, ce
qui clot :

ImA = K[X]

Soit h une fonction polynomiale. On en déduit alors :

e Sih est 'application nulle : ‘ Sh = Ker(A) = Ko[X] ‘

e Sinon : | S, = Im(A) = K[X]|

Q6.

Résoudre (E},) revient & déterminer les solutions de I'équation A(P) = X d’inconnue P € K[X].

(X2 — X) vérifie alors (Ej,). (Ej) étant une équation affine

Je vous laisse vérifier que le polyndéme P, = %
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Matlou3 CENTRALE MATHS 2 MP/MPI 2024 : PROPOSITION DE CORRECTION 4

(donc linéaire), le principe de superposition s’applique, et dés lors, comme le noyau de A est égal a Ko[X], on
en déduit que :

1
VP eKX],(A(P)=X e Pe{P}+KerAsIceR,P= 5()(2—)(+c)

D’ou :

Sp={z—i(z*—2+c)|ceR}

En effet, K étant infini, on identifie polynome et application polynomiale.

Remarques :

> On remarque que (Fj) se résout au final comme une équation différentielle linéaire ordinaire. Il vaut bien de
retenir qu’on suit ici une démarche naturelle de résolution d’une équation linéaire : On détermine d’abord
une solution particuliére, puis on détermine toutes les solutions de I’équation homogéne associée.

> Si le corps de base des polyndmes est fini, comme Z/27Z, alors on ne peut pas conclure. Le lecteur intéressé
pourra étudier X2 4+ X dans ce corps.

Q 7. A est nilpotent, donc son spectre est réduit & 0. On en déduit que ‘ X est un polynéme annulateur de A ‘
par le théoréme de Cayley-Hamilton.

On en déduit que si A était diagonalisable, alors il existerait une base de K4[X] telle que sa matrice dans cette

base serait nulle, donc A serait I’endomorphisme nul, ce qui est absurde. Donc ‘ A n’est pas diagonalisable. ‘

PARTIE II FONCTIONS ENTIERES

On note
J01]— C
w " e2imt

I1.A - Généralités

Q 8. Stabilité par combinaison linéaire : Soit (\, ) € C? et f,g € €.

Notons > a,z" et > b,z™ deux séries entiéres de rayons de convergence infinis, dont les sommes sont respec-
n>0 n>0

tivement f et g.
Par un théoréme du cours, la série entiére > (a,, +b,)z" est de rayon de convergence R > min(4o00, +00) = 400

n>0
Et on a donc R = 400 et :
+oo +oo “+oo
VzeC,(f+9)(z) = Z(an +b,)2" = Z anz" + Z bp 2"
n=0 n=0 n=0
D’ou on déduit, par linéarité de la somme :
—+o0 +oo “+oo
Vz e C,(Af +ng)(z) = Z()\an + pby)z" = A Z an2" + Z bp2"
n=0 n=0 n=0

Donc :
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Stabilité par produit :

Par un produit de Cauchy, la série entiére Y ¢,z" avec :
n>0

vn €N,c, = Zakbnfk
k=0
a un rayon de convergence R’ tel que R’ > min(4o0, +00) = 400, donc on a R’ = +00 et :
+oo +oo +oo
Vz e C,(fg)(z) = f(2)g9(z) = (Z anz") X (Z bpz") = Z cnz"”
n=0 n=0 n=0

Donc :

Q9. Soit keZ. On a :

1
_ —k
1_/0 Flw(®)w(t) " dt
1 too
:/ Zane%ﬂ't(nfk)dt
0 n=o

Posons donc, pour tout n € N,
2int(n—k)

fog it ane
définie sur [0, 1].
Montrons que 'on peut permuter somme et intégrale.

e [,k est continue sur le segment [0,1].

e Ona: .
an,kHoo = Sup |an62mt(n_k)| = |an|

tefo,1]

f est la somme d’une série entiére de rayon de convergence infini, donc en particulier, Y a, 1™ converge
absolument, c’est-a-dire par ce qui précéde, que la série > f, 1, converge normalement sur le segment

n>0
0,1].

On peut donc intégrer terme-a-terme, donc :

+oo 1 .
— 2int(n—k) gy _ J Gk sikeN
I ZO/O aneé dt { 0 sikezt
n=

/1 2imt(n—k) __ { 1 sik=n
e = .
0 0 sinon

Ji ftoptrar={ G ST

Car on a, pour tout n € N :

D’ou on déduit finalement :
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IL.B - Une intégrale

Q 10. Pour tout p € Z, 'application :

[0,1] = C
PN w(t)P+1 e2i7rt(P+1)

ew®—1 1
est continue sur le segment [0, 1], et son dénominateur ne s’annule pas sur [0, 1]

ge2int

e Vt € [0,1], |w(t)| = 1, donc w(t) ne peut pas étre un multiple de 2im, donc e % 1
donc ‘ I, est définie pour tout p € Z‘

Q 11.

L’exponentielle est développable en série entiére sur C tout entier. Pour tout ¢ € U, on a

n=2
Posons dés lors :

qui est donc bien une fonction développable en série entiére, de rayon de convergence infini (série exponentielle)

On a donc, par inégalité triangulaire

an
V¢ € U,IB(C \—|Z

CnQ
ZI\

\Z j=e—2<1

n= 2
D’ou :

36 € £,3C €0, 1], — 1= (1 + B(C) et |B(Q)] < C]

Q12. Soit (€ UetpelZ.

Grace a la question précédente, on a

Cp :CP_I;
¢ —1 1 —(=¢B(Q))
Comme on a : |—(B(¢)| = |8(Q)| <

C < 1, on peut développer cette expression en série géométrique

_Cp 12 Cjﬁ
+oo

D (=1 TRy

Jj=0
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Matlou3 CENTRALE MATHS 2 MP/MPI 2024 : PROPOSITION DE CORRECTION 7

Ce qui établit le résultat souhaité.

Q 13. On aimerait écrire, sous réserve d’existence des objets mis en jeu :

+1 1+00 .
b= [ A - / w78 fdt“z / (Bt dt

Et ensuite utiliser la question 9. Justifions 1'égalité ().

Notons

Vi e NVt € [0,1], f;(t) = (-1Yw(t)’ P B(w(t))

e Vj € N, f; est continue sur le segment [0, 1], par produit, composition et continuité des fonctions dévelop-
pables en série entiére sur leur intervalle ouvert de convergence, ici C, pour 3.

e Ona:

vj e Nt € [0,11, 150 = ()7 @)l < ¢

Donc, par convergence des séries géométriques de raison strictement inférieure a 1 :

+oo

+oo
D il < Y07 < +oo
j=0

J=0

ce qui établit la convergence normale, donc uniforme, de Y f; sur [0, 1].
J=20

Par le théoréme d’intégration terme-a-terme, on a donc la convergence de fol fjet

3=0
/Otfj:fja):g/olfj(t)

Soit, par les calculs précédents :

+oo

=3 (-1 / w(t)~ P Bus(t)dt

J=0

B est développable en série entiére sur C, donc par récurrence, en appliquant la question 8, 87 est dévelop-
pable en série entiére sur C aussi. Sip > 1, ona: Vj € Ny—j —p € Z — N, donc par la question 9 :

1
fw(t)’(’j’p)ﬁ(w(t))jdt = 0 Mais si p =0, avec j = 0 on a bien —j — p € N, ce qui donne une intégrale non

0
1
| a=
0

et si j > 1 alors —j — p est strictement négatif donc I'intégrale est encore nulle. On a donc :

nulle égale a

+oo .
=1+ (-1)x0=1
j=0

et :

peN— {0} 1, = 3 (~1) x 0 =0

j=0

cpge-paradise.com
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PARTIE III POLYNOMES DE BERNOULLI

ITI.A - Lien avec I’équation (E},)

Q 14.
Soit n € N et z € C. On a, par linéarité de l'intégrale (on isole les n + 1 premiers termes, donc par finitude de
ladite somme, la linéarité de U'intégrale est licite) :

1 1 (zw(t
Bn(Z) - n|/0 (ew(t) _ 1 n 1 Z

n Zk ( )k n+1 t)k—n—i—l
=nl —_ |
" L e 1 dt*”/ k; o7 &

k n+1

= 'Zﬁfk n+n'/ Z i ew(t) - dt

Intervertissons somme et intégrale, afin de reconnaitre les intégrales Ip_,, avec k& > n. La question Q 13
permettra alors de conclure. Posons :

Zk W(t)k_n+1
Alors :

e pour tout entier k > n + 1, Papplication hj est continue sur [0, 1] par les arguments déja invoqués a la
question Q10

e L’application ¢t — W()) - étant continue sur le compact U (en effet, U est la sphére unité de C muni de la

norme définie par le module), on peut choisir, via le théoréme des bornes atteintes, une constante M > 0
majorant son module, de sorte que pour tout entier k > n+ 1 et tout ¢ € [0, 1], on ait :

[2* | w(t) P
= |7 . < =
)] = S| | @ < S
et donc, par convergence (absolue) de la série exponentielle sur C :
S S W Kk
S o< Y 5 Z — o0 < 400
k=n+1 k=n+1
ce qui établit la convergence normale, donc uniforme sur le segment [0, 1], de la série de fonctions Y. hy.
k>n+1
Par le théoréme d’intégration terme & terme sur un segment, on a donc la convergence de la série > fol hi,
k>n+1

et :

/Jiohk( Jio/hk

0 k= n+1 k=n+1

ce qui nous permet d’aboutir dans le calcul de B,,(z) précédent :

+oo kn+1
=yt tnt 3 [ ST ey S By
k=n+1 k= n+1

Pour tout entier K > n+ 1, on a : k —n € N\{0}, donc par la question précédente : I, = 0. Cela permet de
simplifier cette derniére somme et de conclure :

Z) =n! E Hlk,n
k=0

Ceci vaut pour tout z € C. Dés lors le polynéme B,, — n! ZZZO %Ik_n admet une infinité de racines, donc il
est nul, et donc finalement:
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Matlou3 CENTRALE MATHS 2 MP/MPI 2024 : PROPOSITION DE CORRECTION 9

n k

X
k=0 "

Comme le coefficient en facteur de X™ est : Iy = 1 (question 13), on a : deg (B,) = n, et B, est unitaire et de degré n.

Q 15. Soit n € N*. On a, grace a la question précédente (dérivée formelle d’un polynome) :

n LkXk-1
[
B, =nl! E X I
k=1

n Xk—l
=nx(n-1)Y i 1)'1,€_n
k=1 '

=nB,_1

Vn € N*, Bl =nB,_1
| |

Q 16. Soient n € N\{0} et z€ C. On a:

B . B | 1 ezt Dw(t) _ pzw(t) q
n + — Dp =nN. t
(Z ) (Z) n /() (ew(t) _ 1) w(t)nfl

1 zw(t) (Lw(t) _
:n!/ (e (c Y dt
0

ew(t) — 1) w(t)n—l
1 zw(t)
—nl / < at
o w(t)"!
—+oo

La question Q 9, appliquée a f : w +— e** = > %w", permet de calculer cette intégrale et d’obtenir :
n=0

B.(z+4+1)— B,(z) =n!

2"t n—1
(n—1)! — nz

Q 17. L’identité de la question précédente établit que si 2 — 2* avec k € N, alors 155 By est une application
polynomiale vérifiant (E},), donc comme cette derniére équation est affine, on peut appliquer le principe de

d
superposition : si 'on note h:x+— apz®, alors :
k=0
d
P = kzo 741 Br41 est solution de (Ej,)

I11.B - Unicité

Q 18. Soit (P,,)nen une famille de polynémes vérifiant les mémes propriétés que (B, )nen
Montrons par récurrence simple que pour tout entier naturel n, P,, = B,,.

e Initialisation : On a Py = 1 = By. Donc l'initialisation est vérifiée.

o Hérédité : Soit n € N tel que P, = B,,. Montrons que P11 = Bj41.
On a, par hypothése de récurrence :
(n+1)P,=(n+1)B,

Donc par la deuxiéme hypothése :
P, 7/1+1 = B’:LJrl
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10

Par intégration, on a alors :
INeK, Py1 =By + A

Donc par la troisiéme hypothése (intégrale nulle sur [0, 1]) :

1
0

1 1
0= [ Puntde= [ (B4 Nt = [ B+
0 0

Dot A=0et P71,+1 = Bn—i—l

Donc P est héréditaire.

e Conclusion : Par principe de récurrence, Vn € N, P, = B,

Ce qui établit 'unicité souhaitée. ‘

Q 19. Grace a la question précédente, il suffit de démontrer que (H,)nen vérifie les mémes propriétés que

(Bn)nen. On a bien :
[ ] HO = BQ
e On a

Vn e N*, H (X)=(-1)""'B/ (1 - X)
=n(-1D)""'B,_1(1-X)
= an—l(X)

e On a aussi, via la troisiéme propriété des polynémes de Bernoulli, et via le C'-difféomorphisme u — 1 —u

1 1
vneN*,/ Hn(t)dtz/ (—1)" B (1 — t)dt
0 0

Par unicité :

Pour tout n € N, H, = B,,

II1.C - Une application analytique

Q 20. Comme (z,t) + '@ est de classe C* sur R?, il suffit de démontrer que 1 est de classe C* sur R.

1

Nous allons le montrer en établissant que 3 est développable en série entiére sur R, car ¥ ne s’annule pas sur

R par prolongement.

On a:
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D’ou :
1 R
VieER, —=1+Y ———
@ L

Donc : i est développable en série entiére sur R, donc finalement :

‘u est de classe C*® sur R2 ‘

Q 21. Soit (:c,t) €R2 Ona:
9 ( t)— (z,t)
" x, ru(z,

Soit n € N*. u est de classe C? sur R? (en particulier), donc on peut appliquer le théoréme de Schwarz :

0 0"u ﬁ@u o 0

ot dz" (2,7) 836”&(3;’” B 81‘"@((

Et par la formule de dérivation de Leibniz (les dérivées d’ordre strictement supérieur a 1 de & — a étant nulles)

z,t) = zu(z,t))(z,t)

n—1

n n an—1 n
vn € N — {0}, %gzﬁ (x,t) = (g)xgxff (x,t) + (T)x%(m,t) = x%(m,t) + n%(m,t)

Q 22. Montrons que la suite (Ay,), oy vérifie les trois identités de la question Q 18. On définit bien une suite
de polynomes, en effet, par la formule de Leibniz on a :

VneN,VteR, A,(t)= Z (Z) w(nfk)(o)tket-o _ Z (Z) w(nfk)(o)tk

k=0 k=0

Puis, on a :

VteR, Ag=u(0,t)=v(0) =1

De plus la question précédente implique, en posant z =0 :

vn € N\{0},Vt e R, Al (t) =nA,_1(t)

Montrons que le membre de gauche de 1'égalité de la question précédente donne bien A!. Soit g lapplication

t+— (0,t), alorsona: A, = g;}j o g. Par la régle de la chaine, pour tout t € R on a :

fny O (0"

car g’ est Papplication t — (0, 1).
Donc, en utilisant ce que 'on vient de démontrer :

Al (1) at — Apt1(1) — Ant1(0)
n+1 n+1

Wn € N\{0}, /0 " AL (1)t = /O 1

11 suffit donc de démontrer que A, 1+1(1) — A,+1(0) = 0 pour tout entier n > 1 pour conclure. Pour cela,
remarquons :

V(z,t) € R? w(w,t+1) —u(z,t) = P(z)e” (e — 1) = ze™®
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le calcul devant étre fait & part pour = 0 (mais il donne bien 0 , qui est égal a ze!® ). En dérivant n + 1 fois
par rapport & x, on a par la formule de dérivation de Leibniz :

8n+1 6n+1 1 1
V(Z‘,t) c RQ, Tu(l',t‘i‘ 1) _ Tu(l‘,t) _ (né’ )xtn+1etz+ (n‘::-' )tnetm

= (wt+ (n+1))t"e”
En prenant x = 0 on obtient alors :

Ve N\{OL, Vi € R, Api1(t+1) — Appr(t) = (n + 1)

donc, pour ¢ = 0, comme n # 0 on a : ¥n € N\{0}, A,+1(1) — A,4+1(0) = 0, ce qu’il fallait démontrer.
‘ Par unicité de la suite de polynomes vérifiant les trois égalités de la question Q18, on a donc: VYne N, A, =08,

PARTIE IV SOLUTION ENTIERE DE L’EQUATION (FE),)

IV.A - Une inégalité de controle

Q 23. Prenons la négation de P. On a donc :

1
VpeN,3n, € N,3z, € C,|2p| = (2n, + 1)m et |[e* — 1| < T
p

Ce qui donne exactement ce qui est souhaité.

Remarques :

> J'opte pour une rédaction concise par souci de temps (et cause de flemme aussi). J'estime qu’a ce stade de
votre composition, le correcteur a déja une bonne idée de votre niveau. Ainsi, si les questions précédentes ont
(au moins) été aussi bien traitées que ce que je propose (en terme de rédaction surtout), vous pouvez vous
permettre ce raccourci. Sinon, démontrez bien (méme si cela ne prend que 2 lignes) pourquoi est-ce que les
suites obtenues conviennent en effet. Si vous n’étes pas convaincus de votre production arrivé a cette étape
du sujet, alors faites-le quoi qu’il arrive, dans le bénéfice du doute.

Q 24. Fixons une telle suite (z,)pen. On a: Vp € N e*r = e%Tibr = % x ei» donc |e*r| = e%. Or par la
question précédente, e*> ——— 1 donc par continuité de I'application module sur C, on a : |e*?| =— 1.
p——+00 p—+o0
Soit que e®» —+> 1. Donc par continuité du logarithme népérien sur R* :
p——+00
a, —— 0
p—o0

Deuxiémement, on a, pour tout p € N :
|zp| = [Im(2p)] = |by|

et par inégalité triangulaire :
|2p| < [Re(2p)| 4+ Im(2p)] = |ap| + |by|

On en déduit alors :
Vp € N, 0 < [zp] — [bp] < ay)

D’ott par encadrement :

|2p| = [bp] ;H—oc> 0

Q25. SoitpeN. On a:

exp (zp — iep |2p|) = exp (2p — i€ |bp| — gy (|2p] — [bpl))
= exp (2p — ibp — iy (|2p] — (b))

= exp (ap — iy (|2p] — (b))
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D’aprés la question précédente (et en écrivant |ep| = 1), on a :

li — |b,|) =
Jlim <, (1] = b)) =0

Donc, par continuité de I'’exponentielle :

pl}r_&o exp (2p — i€p |2p]) = pl}r_‘{loo exp (ap — iep (|2p] — [bp[)) =1
Comme (e*» >p€N converge aussi vers 1 par la question Q23, la propriété de morphisme de ’exponentielle permet
d’en déduire :
pgrfoo exp (—iep |2p]) =1
Or:Vp e N,|z| = (2n, + 1) 7, donc :
pl}rfoo exp (—ie, 2n, + 1)) =1

Or, on a pour tout p € N :

exp (—iep (2n, + 1) m) = exp (—ep2n,m) exp (—ig,m) = —1

Par unicité de la limite, on obtient dés lors par ce qui précéde : —1 = 1, ce qui est absurde.

‘ Par I'absurde, on a montré la propriété P de ’énoncé. ‘

IV.B - UNE SOLUTION a (E))

IV.B - Une solution a (E},)

Q 26. Soient n € N et z € C. En raisonnant comme dans la question Q14, on montre :

+oo k—n+1
1yt
Qulz) =nt 30 (% 0 BT dt) 2

ce qui prouve que @, est développable en série entiére sur C, donc appartient a &.
En revanche, la différence entre les deux questions réside dans la vérification de la convergence normale. On
I’obtient ici via la majoration :

')/n(t)k_n+1 Zk

_ 1 (@t Dalal)t
(em® —1) k! c

Vk € N,Vt € [0,1], < A

ot ¢ > 0 est la constante dont ’existence est donnée par la propriété P, démontrée dans la partie précédente.
On reconnait ici le terme général du développement en série entiére de %emp((2n + 1)7|z|), donc :

La convergence (absolue) sur C de la série exponentielle assure, par comparaison, la convergence normale donc
k—n+1 i

(em@®—1) K
I’identité précédente via un calcul analogue a celui de la question Q14.

uniforme sur [0, 1] de la série de fonctions >, (t s 1nlt) > On conclut alors la démonstration de

Q 27. Soient n € N\{0} et z € C. En reprenant le raisonnement de la question Q 16, on a :

ezw,,,(t)

Qn(Z—i—l)—Qn(z):n!/O G

wn(t)nfl

n! !

z(2n+1)7w(t) (t)_(n_l)dt

= e w
((2n + )m)n—t /0
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+oo n

Appliquons la question Q9 a f : w s e*nthTw — Ww” On a alors :
n=0
n! ( (2n + 1)m)n—1 el

GEVOO S G

‘d’ofl le résultat. ‘

Q 28. Soit ¢ > 0 la constante donnée par la propriété P démontrée dans la partie IV.A, et soit (n,z) €
(N\{0}) x C. On a par I'inégalité triangulaire, comme |y, (t)| = (2n + 1)7 pour tout ¢ € [0,1] :

n! 1 ezwn(t)
@< | e,
(D)

o n! D (g
< ZWn, t
c((2n—|—1)77)”—1/0 ¢

n! elzl@n+1)m
c((2n + 1)m)n—1

Comme : 2n + 1 < 3n (on a supposé n > 1), ce calcul montre que pour b =37 >0 on a :

Qu(e) € gl

" = e((2n + 1)m)n—1

Or on a
H k< H n=n"
donc :
1 no \""", 1 1 \"! 1
" < — n|z| — 1— bn|z| < - bn|z|
(@n(2) ern—1 (Qn + 1) ‘ c(2m)n1 ( 2n + 1) ¢ c*
En posant a = l on obtient donc ce qui est souhaité :
Jda,b > 0,Vn € N*,Vz € C, |Q,(2)| < aet?!

Remarques :

> On pouvait également démontrer existence de a, car le terme en facteur de e?/?l est de limite nulle lorsque
n tend vers +oo, par la formule de Stirling.

Q 29. S’inspirant de la question Q 17, montrons que si h € &, alors :

fize

n+1(x)

X 1w
Y (0)

|
:On—i—l n!

est dans & et vérifie (E},). Pour Pappartenance & £, on développe f en série entiére grace au théoréme de Fubini
(dont on justifiera qu’il s’applique plus bas) :

+o00 +00 -
1 A™(0) R () L k
et f@) =) g 'Z)(k'/o T ) - (Q26)
- io Jioh(”) ””“() ") (Fubini)
k=0 Ln=0 k' ern® -1

Justifions que le théoréme de Fubini s’applique (notons que vérifier ses hypothéses implique en outre l'existence
et finitude des sommes ci-dessus). On a :
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“+o00 +o00 n n
S5O gy (L[ O )
n+1 nl "\ k! ernt+1(t) — 1
n=0 k=0 0
400 400 1 ken
0 1 1 (t
-2 O e (5 [ 2 )
n0k0n+1 n! k' Jo ernai®) —1

=Z LA +oo( +1)! 1/1%+1(’f)k—”dt J
— n+1 n! — k! ernri(t) — 1

- Z e L R

—+oo

RO
<anz%n+1‘ n! ‘(ell l)

(n) R .
or h appartient & £ donc sa série de Taylor Zn>0 hT(O)x" est de rayon de convergence infini, et il en est donc

h(m) (0) gn+1
n! n+1

aussi de méme de sa série entiére primitive. La série entiere > -, converge donc absolument en
=

tout point du plan complexe et en particulier en e/*/. On en déduit :

+oo +oo 1 — bZ ntl
. HH = I dt < —blzl
nZOkZO (n+1) (k!/o e 1 ) ae Z i < 400

n+l n! em+1(H 1
le théoréme de Fubini s’applique et les calculs ayant demontre que f appartient & £ sont valables.
De plus, pour tout € C on a :

(n)
Ceci montre la sommabilité de la famille (i A7) ( f L ynin (F7" dt) zk)( bene’ par conséquent
n,k)e

too n
far) -1 =3 "0 0 @11 - Qua)
=0

—23n11“2?>«n+nf1 (Q27)
n=0

B X h(0)
— n!

= h(a)

parce qu'une fonction développable en série entiére est somme de sa série de Taylor. Ainsi f vérifie (Fj), d’ou
le résultat.
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