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Une	correction	de	l’épreuve	Mines	Ponts	Physique	1	MP	2024	
	

	
Pour	toute	suggestion,	merci	de	me	contacter	à	l’adresse	suivante	:	melkimathis@gmail.com.	

	
	

***	
	
(1)	On	peut	considérer	𝐴	fixe	si	et	seulement	si	𝑚! ≫ 𝑚" .	Si	𝐴	et	𝑃	sont	assimilés	à	deux	points	
matériels,	la	force	gravitationnelle	𝐹⃗	exercée	par	𝒜	sur	𝒫	s’exprime	:	
	

𝐹⃗(𝑟) = −𝒢
𝑚!𝑚"
‖𝑟‖#

𝑟 = −𝒢
𝑚!𝑚"

𝑟$
𝑢%W	

	
	
(2)	Si	𝒜	possède	une	répartition	de	masse	à	symétrie	sphérique,	on	applique	le	théorème	de	Gauß	
gravitationnel	pour	déterminer	la	valeur	du	champ	gravitationnel	𝐺⃗	créé.	Ainsi,	on	aura	𝐹⃗ = 𝑚"𝐺	
par	définition.	
	
On	choisit	pour	surface	de	Gauß	la	sphère	Σ	de	centre	𝐴	et	de	rayon	𝑟	passant	par	𝑃.	
	

- La	distribution	de	masse	est	invariante	sous	toute	rotation.	Le	champ	𝐺⃗	ne	dépend	donc	
que	de	la	coordonnée	radiale	𝑟.		

	
- Les	plans	contenant	l’axe	(𝑃, 𝑢%W)	sont	des	plans	de	symétries	pour	la	distribution	de	masse.	

On	cherche	donc	le	champ	𝐺⃗	sous	la	forme	𝐺⃗(𝑃) = 𝐺%(𝑟)𝑢%W.	
	

Le	calcul	du	flux	de	𝐺⃗	à	travers	Σ	donne	:	
	

a 𝐺⃗(𝑀) ⋅ d𝑆eeee⃗
&∈(

=a𝐺%(𝑟)d𝑆
(

=
)*+é-./+)0*	à
%	30*4+/*+

𝐺%(𝑟)ad𝑆
(

= 𝐺%(𝑟) × 4𝜋𝑟$	

	
Par	le	théorème	de	Gauß	gravitationnel,	on	a	donc	(𝑟 > 𝑅!)	:	
	

𝐺%(𝑟)4𝜋𝑟$ = −4𝜋𝒢𝑚! ⇒ 𝐺%(𝑟) = −𝒢
𝑚!

𝑟$
	

	
D’où,	
	

𝐺⃗(𝑟) = −𝒢
𝑚!

𝑟$
𝑢%W	

	
Finalement,	on	tire	:	
	

𝐹⃗(𝑟) = 𝑚"𝐺⃗(𝑟) = −𝒢
𝑚!𝑚"

𝑟$
𝑢%W	

	
On	retrouve	l’expression	de	la	question	1	!	
	
	
(3)	On	vient	de	montrer	que	la	force	exercée	par	𝒜	sur	𝒫	ne	dépend	pas	de	la	modélisation	de	𝒜	
(sphérique,	ou	point	matériel).	De	la	même	manière,	on	peut	montrer	que	la	force	exercée	par	𝒫	
sur	𝒜	ne	dépend	pas	de	la	modélisation	de	𝒫.	Par	le	principe	des	actions	réciproques,	on	conclut	
que	l’expression	de	la	force	𝐹⃗	ne	dépend	pas	de	la	modélisation	de	𝒜	et	𝒫.		
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(Merci	à	Guillaume	Pages	pour	la	correction	de	cette	question	!)	
	
	
(4)	Le	moment	de	la	force	gravitationnelle	subie	par	𝑃	est	nul	car	ladite	force	est	radiale.	Par	le	
théorème	du	moment	cinétique,	 il	vient	que	 le	moment	cinétique	𝐿!eeee⃗ 	est	constant.	Ainsi,	à	 tout	
instant,	𝑟	est	orthogonal	à	𝐿!eeee⃗ 	–	qui	est	constant	–,	donc	le	mouvement	est	contenu	dans	le	plan	
contenant	𝐴	et	orthogonal	à	𝐿!eeee⃗ ,	ici	noté	(𝐴𝑥𝑦).	
	
Par	définition,	𝐿!eeee⃗ ≔ 𝑟⃗ ∧ 𝑝⃗ = 𝑟⃗ ∧ 𝑚𝑣⃗ = 𝑚𝑟$𝜃̇𝑢5W = constanteeeeeeeeeeeeeeeeeeeee⃗ .	On	définit	alors	𝐶 = 𝑟$𝜃̇	(constante	
des	aires).	
	
	
(5)	Par	la	règle	de	la	chaîne	:	
	

d𝑣⃗
d𝜃

=
d𝑡
d𝜃
d𝑣⃗
d𝑡
	

	
Or,	par	le	principe	fondamental	de	la	dynamique,		
	

d𝑣
d𝑡

= −𝒢
𝑚!

𝑟$
𝑢%W	

	
Par	conséquent,		
	

d𝑣
d𝜃

= −𝒢
𝑚!

𝑟$𝜃̇
𝑢%W = −𝒢

𝑚!

𝐶
𝑢%W	

	
En	posant	𝑝 = 𝐶$/𝒢𝑚!,	il	vient	:	
	

d𝑣⃗
d𝜃

= −
𝐶
𝑝
𝑢%W	

	
En	outre,	une	nouvelle	fois	par	la	règle	de	la	chaîne	:	
	

d𝑢6W
d𝜃

=
d𝑡
d𝜃
d𝑢6W
d𝑡

=
1
𝜃̇
d𝑢6W
d𝑡
	

	
Et,	par	la	formule	de	dérivation	des	vecteurs	:	
	

d𝑢6W
d𝑡

= 𝜃̇𝑢5W ∧ 𝑢6W = −𝜃̇𝑢%W ⇒ −𝑢%W =
1
𝜃̇
d𝑢6W
d𝑡
	

	
Ainsi,	on	a	:	
	

d𝑣
d𝜃

=
d
d𝜃 �

𝐶
𝑝
𝑢6W�	

	
Par	intégration,	on	obtient	finalement	:	
	

𝑣⃗(𝜃) = 𝐶
𝑢6W + 𝑒
𝑝

	

	
Où	 𝑒	 est	 une	 constanteeeeeeeeeeeeeeeeeeeee⃗ 	 d’intégration	 (adimensionnée	 comme	 𝑢6W	 en	 vertu	 de	 l’expression	 ci-
dessus).	
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Le	mouvement	est	plan,	donc	le	vecteur	𝑣⃗	reste	dans	le	plan	(𝐴𝑥𝑦).	De	même	pour	le	vecteur	𝑢6W.	
Donc	 le	vecteur	𝑒,	combinaison	linéaire	des	deux	vecteurs	précédents,	reste	aussi	dans	 le	plan	
(𝐴𝑥𝑦).	
	
	
(6)	Par	ce	qui	précède,		
	

𝑣⃗(𝜃) = 𝐶
𝑢6W + 𝑒
𝑝

= 𝐶
𝑢6W + 𝑒𝑢7W

𝑝
=

89!:;30469":<4)*69#:=
− 𝐶

𝑒 sin 𝜃
𝑝

𝑢%W + 𝐶
1 + 𝑒 cos 𝜃

𝑝
𝑢6W	

	
Or,	par	définition,	on	a	:	
	

𝑣 = �
𝑟̇
𝑟𝜃̇
0
�
(9#:,9":,9$:)

	

	
En	identifiant	les	coordonnées,	on	obtient	:	
	

𝑟̇ =
(∗)
− 𝐶

𝑒 sin 𝜃
𝑝

, 𝑟𝜃̇ =
(∗∗)

𝐶
1 + 𝑒 cos 𝜃

𝑝
	

	
En	exploitant	l’équation	(∗∗),	et	par	définition	de	𝐶 ≔ 𝑟$𝜃̇,	on	supprime	𝜃̇	pour	obtenir	:	
	

𝑟(𝜃) =
𝑝

1 + 𝑒 cos(𝜃)
	

	
Si	𝑒 ≥ 1,	alors	le	dénominateur	1 + 𝑒 cos 𝜃	peut	devenir	très	proche	de	0	quand	𝜃	varie,	donc	la	
trajectoire	n’est	pas	bornée.	Par	contraposée,	une	trajectoire	bornée	n’est	envisageable	que	si	𝑒	
est	strictement	inférieur	à	1.	
	
Si	𝑒 < 1,	on	obtient	l’équation	polaire	d’une	ellipse	d’excentricité	𝑒.	
	
	
(7)	En	exploitant	l’équation	(∗∗)	ainsi	que	l’expression	de	𝑟(𝜃),	on	tire	:	
	

𝜃̇ =
d𝜃
d𝑡

= 𝐶
(1 + 𝑒 cos 𝜃)$

𝑝$
	

	
On	 sépare	 les	 variables	 puis	 on	 intègre	 sur	 une	période	𝑇,	 soit	 pour	 𝜃	 parcourant	 l’intervalle	
[0,2𝜋].	
	

d𝑡 =
𝑝$

𝐶
d𝜃

(1 + 𝑒 cos 𝜃)$
⇒ 𝑇 =

𝑝$

𝐶
�

d𝜃
(1 + 𝑒 cos 𝜃)$

$B

C�������������
≔ℐ

	

	
Puis,	en	utilisant	l’expression	de	𝑝	:	
	

𝑝 ≔
𝐶$

𝒢𝑚!
⇒ 𝐶 = 𝑝

F
$�𝒢𝑚!	

	
D’où	finalement,	
	

𝑇 = ℐ
𝑝
#
$

�𝒢𝑚!
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(8)	On	suppose	ici	que	𝑒 = 0.	Le	rayon	est	alors	constant	égal	à	𝑝	;	la	trajectoire	est	un	cercle	de	
rayon	𝑝.	
	
L’expression	de	la	période	𝑇	devient	:	
	

𝑇 = 2𝜋
𝑝
#
$

�𝒢𝑚!
⇒
𝑇$

𝑝#
=
4𝜋$

𝒢𝑚!
	

	
On	retrouve	alors	la	troisième	loi	de	Kepler,	ou	«	loi	des	périodes	»,	dans	le	cas	particulier	d’une	
trajectoire	circulaire.	Historiquement,	on	l’énonce	comme	suit	:	«	le	carré	de	la	période	sidérale	
d’une	planète	est	proportionnel	au	cube	du	demi-grand	axe	de	sa	trajectoire	elliptique	».	
	
	
(9)	Cf	Python	(voir	la	syntaxe	dans	les	données	à	la	fin	du	sujet).	
	
	
(10)	Cf	faire	le	schéma.	
	
	
(11)	On	a	:	
	

𝛼 ≔
𝑙
𝐷
, 𝐷 = 𝑎F − 𝑎C	

	
Où	𝐷	désigne	la	distance	Terre-Mars.	
	

⇒ 𝑎F = 𝑎C +
𝑙
𝛼
	

	
Or,	par	la	troisième	de	loi	de	Kepler,	on	a	:	
	

𝑇C$

𝑎C#
=
𝑇F$

𝑎F#
⇒ 𝑎C = 𝑎F �

𝑇C
𝑇F
�
$
#
	

	
Ainsi,	
	

𝑎C = �𝑎C +
𝑙
𝛼� �

𝑇C
𝑇F
�
$
#
⇒ 𝑎C £1 − �

𝑇C
𝑇F
�
$
#
¤ =

𝑙
𝛼 �
𝑇C
𝑇F
�
$
#
	

	
Finalement,	
	

𝑎C =
𝑙
𝛼

1

¥𝑇F𝑇C
¦
$
# − 1

	

	
	
(12)	 La	 valeur	 annoncée	 donne	 𝑎C ≈ 1,98 × 10FF	m.	 C’est	 relativement	 proche	 de	 la	 valeur	
exacte	1	UA	= 1,50 × 10FF	m	!!		
	
	
(13)	Le	travail	𝑊G	est	négatif,	il	correspond	à	une	interaction	globalement	attractive	(c’est	bien	le	
cas	de	 l’interaction	gravitationnelle).	L’énergie	de	 liaison	𝐸H ≔ −𝑊G	 correspond	au	contraire	à	
l’énergie	qu’il	faudrait	fournir	à	l’étoile	pour	la	disloquer.	
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(14)	Par	définition	:	
	

𝑀 =« 𝜌d𝑉
É+0)JK

=
L	30*4+/*+

𝜌
4
3
𝜋𝑅#	

	
Ainsi,	
	

𝜌 =
𝑀

4
3𝜋𝑅

#
	

	
	
On	déduit	:	
	

𝑚 = 𝜌 ×
4
3
𝜋𝑟# = 𝑀¥

𝑟
𝑅
¦
#
, d𝑚 = 𝜌 × 4𝜋𝑟$d𝑟�����

M0JNOK	P%N*K	30N3QK
P%éR/)44KN.	P%

=
3𝑀𝑟$d𝑟
𝑅#

	

	
	
(15)	On	considère	pour	système	la	couche	d’épaisseur	d𝑟.	Les	forces	subies	par	ce	système	sont	
la	force	de	l’opérateur	𝐹0Reeeeee⃗ 	qui	permet	d’amener	cette	couche,	ainsi	que	la	force	gravitationnelle	
𝐹-./Meeeeeeeee⃗ 	 induite	par	 le	 champ	gravitationnel	 créé	par	par	 la	masse	𝑚	déjà	 constituée.	 Comme	on	
travaille	en	régime	quasi-statique,	le	principe	fondamental	de	la	dynamique	devient	:	
	

𝐹0Reeeeee⃗ + 𝐹-./Meeeeeeeee⃗ = 0e⃗ ⇒ 𝐹0Reeeeee⃗ = −𝐹-./Meeeeeeeee⃗ 	
	
Par	définition	du	travail	d’une	force,	il	vient	:	
	

𝛿𝑊G = 𝛿𝑊¯𝐹0Reeeeee⃗ ° = −𝛿𝑊¯𝐹-./Meeeeeeeee⃗ °	
	
Or,	 la	 force	 gravitationnelle	 est	 conservative,	 donc	 dérive	 d’une	 énergie	 potentielle	
gravitationnelle	ℰS	de	sorte	que	:	
	

𝛿𝑊G = −𝛿𝑊¯𝐹-./Meeeeeeeee⃗ ° = dℰS = −𝒢
𝑚d𝑚
𝑟�������

é*K.-)K	R0+K*+)KJJK	-./M)+/+)0**KJJK
4NT)K	R/.	J/	30N3QK	PK	O/44K	PU
P/*4	JK	3Q/OR	3.éé	R/.	J/	O/44K	U

PéVà	30*4+)+NéK

	

	
On	déduit	:	
	

𝛿𝑊G = −𝒢
𝑀¥𝑟𝑅¦

# 3𝑀𝑟$d𝑟
𝑅#

𝑟
= −3

𝒢𝑀$

𝑅W
𝑟Xd𝑟	

	
D’où,	par	intégration	pour	𝑟 ∈ [0, 𝑅],		
	

𝑊G = −
3
5
𝒢𝑀$

𝑅
	

	
	
(16)	On	considère	 la	situation	«	locale	»,	 i.e.	on	s’intéresse	à	 l’équilibre	de	 la	colonne	de	 fluide	
d’aire	𝑆,	située	entre	les	altitudes	𝑧	et	𝑧 + d𝑧.		
	
Les	forces	subies	par	cette	colonne	sont	de	deux	types	:	
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- D’une	part,	les	forces	de	pression	:	
	

𝐹Feee⃗ = −𝑃(𝑧 + d𝑧)𝑆𝑢5W, 𝐹$eeee⃗ = +𝑃(𝑧)𝑆𝑢5W	
	
(Les	forces	de	pression	s’exerçant	sur	les	côtés	de	la	colonne	(selon	𝑢YW	et	𝑢7W)	se	compensent	par	
symétrie.)	
	

- D’autre	part,	la	force	gravitationnelle	:	
	

𝐹-./Meeeeeeeee⃗ = 𝜌(𝑧)𝑆d𝑧�����
O/44K	PK	J/	30J0**K

PK	ZJN)PK

× 𝐺(𝑧)	

	
À	l’équilibre,	les	forces	se	compensent,	soit	:	
	

𝐹Feee⃗ + 𝐹$eeee⃗ + 𝐹-./Meeeeeeeee⃗ = 0e⃗ 	
	
Ainsi,	en	projetant	sur	l’axe	(𝑂𝑧)	:	
	

−𝑃(𝑧 + d𝑧)𝑆 + 𝑃(𝑧)𝑆 + 𝜌(𝑧)𝑆d𝑧𝐺(𝑧) = 0	
	
On	simplifie	par	𝑆	et	on	fait	un	développement	de	Taylor	au	premier	ordre	:	
	

− ¯𝑃(𝑧 + d𝑧) − 𝑃(𝑧)°�������������
;P"P5(5)P5

+ 𝜌(𝑧)𝐺(𝑧)d𝑧 = 0	

	

⇒
d𝑃
d𝑧
(𝑧) = 𝜌(𝑧)𝐺(𝑧) < 0	

	
	
(17)	Dans	le	modèle	de	la	statistique	de	Maxwell-Boltzmann,	pour	un	gaz	parfait	monoatomique	
de	𝑁	particules,	on	a	par	le	théorème	d’équipartition	de	l’énergie	:	
	

ℰ[ = 𝑁 ×
1
2
𝑚(𝑥̇$ + 𝑦̇$ + 𝑧̇$) = 𝑁 ×

3
2
𝑘\𝑇 =

]&;
^
𝒩' 𝑁 ×

3
2
𝑅𝑇
𝒩!

=

J0)	PK4	-/`	
R/.Z/)+4

𝑁 ×
3
2
𝑃𝑉
𝑛𝒩!¿
;a

	

	

⇒ ℰ[ =
3
2
𝑃𝑉	

	
	
(18)	La	symétrie	sphérique	conduit	(l’analyse	a	déjà	été	effectuée)	à	chercher	le	champ	𝐺⃗	sous	la	
forme	𝐺⃗(𝑟) = 𝐺%(𝑟)𝑢%W.	
	
On	considère	pour	surface	de	Gauß	la	sphère	Σ	de	rayon	𝑟.	On	note	𝜏	le	volume	engendré	par	Σ.	
	
La	masse	contenue	dans	Σ	est	:	
	

𝑚)*+ ≔«𝜌d𝑉
b

=
O/44K	M0JNO)cNK

30*4+/*+K

𝜌«d𝑉
b

= 𝜌 ×
4
3
𝜋𝑟# =

L; &
X
#B^

(

𝑀¥
𝑟
𝑅
¦
#
	

	
Le	flux	du	champ	𝐺⃗	à	travers	Σ	est	:	
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a 𝐺⃗(𝑀) ⋅ d𝑆eeee⃗
&∈(

=a𝐺%(𝑟)d𝑆
(

=
)*+é-./+)0*	à	%

30*4+/*+
𝐺%(𝑟)ad𝑆

(
= 𝐺%(𝑟)4𝜋𝑟$	

	
Par	le	théorème	de	Gauß	gravitationnel,	on	obtient	:	
	

𝐺%(𝑟)4𝜋𝑟$ = −4𝜋𝒢𝑀 ¥
𝑟
𝑅
¦
#
	

	

⇒ 𝐺%(𝑟) = −
𝒢𝑀
𝑅#

𝑟	
	
Par	conséquent,	d’après	la	question	(16)	et	compte	tenu	de	la	généralisation	sphérique,	on	tire	:	
	

d𝑃
d𝑟
(𝑟) = 𝜌 × −

𝒢𝑀
𝑅#

𝑟 =
𝑀

4
3𝜋𝑅

#
× −

𝒢𝑀
𝑅#

𝑟 = −
3
4
𝒢𝑀$

𝜋𝑅W
𝑟	

	
Par	intégration,	il	en	résulte	:	
	

𝑃(𝑟) = −
3
8
𝒢𝑀$

𝜋𝑅W
𝑟$ + 𝐴, 𝐴 = constante	

	
Or,	𝑃(𝑅) = 0	car	𝑃	désigne	la	pression	dans	le	fluide.	On	obtient	alors	:	
	

𝑃(𝑟) =
3
8
𝒢𝑀$

𝜋𝑅W
(𝑅$ − 𝑟$)	

	
	
(19)	On	peut	calculer	la	pression	moyenne	dans	l’étoile	:	
	

𝑃 = ⟨𝑃(𝑟)⟩%∈[C,^] ≔
1
𝑅
� 𝑃(𝑟)d𝑟
^

C
=
1
𝑅
×
3
8
𝒢𝑀$

𝜋𝑅W
� (𝑅$ − 𝑟$)d𝑟
^

C
=
1
𝑅
×
3
8
𝒢𝑀$

𝜋𝑅W
�𝑅# − Ã

𝑟#

3
Ä
C

^

�	

	

⇒ 𝑃 =
1
𝑅
×
3
8
𝒢𝑀$

𝜋𝑅W
Å𝑅# −

𝑅#

3
Æ =

𝒢𝑀$

4𝜋𝑅X
	

	
D’après	la	question	(17)	il	vient	:	
	

ℰ[ =
3
2
𝑃𝑉 =

3
2
×
𝒢𝑀$

4𝜋𝑅X
×
4
3
𝜋𝑅# =

𝒢𝑀$

2𝑅
	

	
	
(20)	On	peut	loisiblement	approximer	𝑀 ≈ 𝑁 ×𝑚S	car	la	masse	d’un	proton	est	nettement	plus	
grande	que	celle	d’un	électron.	En	outre,	𝑉 = X

#
𝜋𝑅#.	Ainsi	:	

	

𝑎# ≔ 𝒱 ≔
𝑉
𝑁
=
4
3𝜋𝑅

#

𝑀
𝑚S

=
4
3
𝜋𝑅#

𝑚S

𝑀
	

	
D’où,	
	

𝑎 = �
4
3
𝜋
𝑚S

𝑀 �
F
#
𝑅	
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(21)	 Il	 est	 commode	 de	modéliser	 cette	 situation	 de	 confinement	 quantique	 par	 un	 puits	 de	
potentiel	infini	de	largeur	𝑎.	C’est	ce	que	nous	allons	mettre	en	place.	
	
On	injecte	l’expression	de	Ψ	dans	l’équation	de	Schrödinger	:	
	

−
ℏ$

2𝑚
d$𝜓
d𝑥$

(𝑥)𝑒<fgh = 𝑗ℏ𝜓(𝑥) × −𝑗𝜔𝑒<fgh	
	
D’où,	après	simplification,	en	posant	𝑒 = ℏ𝜔 > 0	l’énergie	de	la	particule	étudiée	:	
	

d$𝜓
d𝑥$

(𝑥) +
2𝑚𝑒
ℏ$¿
≔])

𝜓(𝑥) = 0	

	
Les	solutions	de	cette	équation	différentielle	sont	de	la	forme	:	
	

𝜓(𝑥) = 𝐴 cos(𝑘𝑥) + 𝐵 sin(𝑘𝑥) , 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ	
	
Écrivons	à	présent	les	conditions	de	continuité	aux	bords	du	puits.	Déjà,	𝜓(0) = 0	car	il	n’y	a	pas	
de	terme	divergent	dans	l’équation	de	Schrödinger	;	donc	𝐴 = 0.	Pour	la	même	raison,	𝜓(𝑎) = 0,	
donc	sin(𝑘𝑎) = 0.	Cela	induit	une	quantification	de	𝑘	:	
	

𝑘i𝑎 = 𝑛𝜋 ⇒ Ò2𝑚𝑒i
ℏ$

𝑎 = 𝑛𝜋 ⇒ 𝑒i =
𝑛$𝜋$ℏ$

2𝑚𝑎$
, 𝑛 ∈ ℕ∗	

	
On	déduit	alors	l’énergie	𝑒F	de	l’état	fondamental	𝑛 = 1	:	
	

𝑒F =
𝜋$ℏ$

2𝑚𝑎$
	

	
La	fonction	d’onde	de	l’état	fondamental	est	donc	:	
	

𝜓F(𝑥) = 𝐵 sin ¥
𝜋𝑥
𝑎
¦	

	
On	détermine	𝐵	par	la	condition	de	normalisation	:	
	

1 = � |𝜓F(𝑥)|$d𝑥
j

C
= |𝐵|$� Õsin ¥

𝜋𝑥
𝑎
¦Õ
$
d𝑥

j

C
	

	
Or,	le	sinus	est	positif	sur	l’intervalle	[0, 𝜋],	donc	:	
	

1 = |𝐵|$� sin$ ¥
𝜋𝑥
𝑎
¦ d𝑥

j

C
= |𝐵|$�

1 − cos ¥2𝜋𝑥𝑎 ¦
2

d𝑥
j

C
=
|𝐵|$

2
Å𝑎 − � cos �

2𝜋𝑥
𝑎 �d𝑥

j

C
Æ	

	
Or,	
	

� cos �
2𝜋𝑥
𝑎 � d𝑥

j

C
= Ö

𝑎
2𝜋

sin �
2𝜋𝑥
𝑎 �×

C

j
= 0	

	
Donc,	
	

|𝐵|$ =
2
𝑎
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Quitte	à	placer	une	phase	dans	la	partie	«	temporelle	»	de	la	fonction	d’onde	Ψ,	on	peut	supposer	
𝐵	réel,	de	sorte	que	:	
	

𝐵 = Ò2
𝑎
	

	
Finalement	:	
	

𝜓F(𝑥) = Ò2
𝑎
sin ¥

𝜋𝑥
𝑎
¦ , 𝑒F =

𝜋$ℏ$

2𝑚𝑎$
	

	
Afin	de	vérifier	le	principe	d’indétermination	de	Heisenberg,	on	calcule	séparément	les	variances	
Δ𝑥	et	Δ𝑝Y .	
	
D’une	part,	Δ𝑥 ∼ 𝑎	car	le	puits	a	pour	taille	caractéristique	𝑎.	
	
D’autre	part,	on	calcule	Δ𝑝Y	en	utilisant	la	formule	(Δ𝑝Y)$ = ⟨𝑝Y$⟩ − ⟨𝑝Y⟩$.	En	effet,	on	a	déjà	que	
⟨𝑝Y⟩ = 0	 car	 aucune	 direction	 n’est	 privilégiée	 (on	 peut	 s’en	 convaincre	 quantitativement	 en	
remarquant	que	la	fonction	d’onde	d’une	particule	confinée	se	décompose	comme	superposition	
d’ondes	de	De	Broglie	se	propageant	dans	des	sens	contraires).	Par	conséquent,	(Δ𝑝Y)$ = ⟨𝑝Y$⟩.	
	
Or,	l’énergie	totale	d’une	particule	dans	le	puits	de	potentiel,	dans	l’état	fondamental	s’écrit	:	
	

𝑒F =
⟨𝑝Y$⟩
2𝑚

+ 0⏟
R0+K*+)KJ	*NJ
P/*4	JK	RN)+4

	

	
Par	conséquent,	⟨𝑝Y$⟩ = 2𝑚𝑒F,	et	Δ𝑝Y = �2𝑚𝑒F.	On	utilise	l’expression	de	𝑒F	trouvée	:	
	

Δ𝑝Y = Ò2𝑚
𝜋$ℏ$

2𝑚𝑎$
=
𝜋ℏ
𝑎
	

	
Finalement,	
	

Δ𝑥Δ𝑝Y = 𝑎 ×
𝜋ℏ
𝑎
=
ℎ
2
≥
ℏ
2
	

	
Le	principe	d’indétermination	de	Heisenberg	est	vérifié	!	
	
	
(22)	Dans	le	cas	d’un	puits	cubique	de	côté	𝑎,	on	cherche	une	fonction	d’onde	sous	la	forme	:	
	

Ψ(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝛼(𝑥)𝛽(𝑦)𝛿(𝑧)𝑒<fgh , 𝛼, 𝛽, 𝛿	des	fonctions	suffisamment	régulières	
	
Par	 symétrie,	 on	 itère	 le	 raisonnement	 précédent,	 de	 sorte	 que	la	 fonction	 d’onde	 de	 l’état	
fondamental	soit	:	
	

ΨF(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = Ò 2
𝑎#
sin ¥

𝜋𝑥
𝑎
¦ sin ¥

𝜋𝑦
𝑎
¦ sin ¥

𝜋𝑧
𝑎
¦ 𝑒<fgh	

	
L’énergie	devient	:	
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𝑒i*,i),i( =
ℏ$

2𝑚
Å
𝜋$𝑛F$

𝑎$
+
𝜋$𝑛$$

𝑎$
+
𝜋$𝑛#$

𝑎$
Æ , 𝑛F, 𝑛$, 𝑛# ∈ ℕ∗	

	
L’état	fondamental	est	donc	:	
	

𝑒F,F,F =
3ℎ$

8𝑚𝑎$
	

	
	
(23)	 L’énergie	 cinétique	 totale	 due	 au	 confinement	 s’écrit	comme	 la	 somme	 des	 énergies	
cinétiques	des	protons	et	des	électrons	:	
	

ℰ[ = 𝑁 ×
3ℎ$

8𝑚k𝑎$
+𝑁 ×

3ℎ$

8𝑚S𝑎$
= 𝑁 × Å

1
𝑚S

+
1
𝑚k
Æ
3ℎ$

8𝑎$
	

	
Par	la	question	(20),	il	vient	:	
	

ℰ[ = 𝑁 ×
𝑚S +𝑚k

𝑚S𝑚k

3ℎ$

8 ¥43𝜋
𝑚S
𝑀 ¦

$
# 𝑅$

	

	
Or,	𝑁 = &

U+lU,
	(on	omet	l’équivalent	ici	afin	de	simplifier	par	la	suite).	On	tire	:	

	

ℰ[ =
3
8�
4
3
𝜋�

<$# ℎ$

𝑚k𝑚S

m
#

�����������
;n

×
𝑀
m
#

𝑅$	
	

	
On	obtient	la	forme	voulue.	
	
	
(24)	L’énergie	totale	s’exprime	:	
	

ℰ = 𝛾
𝑀
m
#

𝑅$
−
3
5
𝒢𝑀$

𝑅
	

	
On	cherche	𝑅Kc	qui	minimise	ℰ	:	
	

0 =
dℰ
d𝑅

¯𝑅Kc° = −2𝛾
𝑀
m
#

𝑅Kc#
+
3
5
𝒢𝑀$

𝑅Kc$
⇒ 𝑅Kc =

10𝛾

3𝒢𝑀
F
#
	

	
	
(25)	Application	numérique	:	𝑅Kc = 6,34 × 10W	m.	Le	rayon	est	quasi	100	fois	plus	petit	que	celui	
du	Soleil,	mais	la	masse	est	la	même	!	Les	naines	blanches	sont	des	objets	célestes	très	denses.	
	
	
(26)	On	a	:	
	

ℰ[ = 𝛾	
𝑀
m
#

𝑅Kc$
= 𝑁 ×

1
2
𝑚k𝑣$ ⇒ 𝑣 = ß	

2𝛾𝑀
m
#

𝑁𝑚k𝑅Kc$
≈ 1,5 × 10o	m ⋅ s<F	
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On	 obtient	 une	 vitesse	 très	 proche	 de	 celle	 de	 la	 lumière	:	 on	 doit	 adopter	 une	 approche	
relativiste…	
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