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- (1)
(1 —1
1 1
2)
Soit Hune matrice de Hadamard

Quitte & considérer la transposée (qui reste de hadamard), on démontre les résultats

sur les lignes.
1

Multiplier une ligne ¢ par —1 revient a considérer L;H ou L; =

avec — 1 a ligne i.

On a:
Yo,y € R,

1 R N I
((GoLiel( S Li)y ) = T (= LiHa) = LiHy)
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De la méme maniere, échanger deux lignes revient & considérer M; ; H

ou M;,; = S

Et on a également :

1 1 TR VR S
(M| T (O H)y ) = To( (M )M H)
= Tr(% xtH(tMiJ%Mi,j)Hy)
— Tr(% xtH(In)%Hy)
— Te( (Ha) = Hy)

S

n vn
()

= (z[y)
Ainsi, ==M; ;H et ﬁLiH sont orthogonales puis de Hadamard.

3) 1l suffit de multiplier toutes les colonnes avec comme premiére coordonnée
—1 par —1 pour obtenir la premiere ligne égale a 1 (ce qui conserve la nature de la matrice
de Hadamard par 2)).

Soit L; = (li1,--.,lin) une ligne distincte de la premiere (licite car n > 2) de H.
Les lignes étant orthogonales entre elles, on a :
n

(Lil(1,...,1)) =0donc > Iy =0,k € [1,n] l;x € {~1,1}.
k=1
Donc n est pair sinon la somme ne peut pas valoir zéro.

4) Echanger des lignes, des colonnes ou en multiplier par — 1

ne change pas l'ordre de la matrice et conserve son statut de Hadamard.

On peut donc supposer sa premiere ligne avec que des 1.

Aussi, comme c’est une matrice orthogonale, sa deuxieme ligne est orthogonale & la premiere.
Puis, en premutant les colonnes pour mettre les 1 en premiere position puis les

—1 a la suite, on obtient une matrice avec une premiere ligne constituée de 1 et une deuxieme
ligne constituée de n/2 1 et n/2 — 1. On obtient la matrice suivante :



cpge-paradise.com

1 . 1
1 1 -1 -1
—_— ————
n/2

On veut montrer que les n/2 premiers 1 sont en nombre pairs.
On reprends les mémes notations et on choisit une ligne L; qui
doit étre orthogonale aux deux premiéres.

n/2 n
lik+ Y Lk =0 (1)
Ce qui donne : 1:521 k:nfﬂ ke [l,n], ik e {-1,1}.
Slik— Y. Lk =0 (2
k=1 k=n/2+1

n/2
1)+ (2) = ZZW =0 donc n/2 est pair car l;, € {—1,1}
k=1

Finalement, n est un multiple de 4.

5) Par le théoreme spectral, f est diagonalisable en base orthonormée.

6)Par le théoréme de Grassman,

dlm(Sk N Tk) = dlm(Sk) + dlm(Tk) - dlm(R")
=n—-k+14+k—n
=1

Donc | S, N T}, # {0}

7) Soit € Sy N T, onax = Z (x]e;) e; tel que ||z|| = 1.
i=k
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(z]f(z)) = < (zles) edl (D (wles) e2)>
i=k i=k
:ZZ ‘61 |6J 6z|f(ej)>
=k gk (eilAje;)
=D (ales) (zlej) Aj (eiles)
i=k j=k et
= > (ale)’ A
i=k
>0 Y (e’
i=k
Jel?=1
Ainsi, max  {(z|f(z))} > A\
z€Sy ||z]|=1
8) On considére S = Vect(ey, ..., ex) € k.
Soit © € S, on a SN Ty = Vect(ex) donc Llen\fnﬁ 1{(x\f(a:)>} = {ex|flex)) =
e T||=
Ak
D i < Ag.
onc min {Iegnlﬁ_l{@lf(:v»}} < g
Or VS € m, gnua)ﬁ . {{z|f(z))} > A\ (indépendant de S).
xE z||=
Ak est donc un minorant de glﬁ)ﬁ ) {{(z|f(z))} et finalement :
f1S] z||=
i > .
win {_max {(olf@))} =

Il ésulte al A = mi
en résulte alors que | A, = min {;egﬁaﬁﬂ{@'ﬂx»}}

9) M est diagonalisable en base orthonormée et on peut écrire :
A1

M=tP h P
An
Comme M est positive, 8) = Vi € [1,n], A\p >0

VAT

On peut donc poser A = A puis B = AP.

Vn

et on a bien m
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Si désormais M admet une unique valeur propre \; positive de vecteur propre u,
alors la matrice de passage "P est de la forme :

Uq Uy
Q | avec u =
Unp Unp
On a
A1
M=tp P
An
A1 0
0 A2
=t p _ P+ tP _ P
0 An
0
W
~~
>0
= \utu -t P - P
-\,
—~—
>0

On pose le méme type de matrice B que tout a ’heure et on obtient :
’M = M\u'lu—! BB ‘

10) Soit p 'endomorphisme canoniquement associé a P.
On a clairement *P = P donc P est symétrique.

1 1
De plus, on a Pe = (I, — —e'e)e = e — —e||e||* =
n n ~~
. N 1, "
Aussi Vo € Vect(e)™, Px = (I, — —e'e)x =z — —e{e|x) =
n n

p est donc la projection orthogonale sur Vect(e)J‘.

2 2 2
[1 n]] d(Ai, Aj)? = llzi — 251" = o)™ + s 1™ = 2 wsla;) -

Hfle [E21 (ISR EY
D=1 : :
2 2
Hfan [0l - [0l ,
1 el - [l
2
(lzal® - laal®) = :
2 2
el - [l
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(EHS
(Tilz1) - (z1]zn)
*)tMAMA = :
——
lzn|?
Done | D = C'e + ¢'C — 2" MaM,. |
On a:

T(D) = —+pPDP
2

1
— _§(PCteP + Pe!CP — 2P' MM, P)

1
= —5(PCY(Pe) + (Pe)!CP — 2/ (MaP)My P)
0 0
= (MAP)MAP

Ainsi, Vo € R”, '2T(D)z =' (MaPz)MsPx = ||[MaPz|? > 0.
Donc | T'(D) est positive.

Et | T(D)e =" (MaP)Ma(Pe ) = 0.
0

Donc |T(D) € Q,.

12) D’aprés 9), 3B € M, (R), A =" BB.

Soit (e, ...,en) la base canonique.
On a ¥(i,j) € [1,n]? Afi, j] =" e;Ae; =" (Be;)Be; = (Be;|Be;)
Aussi

K(A)[i,§] = (e'a+ a'e — 2A)[i, j] = Ali,i] + Alj, ] — 24[i, j]
= || Be:||* + [|Be;||* — 2 (Bes| Bey)

2
= |[Bei — Bej|
En notant (B, ..., By,) les points dont les vecteurs associés sont les Be;, on obtient
que ’ K (A) est la MDE ces points. ‘

13) On remarque d’abord que T o K est bien définie par 11) et 12).
Soit A € Q,,

T(K(A)) = —%P(ate +ela—2A)P

1
= —i(PateP + Pe'aP — 2PAP)

_ 1p ¢
——2(Pa(126)—|—(126)aP—2PAP)

=A
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14) Soit D une matrice d’ordre n & coefficients positifs ou nuls et & coefficients diagonaux nuls.

1
(=) Supposons que D soit MDE, alors D € A, et T(D) = _§PDP € Q,.

1
Donc —§PDP est positive.

1 1
( <= ) Supposons que 75PDP est positive. On a K(T(D)) = K(fipDP) =
D par 13).
Or T(D) € Q,, donc K oT(D) =D € A,,| Et ainsi D est MDE.‘

15) Soit M une matrice symétrique a coefficients positifs, non nulle et de diagonale nulle,
ayant une unique valeur propre A strictement positive d’espace propre de dimension 1.
Par 9), on a : M = Xe'e —* BB avec B € M, (R).

1 1 t t 1 t 1 t
T(M) S PMP ;P(\ee ~* BB)P S Jze )'e + SP'B
1t
= (BP)BP.
2 ) )
1 1
Or, ¥z € R"'a(~ 5 PMP)r = 5 (BPx)BPz = o |BPz||” > 0.

1
Donc — §PMP est positive.

Par 14) ,| M est MDE.

16) Soit D une MDE, tous les coefficients diagonaux d'une MDE sont nuls.
Tr est un invariant de similitude et D est symétrique réelle donc diagonalisable.

n
Dot | Tr(M) = > A; = 0.
=1

17) Soit z € Vect(e)t, on a Px = x par 10), d’ou :
1
txDx =" (Px)D(Px) = ’ tx(PDP)x < O‘ car D est MDE et 14) = —§PDP est positive

et donc PDP est négative. D’ou le résultat.

18) Soit S = Vect(e)®, par 7)ona: [A,_; < méig{(ﬂDx)} < 0| (par 17)).

n—1
A < ...\ 1 <0. Ainsi, A\, >0 car Z A; = 0. Maintenant, si A\, = 0.
i=1
Alors Vi € [1,n — 1], A; = 0 et comme D est diagonalisable, D = 0 (absurde).
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Donc .

19) ‘D = (‘"UAU) =! UAU = D donc ’ D est symétrique.

nDli,j] = n'e;De; = n'(Ue;)AUe;

U4 . Uu1,j

Un,i : Unp, j

A1

|
>
1
E
+
=
=
=
>
=
<.

= Z An—kt1hrihe j + Ap hagha
—_——

1

n n
=3 Mnoksrbwibe; — Y Aokt
k=2

= Z An—kt1 (iihi,j — 1)

n n
De la méme maniere, nD[i, ] = Z )‘n—k-i-lhi,i = Z An—k+1 =0
k=1 k=1

tU est inversible et D est semblable & une matrice diagonale donc diagonalisable donc
ses valeurs propres sont les coefficients diagonaux.

A1, ... Ap_1 sont racines du polynome caractéristique de D comptés avec multiplicité.
Donc A, est de multiplicité 1

Doit | dim(Ker(D — A1) = 1]

20) Le premier vecteur colonne de 'U est e donc e est le vecteur propre associé
a la valeur propre A, > 0 dont le sous espace propre est de dimension 1.

La question 19) et cet argument permettent d’utiliser 15) et de dire que | D est MDE |
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1 1 1 1
1 1 -1 -1
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

21) H =

est de Hadamard avec que des 1 sur la premiere ligne.

5

D’apres ce qui précede M =' (1 H) 8

0

0
-1

0

0

0 0
0 0
-2 0
0 -2

N =

W Wk O

W W O =

= O W w

O = wWww




