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Correction de I’épreuve Mathématiques C ENS 2024
Par DOURVILLE Jérémy.
Si vous trouvez des erreurs, ou si vous avez des questions/ ou
suggestions, n’hésitez pas a me contacter par mail :
Jerdourville@gmail.com

I Lemme de Cesaro

1. Soit € > 0, montrons qu’il existe un rang N tels que :
VYneN,n> N,|o, — | <e.

Comme hr—{l u, = [, alors par définition de la limite, il existe un rang
n—-+0o0

ng tels que pour tout n > ng, |u, — 1| <e.
Pour n > ng on a :

1 n
n— 1 = —1
on =1l = g e =

1 ’I’Lo—l 1 n
< o ’;) lug — 1| + mkz |ur — I (par inégalité triangulaire)
- —no

Etude du second terme :

n n
1
1
— ) g \uk—l|§n+1 E e <e

k=no k=ng
Etude du premier terme :
no—1 no—1
Ona Z |ug — 1] qui est une constante par rapport a n, donc n%_l Z |lug — 1]
_ k=0
tend vers 0 lorsque n tend vers linfini. Il existe donc un range n; tels que
’I’L(]*l
%4-1 Z |ug — 1] < € pour tout n > ny.
k=0

Donc pour tout n < max(ng,n1) on a |o, —I| < 2e. Quitte & étudier avec
5 au lieu de ¢, le résultat est ainsi démontré.

Cas ou l = +o0o (le cas | = —co se traite de fagon symétrique) :
Soit A > 0, montrons qu’il existe un rang N tel que :
VneN,n>N,o, > A,

Comme lim wu, = +00, alors par définition de la limite, il existe un rang
n—-—+oo

ng tels que pour tout n > ng, u, > A.
Tlofl

1 n
Onaon=g ) wt —7) w
k=0 k‘:no

Les comparaisons qui suivent peuvent bien étre faite car on considére une

suite réelle.

Comme précédement,la convergence vers 0 du premier terme nous donne
’I’Lgfl

lexistence d’un rang n; tels que |%+1 g ug| < 1 pour tout n > n.
k=0
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Etudendu second terme :

— 1
%H Z up > %A > A/2 lorsque n > 2ny.

k:=n0

Ainsi on a pour n > max(2ng,n1), 0y > %.
Le résultat est ainsi démontré :

Si lim w, =1[1¢€ Calors, lim o, =1, et lorsque la suite est réelle on
n——+00 n——+oo

peut considérer [ = +oo et [ = —o0.

Applications

1

. On pose la suite (u,) définie par u, = 0si n =0 et u, = - sinon. On a

lim u, = 0. Donc d’aprés le lemme de Cesaro (1.1) on a lirf on = 0.

n——+oo n—
n n
1 ..
Or o, = % E up = — . On remarque que v, = 2o, . Ainsi
"D ket "

lim v, =0.
n—-+oo

La fonction = — - est décroissante sur R*.. En effectuant la comparaison
série-intégrale on obtient :

Zi§l+/ idtglJrln(n):ln(n)+0(ln(n))
£ 1k:n n 1 n n n

tn

n
1 Inn+1 In(n In(n
DemémeonaZ—Z (n+ ): ( )—i—o( ( ))
= kn n n n
Ainsi on obtient v,, ~ l”fl").
“+oo
. On note 7, la suite de Cesaro associé a e,,. On a vy, = % (on recon-

nait un téléscopage).

Or d’aprés le lemme de Cesaro, 7, converge vers o € R*. Comme
A s Un41

tend vers 0 on déduit que 75

Donc u,, ~ an.

uQ
n+1

converge vers «.

La série de terme général e, est divergente. De plus la série de terme
générale « est divergente et le terme générale est de signe constant. Ainsi
on a

N N
Zen ~ Za: (N +1)a.
n=0 n=0

Par téléscog;)age on a donc unyy1 —ug ~ (N + 1)a.
On a aussi uy ~ Na

. Comme (uy,) est & valeurs positives, on peut poser v, = In(u,). On note

de plus w,, = vy41 — v,. On a w,, qui converge vers In(l).

Sil # 1, cest-a-dire In(l) # 0, alors d’aprés la question précédente on
obtient que v, ~ In(l)n.

Montrons que /u, ~ [ :

On a In(Y2) = In(1)(22a) — 1),

nln(l)
Par définition de ’équivalent on déduit que, in( VZT“) converge vers 0.
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Donc que /u,, converge vers [.

Sil=1:

On obtient en reprenant les calculs de la question 3 que v, = o(n). Donc
In({/un,) = “* qui converge vers 0. En passant a ’exponentielle on obtient
donc que {/u, converge vers 1.

Bilan : Dans tous les cas {/u, converge vers [.

Lorsque [ =0 :
On a déja 0 < /u,, pour tous n.
Soit € > 0, il existe un rang N tels que pour tous n > N, up4+1 < €u,. On

a donc u, < " Nuy.

L. ST
Ainsi /u, < ey/ &

Or pour n suffisament grand, {/%kF < 2 (car le terme converge vers 1)
Ainsi /u,, < 2¢. On a donc bien par encadrement, /u,, converge vers 0.

Le cas | = +o00 se traite en étudiant v,, = ui

n

Conclusion : lim u, = 1.
+

n—-—+0o0

Application :en appliquant le résultat démontré on obtient que lim V/n! =

n—-+oo
+ooet lim Vn!=e.
n—-+oo

. La suite (a,,) est convergente donc bornée. On pose M une borne supé-
n n

rieure de la suite (Ja,|). On a donc |Z ai(bp—r —b)| < MZ |br—r — bl
k=1 k=1

Or la suite (|b, — b|) tend vers 0 donc en appliquant le lemme de Cesaro

on obtient que (comme & la question 2, la présence du facteur % au lieu

de — ne change rien) :

. 1 _ _
nkﬁl@o Zak -+ =) =0.

Apphquons cela dans la somme voulue

*Zakbn k= Zak k—b Zakb

D apres le calcul precedent le prermer terme tend vers 0. Le deuxiéme
terme lui, tend vers ab d’apreés le lemme de Cesaro.

Ainsi hm Z agb,_ = ab.

3

. On note A4, Zak,B Zbk et D, C’

On a:
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1
=22 D
n
k=0 1=0
n k l

— S Y b

k=0 =0 m=0

1
= - Z Z Z ambi—mon échange les sommes car elles sont finies

m=0 k=m l=m
n n

= %Z Z amBk—m,

m=0 k=m

n n k

1 n n—m
= Z Z amBjChangement d’indice j=k-m
m=0 j=0
1 n n—j
= EZ Z a, Bjon échange les sommes qui sont finies
§=0 m=0

1 n
== An ;B
=0

On a (4,) et (B,) qui tendent respectivement vers a et b.

n
k=1

n
Donc d’aprés la question 5, on obtient que lz C}. converge vers ab.

Réciproque partielles

. La suite (un) = ((—1)") ne converge pas. Pour autant la suite (o)

converge.

. On considére le cas ou (u,) est une suite croissante. D’aprés le théoréme

de la limite monotone, une suite croissante réelle et soit convergente soit
divergente vers +oo.

On va opérer par disjonction de cas, si (u,,) diverge vers 400, alors d’aprés
le lemme de Cesaro, o, converge vers +oo. Cela est absurde, donc (uy)
converge vers une limite [2. Or d’aprés le lemme de Cesaro, o, converge
vers [2. Ainsi par unicité de la limite, on obtient que nll)rfoo u, = [. Le cas

ou (uy,) est décroissante est similaire.

Si Il = +oo alors la méme disjonction de cas permet de déduire que

lim w, =1 (car si (u,) converge alors o,, aussi ce qui est absurde).
n—-+oo

9. Montrons l'indication :
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10.

Z kek = Z k(uk+1 — ’U,k)
k=0 k=0
1 n
= Z -1 Uk — Z kuk
k=1 k=0

On a d’apres le calcul ci dessus, uy,4+1 =

n 1 n
%Z U + EZ key.
= k=0

Le premier terme tend vers | (on a un terme équivalent a o,,).
n

On a ke qui tend vers 0 donc d’aprés le lemme de Cesaro, %Z key,

k=0
converge vers 0.

Ainsi on obtient que lim wu, =I.
n—-+oo
a) On a:
U — Uy = (U — Up—1) + (Uk—1 — Up)

=ep_1+ (Ug—1 — Un)

=ek_1+ ..+ en + (u, — uy,)Par itération du méme procédé

m m n k—1 m—1
Ainsi E ug—(m—n)u, = E U n= E E er = E (m —j)eg
k=n+1 k=n-+1 k=0 i=n j=n
m m—1
b) Ona (m+1)a$:7(1n+1)0n —u, = min( § up—(m—n)uy,) =
m—n
k=n-+1 j=n

d’apres la question 10.(a).
en = O(2) donc il existe C tels que pour tout n, |ne,| < C. Clest &
dire e, < % pour tout n non nul.

m—
Ainsi |—(m+1)‘77’2 fl”+1)0" un| < Z

Q\»—l
Q\)—l

par inégalité triangulaire.

m—1
m —
Par comparaison série intégrale, Z — < / fdt <ln(
n—

)

— U] < Cln(2=1L) avec C

el » Dom Don
Ainsi on a montré que |W

une constante indépendante de m et de n.

En utilisant ce que ’on vient de demontrer on a :

1] < |(m—|—1)am—(n+1)an 7un|+|(m+1)am—(n+1)an
m—n m—n
<Cln(m_1)+ (m+D|om =1+ (n+1)|o, —
- n—1 m-—n

,l|

)e;
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1.

a)

b)

Donc |u, — 1| < Cln(2=L) + 24t (|, — 1| + |0y — 1)

Par définition de la partie entiére on a : an — 1 < |an] < an.
m+1 < _an+42 1 + 2
a—1

‘m—n = (a—1)n —
+2 3
Or 1 < a donc ?nq) < a(n‘il) (n 5 < 3car 2 <n.
Ainsi 2L <4,
m—1 o n
"n—1 < a(n 1) <a+a(n 1)

Donc ln( )<ln( )—|—ln(1—|——)<ln( )+ﬁ
Montrons 1 malntenant que (uy,) tend vers .

Soit € > 0, comme lim o, =, il existe un rang Ny tels que pour
n—-+oo

’}’L>N0, ‘O-n_”Se
Comme m > n alors |0, — | + |0, — 1] < 2e.

De plus,il existe un rang N tels que = < e pour n > Ni. Ainsi on
obtient que Cln(2=) < Cln(a) + € pour n > Nj.

Pour n > maxz(No, N1) on a |u, — | < 3¢ + Cln(a) + de-L+.

On va s’intéresser au paramétre a.

En notant o = 14 d on a Cln(1 + d) + 415 = Cln(a) + 4e2 <
Cd+ 46%.

On pose f:z+— Cx+ 46%. Le minimum est atteint en z = 2\/g et
vaut 4\/@.

Ainsi en prenant o = 1 +2\/%, on obtient que |u, —I| < 3¢ +4v/€C.
Comme on fait tendre € vers 0 alors on peut supposer € < 1.

Ainsi |u, — 1| < \[(3+4\F)

Quitte a prendre on obtient que lim wu, =1.

(3+ 4\/7)27 n—-+00

ITI Théoréme d’Abel

Illustration de ’ensemble Ay,
Si R > 1, alors f converge en particulier sur le disque de rayon R+1 >

1. Donc f converge en 1. C’est a dire E a, converge.
n>0

Onaz"—1=(z2—1)(1+..+2z"h).
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N
Zanz” — Sy = Zan(z” -1)
n=0

n>0
N
=(z— I)Z an(14 ...+ 2"
n=0
N n—1
=(z— I)Z Z an2?
n=0 p=0
N-1
=(z—1)) (apt1+ ..+ an)zPon peut échanger car les sommes sont finis
p=0
N-1
— = )Y (Ry - Ra)e”
p=0
N-1 N-1
=(z-1) szp—RN(z—l)Z 2P
p=0 p=0
N-1
=(z—-1) R,z — Ry (2N —1)
p=0

¢) Comme la série des a,, converge (hypothése) alors Ry tend vers 0
lorsque N tend vers +oc.
En faisant tendre N vers +oo (les deux termes de gauche convergent,
donc la série de terme général R, 2" converge ), on obtient que

+oo
fz)=S=(z- I)Z R,z".
n=0
d) Il existe un rang Ny tel que |R,,| < € car R,, tend vers 0.
On obtient par inégalité triangulaire :

No —+oo
f(z) =S| <[z =1 |Ral +elz=1] > |2
n=0 n=Np+1
No ZNO+1
o €lz —1]
§|z—1|nz::0|Rn\+ - car z € Ag,.
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2
|z — 1] 2 pco;(@o) <1-4

< [2> = (1 — pcos(6))® + p?sin®() < 1 — pcos(bp) +

On éléve au carré car les deux termes sont négatifs
<= 1-2pcos(f) +p®> < 1— pcos(fy) + 1
(0
<= —2cos(f) + p < —cos(by) + %(O)
2 cos(#) — cos(6p)
4 — cos?(6p)

<~ p<H4

4cos(0o)
4—cos?(0p) "
Donc pour z suffisament proche de 1, | T } est bornée par Cos%@o)'

Ainsi pour z suffisament proche de 1 (|z -1 <6, |flz) =9 <

|271|Z|R s Zm [+ o

Ainsi le theoreme d’Abel est demontre

On obtient alors p(6y) =

2. On reconnait le développement en série entiére de Arctan. On a la série de

L " . R s L . .
terme générale (277, le qui converge d’aprés le critére spécial sur les séries

alternées. Donc on a d’aprés le théoréme d’Abel :

r i Avetan(a) — i *f(—l)%_*f(—l)“
= lim Are an(z) = lim 2" =

1

z—1 :02n+1 :02n+1
+o0 1
. On prend f(z) = —1)"" = .
prend f(z) 7;)( ) T
La fonction f converge vers % lorsque z tend vers 1. Pour autant la série
+oo
Z(—l)" ne converge pas.
n=0
a) On a
— = Flax|
k k
S watc 3 M,
k=n+1 k=n+1

supg, (klag|) <=
< k>n Z 2k

n
k=n—+1

SUPy (K| |) 2"

n(l —x)
_ supy (ko)

- n(l-2)

Donc

|f(z)—S, \<\Zak1—x )+ Z apz®| < (1— x|Zak1+ + 2"+

k=n+1 k=0

p? cos? ()

car = €]0, 1] et par inégalité triangulaire.

p? cos?(6p)
4
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SUDg > (Kl )

n(l —x)
Or |Zak(1—|—..+xk b Z la |k
k=0 k=0

n
) Supk>n(k|ak|)
D Spl < (1— k+ ——————=
ou | f(z) - Sul xkgak\ s
Onal—x= % De plus kaj tend vers 0, donc d’aprés le lemme de
Cesaro (L.1),

n 1 n
1—x aklk = — ak|k converge vers 0.
(1= )3 lault = 3 ol comerg
Toujours comme kaj tend vers 0, la borne supérieur est bornée et
tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. Or n(1 —z) = 1.
Ainsi |S,, — f(x)] tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.
Or f(x) converge vers S lorsque n tend vers I'infini. Ainsi on a mon-

+oo
trer que Z a, converge et Z an, = S.
n>0 n=0

Si S # 0, on a qu’a étudier la fonction f — .S qui converge vers 0 en
1. Les coefficients de sa somme restent des termes en O(%)

O est clairement un espace vectoriel. (combinaison linéaire de séries

convergentes et combinaison linéaire de limites qui existent)

Si P = O alors P € ©. Sinon, P peut s’écrire P = X(@Q avec Q un

autre polynome. Q est continue sur le segment [0, 1], donc elle est

bornée (théoréme de Heine). Ainsi |P(z™)] < Ma™.

Ainsi on obtient que Z an Mz"™ converge absolument (définition du
n>0

rayon de convergence)

Donc Z an P(z™) converge absolument (par comparaison).
n>0
|Z anP(x™)] < M f(x). Or f converge vers 0 en 1. Ainsi lim Z anP(z™) =
n>0 z—1 n>0
0.
Donc P € ©
d
En notant P = Z bpz.
k=0
“+o0 +oco d d —+oo
On a Zx"P(w") = ZZbkxnx"k = ZZbkx"m”k on peut
n=0 k=0 k=0n=0
échanger les sommes car il y a un nombre ﬁnis de sommes convergents.
d —+oo
n
I N e D
k=0n=0 k=0
+o00 d b d b
Ainsi (1 — x)z z"P(z") = 7 Z
n=0 k=0 I+ +a) == k0d+1
+oo 1
: : o n ny _
On a bien ;1_>ml(1 x)nz::ox P(z™) /0 P(t)dt.
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)

Soit N € N,montrons que Sy converge vers 0 :
Si g € ©, lorsque l'on évalue en xy = %\/g on déduit que

Z ang(z™) converge. Or g(z") =1 < n < N.

n>0

Donc Sy = (Z ang(z™))(zn). Or lorsque N tend vers +oo, xn
n>0

tend vers 1. En faisant tendre N vers 'infini, on obtient donc que

Sy converge vers 0. Ainsi le théoréme Taubérien fort est démontré

sige0o.

On fixe 1. On pose les deux abscisses x; = % —net xg = % + 7.

On constate d’abord que la limite & gauche en % vaut —2, et 2 a droite.
On pose d; la segment qui relie les points (3, —2) et (22;h(x2)). De
méme on pose dp la segment qui relie les points (z1; h(z1)) et (3,2).
On définit ainsi les fonctions :

h(z) siz<i h(z) stz <
s1=| h(z) siz>ux so=| h(z) siz>3
dq(z) sinon do(x) sinon

s1 et so sont continues par morceaux. Les droites dq et ds sont choisies
de telles sortes que s; et so soient continues sur [0, 1].

On a sy < h sur [0, 2[U[z2,1]. De plus h est décroissante sur |3, zs]
(car de dérivée négative). Donc sur cette intervalle on a

h(z) > h(zs) s1(x).

On a donc bien s; < h. De méme on obtient bien s1 < h < s5.

Cela pour tout 7.

/ (s2(x) — s1(x))dx = /zz (s2(x) — s1(x))dzx. Lorsque n tend vers
0 T

1
0, l'intégrale tend vers 0. Ainsi en choisisant 7 suffisament petit on a

1
s1<h<syet / (s2(x) — s1(x))dx < e.
0

20 -

15 -

10 -

05 -

§ 0.0
—0.5 -
-1.0 A
-15 A

—2.0 1

00 0z 0.4 0& 0 10

10
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g)

20 1

15 4

10 4

05 A

0.0 A

s1l{x) et s2(x)

=1.0 1

-15 4

] 0z 0.4 0.& 0E 10

s1 et so sont deux fonctions continues sur le segment [0,1]. Donc
d’aprés le théoréme d’approximation de Weirstrass, s; et s, sont les
limites uniformes de polynémes. D’ou l'existence des polynomes T
et]}.
Par définition de P et Py,ona P;(0) = P2(0) =0et P1(1) = P»(1) =
1.
Aussi par définition, Q(z) = To(z) — T1(x) + 2e.

1 1

On a ainsi Q(z)dx < 2 +/ To(z) — Ty (x)dx
0 0

Or To(z) — Ti(z) < sa(x) — s1(x) + 2e.
1

On a bien Q(z)dz < 5e.

0
On a de plus , To(x) — Ty (x) > sa(x) — s1(x) — 2e.
1 1
Donc / Q(z)dx > 0. On a donc bien 0 < / Q(z)dx < 5e.
0 0

Pour la derniére propositionon a: Py < g< P, < T1 —e<h<
Ty + € car ﬁ > 0. Or cela est vrai par définition de T; et Ts.

On a donc montrer les quatres assertions.

Les deux sommes existent bien car P; est un polynéme qui s’annule
en 0 (IL5.(c)) et dans la somme de terme général a,g(z™) on n’a
qu’un nombre fini de termes (pour n suffisamment grand z" < %
donc aprés ce rang les termes sont nuls).

+oo +oo +oo
> ang(a™) =D anPi(a") <Y laallg(a") = Pr(a")]
n=0 n=0 n=0
Or |g(5'3:)—P1(17n)| sz(xn)—Pl(xn) < 17“(11@(14'--4'55"71)@(95”)-
Donc |Z ang(z™) — Z anP(z™)] < (1 - x)z lan|nz™Q(x").
n=0 n=0 n=1

Par définition du grand O( hypothése sur (a,) on a un réel M tel

11
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que Vn € N,na,, < M).
On a donc bien

+o00 +oo +o00
> aug@™) = 3 anPia™)] < M1 -2)3 2" Q(a").
n=0 n=0

n=1
+oo
j) D’apres I1.5.(d) on sait que M (1 — x)z 2" Q(z™) converge lorsque
n=1
x tend vers 1. .
Or P € ©, donc Z an Py (z") converge vers 0 lorsque z tend vers 1.
n=0

+oo
Ainsi E ang(xz™) converge vers 0 lorsque z converge vers 1. De
n=0

plus lorsque = < 1, on sait que (expliqué précédemment) la somme
converge.
Donc g € ©. Ainsi d’aprés IL.5.(e), le théoréme Taubérien fort a été
démontré.

ITII Variantes continues du lemme de Cesaro et du

théoréme d’Abel

1. Soit € > 0, il existe A > 0 tels que Vo > A, |f(z) =] <e.
A

On a donc |%/ f@)dt 1| = f/ |f(t) —Udt + f/ edt < 2e pour x
0 TJA

TJo
suffisemment grand

x
. Avec la fonction sin on obtient que % / f(t)dt converge vers 0. Pour
0

autant la fonction sinus ne converge pas vers 0.

. En posant g : 2 — f(z) — 2l on se raméne au cas ou [ = 0.

Soit € > 0, il existe un rang A tel que Vo > A, |g(z + 1) — g(z)| < e.

On adonc [g(x+A)| <e+|glz+A-1)| <..<|z|e+|g(A+ (x —|x]))|
On note € = sup <, <41 9(x) qui existe car I'image d’un segment par
une fonction continue est un segment.

Ainsi |W| <e+ %’ < 2¢ pour x suffisament grand.

On a ainsi montrer que lim 22 =0,
rz—+oo T
Donc lim @ =1.
Tr—+o0

. On note g : (z,t) — e @ f(x). Pour t € R g est une fonction conti-

nue pour x. De plus |g(x,t)| < e M ou M est une majoration de |f]|.
Ce majorant est intégrable sur [0, +o0o[. Donc £(f) est bien définie sur R**

Appliquons le théoréme de Leibniz pour une intégrale & paramétre sur
Iintervalle [a, +oo[ pour a € R**

-z — g(z,t) est bien une fonction continue et intégrable sur R** pour
t € la,+oo]

-t +— g(z,t) est de classe C' sur [a,+oo]. %(w,t) = —xg(x,t) qui est
continue et intégrable sur RT™ (méme raison que précédemment).

12
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( t)] < zf(x)e”*".On a majoré par une fonction qui est intégrable
sur R+* (méme raison que précédemment) et qui est indépendante de t.

—+o0
Donc L(f) est C* sur [a, +oo[, de dérivée / —ze” " f(z)dx. Cela pour
tout a > 0. . 0
Donc L(f) est C! sur RT™ |de dérivée / —ze " f(x)dx
0

5. a) On constate que F(z) = /O+oo f)dt — /03c ft)dt

D’aprés le théoréme fondamental de 1'analyse, F est C! sur ]0, +o0]
avec F'(x) = — f(x).
De plus F' est bornée car F' s’écrit comme une constante plus un
terme qui converge.

+oo
b) Le crochet [—F(z)e~ |5 est bien défini et vaut / f(z)dz.

0
On peut donc effectuer une intégration par parties en intégrant f et
dérivant e~®* (I'intégrale converge d’aprés 4, donc 2 des 3 termes sont

convergents) :
—+00
LU = [F@e i~ [ P s
o
On veut donc montrer que ;_,g+ tF(x)e "'dx =0

On a lir+n F(z) =0 . Donc d’aprés le lemme de Cesaro continu :
Tr—r+00

1
lim t/ F(z)dx = 0.
%—H—oo 0

Alors lim t/t F(z)e *dr = 0.

%—H—oc 0
+oo
De plus lim ¢ F(z)e "dr = 0.
t—0+

1
t

+oo
Ainsi on a bien lim L(f)(t) = / f(z)dz.
0

t—0t

6. Avec f:az — w, f €CP([0,+00]). On peut donc étudier L(f).
+

On a d’apres I11.4), L(f)'(t) = / —e " sin(z)dx.
0

On obtient (on passe par la partie imaginaire) L(f)'(t) = Donc

L(f)(t) = —Arctan(z) + c.

+oo 1
Ainsi / sin(z) dx = ¢ d’aprés II1.5.b).
0 x
Or |Smmﬂ| <1 donc
+o0 1
IL() ()] < / e tdx < 7 Comme L(f) converge vers 0 en 400, on

=1
142

0
déduis que ¢ = 7.

sin(z) . w
T de = 2

“+oo
On a donc bien démontré que /
0

7. On ne va pas le montrer ici mais on 'admet, si P est un polynome tels

13
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“+o0
que P(0)=0 alors / f(z)P(e”")dx est bien définie.(I'idée réside dans
0
le fais que I’on somme des intégrales convergentes, et il est facile & montrer

que cela est vrai pour les mondmes).
+oo
De méme on suppose que f(x)g(e”*)dx est bien définie pour A as-

sez grand. (on justifie comme dans II comme quoi on se retrouve avec une
intégrale finie.)
On a:

+oo +oo too
| /A F(@)glet)d / F(@) Py (%) de| < / F@)|(Pale™™) — Py(e™))da

A A

+oo
< / F@)e (1 — ) Qe du

A

+o00 —tx
</ 2 f@)le 1 Qe ) de
A

X

- M/AJroo eftx#Q(eftz)dx car f(t) = 0(%)

t”x"‘l

+oo
De plus on a 1= — ¢ Z(—l)” +1

<t.
- >~
n+2

n!
Donc

“+o0 1— eft:z: “+oo
/ e Qe ) dx §/ e Qe ) dx

A T A
—tA

< / Q(u)du par le changement de variable u = e~ **
0

1
< / Q(u)du par le changement de variable
0
car Q est un polynome positif est e *4 < 1

On a donc bien

400 +o0 1
| /A F(@)g(e™ ") /A F(@)Py(e*)da] < / Q(u)du

FIN
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