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Proposition de corrigé de I'épreuve de mathématique D
U - Filiere MP
2024,

Par FEloi Descamps

N.B. : Si vous repérez des erreurs de frangais ou de mathématiques, ou si vous avez des questions ou des
suggestions, n’hésitez pas a envoyer un e-mail a :
eloi.descamps@u-paris. fr

Tout au long de ce sujet, la notation A “ g indique que le symbole A est défini comme étant égal a B.

Rappelons que la série numérique
0 n

@

2

n=0
converge, pour tout nombre réel o € R, vers un nombre réel strictement positif que 'on note e* et que I'on
appelle I’ezponentielle de a. L’application o — e® établit une bijection de R dans R qui satisfait a la relation :
pour tout «, 8 € R,

e P = e%ef,

Le but de ce sujet est de donner une preuve' du résultat suivant, qui est un cas particulier du théoréme
d’Hermite-Lindemann- Weierstrass :

Théoreme 1. Soit r > 2 un entier. Si ay,...,a, € Q sont des nombres rationnels distincts, alors les
nombres réels e, --- e sont linéairement indépendants sur Q.

Chemin faisant, nous établirons quelques propriétés de nature arithmétique des séries entieres a coefficients
rationnels qui sont solutions d’une équation différentielle.

A. Quelques conséquences

1. Pour un nombre rationnel strictement positif a € Qsq, notons log(a) le seul nombre réel satisfaisant
€@ = ¢, Déduire du théoreme 1 que log(a) est irrationnel pour tout nombre rationnel strictement
positif a # 1.

Raisonnons par Pabsurde : si a # 1 et log(a) = ¢ € Q est un rationnel, alors en passant a ’exponentielle,
on obtient a = e?. Ceci est équivalent & e? — ae’ = 0. Comme ¢ # 0 (puisque a = €4 # 1), c’est une
relation de liaison & coefficients dans Q non triviale entre e et e?. Le théoreme 1 affirme qu’une telle

relation ne peut exister : contradiction. ’Ainsi log(a) est irrationnel. ‘

2. Soit a € Q* un nombre rationnel non nul. Déduire du théoréeme 1 que, pour tout polynéme non nul
P e Q[X], on a P(e*) # 0.

On raisonne par contraposée. Soit P € Q[X] tel que P(e®) = 0. Montrons que P est nécessairement le
n

polynéme nul. En explicitant les coefficients de P = 3 pp X*, on obtient 1’équation
k=0

n
Z pret® = 0.
k=0

Quitte a rajouter des coeflicients nuls sur P, on peut supposer n > 1. Ceci est une relation de liaison entre

les réels €0, e, €2, ..., e avec 0,a,2a,...,no distincts, car « est non nul. Le théoréme 1 assure que

Lsuivant I'article “An alternative Proof of the Lindemann Weierstrass Theorem” de F. Beukers, J.P. Bézivin et P. Robba (Amer.

Math. Monthly 97 (1990), 193-197).
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cette relation est obligatoirement triviale, ce qui donne P = 0. ‘Ainsi, si P#0, Ple*) #0. ‘

On dit que le nombre e est transcendant.

B. Séries entieres et fractions rationnelles

Une série entiére a coefficients rationnels est une suite (¢, )n>0 de nombres rationnels. On munit 'ensemble de
telles suites des opérations d’addition et de multiplication

(cn)nZO + (dn)nZO = (cn + dn)nZOa

(Z C}gdnk> .
k=0 n>0

L’élément neutre pour l'addition est la suite (0),>0 et I’élément neutre pour la multiplication est la suite
(1,0,0,---). En pratique, plutét que comme une suite, on pensera & une série entiére a coefficients rationnels
(cn)n>0 comme une expression de la forme

(Cn)nZO : (dn)nZO

FX) =) en X
n=0

On voit X comme une variable “formelle”, c’est-a-dire que 'on ne se soucie pas des propriétés de convergence
(si 'on remplace X par un nombre réel «, la série numérique >~ ¢,a™ peut étre convergente ou divergente).
Avec cette notation, les opérations d’addition et multiplication de deux séries entieres f(X) = > ¢, X" et
g(X) =3 d, X" deviennent

(f+9)(X) =D (en+dn)X",
n=0
P =3 ( d) x
n=0 \k=0

On écrit simplement 0 et 1 pour les éléments neutres pour ’addition et la multiplication. La dérivée d une série
entiere f comme ci-dessus est la série entiere

FX) =3+ e X7

n=0

L’opération de dériver une série entiere est linéaire et satisfait a la regle de Leibniz
(f9)' =Ff'g+ 14

On note Q[X] l'ensemble des séries entieres & coefficients rationnels. On peut voir les polynémes & coefficients
rationnels comme le sous-ensemble Q[X] C Q[X] formé des séries entieres telles qu’il existe un entier d > 0
satisfaisant a c,, = 0 pour tout n > d.

3. Soit f(X) = > 27 jenX™ € Q[X] une série entiere dont les coefficients ¢, sont des nombres entiers.
Montrer que 8’il existe un nombre réel a > 1 tel que la série numérique Y -, c,a™ converge, alors f est
un polynome.

Si la série numérique Y ° ¢, converge, son terme général converge vers 0. Notamment, par définition
de la limite, il existe un rang N € N, tel que pour n > N, |c,a"| < 1/2. Comme a > 1, cela donne,
len| < 1/2, puis enfin comme ¢, est un entier, on a nécessairement ¢, = 0. Ainsi, Vn > N, ¢, = 0 :

’ f est un polynéme. ‘

N

4. Soit @ € Q[X] un polynéme & coefficient rationnels dont 0 n’est pas racine. Montrer qu’il existe une
unique série entiere f € Q[X] satisfaisant & Q - f = 1.

Montrer que si () est a coeflicients entiers et que son terme constant ¢y vaut 1 ou —1 alors cette unique
série entiere f est a coeflicients entiers.
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On mentionne rapidement que, puisque les définitions des opérations sur les séries entieres sont les mémes
que celles sur les polynomes, alors celles-ci vérifient automatiquement les mémes propriétés algébriques :
(Q[X],+) est un groupe abélien et (Q[X],-) est un monoide commutatif. Notamment ’associativité du
produit donne automatiquement l'unicité de f. En effet, si fi; et fo sont des inverses de @ alors on a
fi=hH- (@ - f2)=(fi-Q) fa= fo

Pour Dexistence, on écrit Q@ = > p-,cx (la suite (cx)r<o étant nulle & partir d’'un certain rang) et on
cherche f sous la forme f =Y 7° jai. La condition Q- f = 1 signifie copag = 1 et Vk > 1, Zf:o ciap—; =0,
ce qui donne le systéme infini suivant

Coag = 1

ciag +cpar =0

Ca20a0 +ci1a1 + CpQg = 0

C3ao + coaq + c1a9 + cpaz = 0

Les inconnues étant les coefficients a;, ce systeme est déja sous forme triangulaire, et peut donc étre inversé :
ap = 1/co, a1 = —c1/c3, ag = c3/c3 — ca/c3 ... Ainsi, cela définit bien une série entiere f qui satisfait a

Q- f=1 ‘Ainsi @ posséde un unique inverse f dans Q[X]. ‘

On note de plus que lors de cette résolution, les seules divisions nécessaires sont celles par ¢o. Ainsi, si
co = %1, toutes les expressions des coefficients a; seront sans dénominateur.
’ Donc si Q est a coefficients entiers avec ¢y = £1 alors f est & coefficients entiers. ‘

Rappelons que C(X) désigne I'ensemble des fractions rationnelles P/Q avec P,@Q € C[X] et @ non nul. On
considérera le sous-ensemble Q(X) C C(X) formé des fractions rationnelles P/Q avec P,Q € Q[X], que l'on
appellera fractions rationnelles a coefficients rationnels. Pour un nombre complexe « et un polynéme non nul
R € Q[X], posons

0 si a n’est pas racine de R,

multiplicité de o si « est racine de R.

ordy(R) = {

Soit P/Q une fraction rationnelle non nulle. On dit que a € C est un pole de P/Q si I'inégalité ord,(Q) >
ord, (P) est satisfaite. L’entier ord,(Q) — ord, (P) s’appelle alors I'ordre du pdle. La fraction rationnelle nulle
n’a pas de pole.

5. Monter que si 0 n’est pas un pole de P/Q € Q(X), alors il existe une unique série entiere & coefficients
rationnels g € Q[X] telle que P =Q - g.

Monter que I'application P/Q — g est compatible avec ’addition et la multiplication dans Q(X) et dans
Q[X], et qu’elle envoie la dérivée (P/Q) = (P'Q — PQ')/Q? sur la série entiere dérivée g'.

Si 0 n’est pas un pole de P/Q alors en supposant P/(Q sous forme réduite, 0 n’est pas une racine de Q. On
note de méme que si P;/Q1 et Py/Q2 sont deux écritures de la méme fraction, alors par simplification des
facteurs communs les deux équations P; = Q1 - g et P, = Q2 - g sont équivalentes (notons que le produit
est intégre sur Q[X] pour les mémes raisons que sur Q[X]; il suffit de regarder les coefficients non nuls de
plus petit degré pour se convaincre qu’un produit de séries entieres non nulles ne peut étre nul). Ainsi ce
qui suit est indépendant du représentant choisi pour la fraction.

Existence : Par la question 4, il existe f € Q[X] tel que @ - f = 1. 1l suffit alors de poser g = P - f, car
on a bien .

Unicité : Supposons qu’il existe deux séries entieres g1, g2 € Q[X] telles que P = Q- g1 = Q - g2. Alors,
en posant comme précédemment f € Q[X] telquel =Q-f,ona f-Q-g1 = f-Q-ga, ce qui donne .

Par ce qui a été dit en début de réponse, I'application P/Q +— ¢ est bien défini, car I'image ne dépend
pas du représentant choisi. Soient P/Q, P1/Q1,P2/Q2 € Q(X) et g, g1, g2 leurs images. On a alors les
relations P = Qg, P = @191, Po = Q292. On vérifie les compatibilités ainsi :

Somme : On a Q1Q2(g1 + g2) = Q2(Q191) + Q1(Q292) = Q2P1 + Q1. Comme P1/Q1 + P2/Q2 =
(P1Q2 + P2Q1)/Q1Q2, g1 + g2 satisfait 'équation caractérisant 'image de P;/Q1 + Pa/Q>.

3/ 30



cpge-paradise.com

Donc ‘ P/Q — g est compatible avec la somme. ‘

Produit : On a Q1Q2(g1 - g92) = (Q191)(Q292) = PiP,. Comme Pi/Q1 - P2/Q2 = P1P2/Q1Q2, g1 - g2
satisfait ’équation caractérisant I'image de P;/Q1 - P2/Q2.

Donc ‘ P/Q — g est compatible avec le produit. ‘

Dérivation : En dérivant ’équation caractérisant g, on obtient P’ = Q'g + Qg¢’. On a ensuite Q%¢' =
Q(QJ") = QP — Q'Qg = QP — Q'P. Comme (P/Q) = (P'Q — Q'P)/Q?, ¢ satisfait I’équation car-
actérisant l'image de (P/Q)’".

Donc ‘ P/Q — g est compatible avec la dérivation. ‘

On dit que g est le développement en série entiére (parfois abrégé développement en série ou encore développement)
de la fraction rationnelle P/Q et on écrit P/Q = g.

6. Soit @ € Q[X] un polyndéme a coefficients rationnels de terme constant égal & 1. Montrer qu’il existe un
entier b > 1 tel que Q(bX) soit a coefficient entier.

En notant Q = >} _, %X’“ (avec g € N*), il suffit de poser b = [];_,qx > 1. En effet

QX)) =Y Prypxk =1 4 3" Pryphixk 1 o S p | [ @ | 0F X
ko Ik 1 ¥ =1 i=1,ik

qui est bien a ‘ coeflicients entiers ‘

On dit qu'une série entiere f(X) =Y " ¢, X" € Q[X] est globalement bornée s'il existe des entiers A, B > 1

tels que
o0

Af(Bz) €3 (B"Ac,) X"

n=0

soit une série entiere a coefficients entiers.

7. Montrer que si f € Q[X] est le développement en série entiere d’une fraction rationnelle & coefficients
rationnels, alors f est globalement bornée.

On commence par affirmer 1'application P/Q — ¢ est compatible avec I’évaluation par BX pour B € Q.
Cela se remarque directement en évaluant 1’équation caractéristique de g en BX. En factorisant P par le
dénominateur commun de ses coefficients, on peut écrire P = aP; avec a € Q et P; € Z[X]. Si on note
¢o le coefficient constant de @ (co # 0 car 0 n’est pas racine de () par hypothese), alors ()/cy satisfait
les hypotheses de la question 6 donc il existe B > 1 tel que Q(BX)/co € Z[X]. En notant f Tinverse de
Q(BX)/co qui est a coeflicient entier par la question 4, on obtient que

co P(BX) P, (BX) ~

Co _ G . o
oI PO = 0 0mx) = aBx)je - 1PN

est une série entiere & coefficient entier (comme produit de séries & coefficient entiers). En posant A le
numérateur de co/a, on obtient (en multipliant 1’équation précédente par le dénominateur de c¢p/a) que

Af(BX) est a coefficients entiers, c’est-a-dire que ’ f est globalement bornée ‘

8. Montrer que la série entiere

[eS) )
2
m n
S X =YX,
m=0 n=0

ol ¢, = 1 si n est le carré d’'un entier m > 0 et ¢, = 0 autrement, n’est pas le développement en série
entiere d’une fraction rationnelle.
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Soit @ = Y7_, by X" € Q[X] un polynome avec ¢ # 0 et notons f = 350 o X¥* = 3°%° ¢, X*. Vérifions
que Qf ne peut pas étre un polynéome. En effet, pour N > max(n, 2), le coefficient de degré N? du produit

est
N2 n
E bkCNQ—k: = E bk‘cN2—k;
k=0 k=0

Lorsque k varie entre 0 et n, N? — k prend les valeurs [N? —n, N?]. Or puisque N > max(n,2), N> —n >
(N —1)? ainsi la seule valeur de [N? — n, N?] qui est un carré est N2. Puisque ¢ est nul, si k n’est pas
un carré, on en déduit que le coefficient de degré N2 du produit est bycyz = by # 0. Ceci valant pour tout
N > max(n,2), le produit a une infinité de coefficients non nuls : ce n’est pas un polyndme.

Comme un expression de la forme P = Qf ol P/Q est une fraction rationnelle sans pole en 0, n’est pas

possible, ‘ f n’est pas le développement en série d’une fraction rationnelle ‘

On définit la primitive d’une série entiere f(X) = > ° ¢, X" comme la série entiére

X

OIS nixnﬂ

9. Donner un exemple d’un développement en série d’une fraction rationnelle dont la primitive n’est pas le
développement d’une fraction rationnelle.

On considere la série f(X) = 377, X*. Un calcul rapide montre que f(X) = . En effet par définition
du produit de deux séries,

(1—X)iXk:i(1—l)X"’:O
k=0 k=0

Ainsi f est le développement en série d'une fraction rationnelle. Cependant, sion note F(X) =>"77, X"/n
la primitive de f(X), on vérifie que F n’est pas globalement bornée. En effet pour tout entier A, B > 1, en
considérant n € N premier avec A et B, AB™/n n’est pas un entier. Donc la série AF(BX) n’est pas a coef-

ficients entiers. La question 7 permet alors de conclure que | F' n’est pas le développement d’une fraction‘

[rationnelle |

10. (Question plus difficile) Soit f le développement en série d’une fraction rationnelle P/Q € Q(X) dont
tous les poles sont des nombres rationnels. Supposons que la primitive fOX f(t)dt soit globalement bornée.

Montrer que fOX f(t)dt est alors le développement en série entiere d’une fraction rationnelle dans Q(X).

Commengons par affirmer que ’ensemble des séries entieres globalement bornées forme un sous Q-espace
vectoriel de Q[X]. En effet si f1, fo € Q[X] sont globalement bornées et si py, pue € Q. Alors en notant

g = pifr+ pafo, p1 = pi/qu, pe = p2/q2 (P1,q1,P2,q2 € Z) et Ay, As, B1By > 1 tels que Ay f1(B1X) et
As f2(B2X) soient & coefficients entiers, il suffit de poser A = A; Asq1q2 et B = By Bs pour que

Ag(BX) = A1A2q1q2 (Zfl(BleX) + zjfz(BleX)> = Asqp A1 f1(B2B1X) + Aiqi A fo(B1 B2 X))

soit & coefficients entiers.

Si les poles de P/@ sont des nombres rationnels alors on peut factoriser @ sous la forme @ = HZ=1(X —
xg )%, les xp étant des nombres rationnels non nulles distincts. Il suit, par une décomposition en élément
simple que P/Q peut s’écrire sous la forme

P - Cy, " Dy
T=REY Y T
Q ; (X — i) ; (X — )

Dans cette expression, R € Q[X] est le polynéme obtenu par la division euclidienne de P par Q. De plus,
nous avons séparé les éléments simples a la puissance 1 (seconde somme) et ceux d’une puissance plus
grande (on prend Sy > 2). Les Cy, Dy, € Q sont des constantes, les y; prennent les valeurs des xj avec des
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répétitions possibles.

Les deux premiers termes peuvent s’intégrer par des fractions rationnelles, alors que la derniére somme
ne peut pas s’intégrer de la sorte. Montrons alors que les coefficients Dy, sont nécessairement nuls, ce qui

donne < <
P . 1 Ch
—(t)dt = d
/o Q(t) ! /0 R() tJrkz::ll—ﬁk(X—yk)ﬁ’“_l

impliquant que fOX f(t) est le développement en série d’une fraction rationnelle.

Montrons maintenant que les coefficients Dj sont tous nuls. Puisque les deux premiers termes dans
la décomposition en élément simple de P/Q s’intégrent en fraction rationnelles, leur développement est
globalement borné par la question 7. La stabilité par combinaison linéaire prouvé au début de cette réponse
assure que si la primitive de f est globalement bornée, alors ZZL 17 XD o) aussi. Or au vu des calculs faits

en question 9

m m D oo , oo m D
I I I DLZNEEE 9] V9 B
k k=1 "k k =1 "% n=o n=0 \k=1 Tk

Ceci se primitive en
- Z Z xr
Ty

Puisque ce terme et globalement borné, il existe deux entiers strictement positifs A et B tels que pour tout
entier n € N*,

On introduit les écritures en fraction Dy = A\i/ui et xr = pr/qr, ce qui donne, multipliant par les
dénominateurs

1 m
VneN*, =Y " AN(Baqp)" € Z
"=
Enfin, on note o, = AX\g € Z et Ay, = Bqy, € Z* (comme les xy, sont distincts alors les Ay aussi). On a alors
Vn € N*, n| > 1L, ax(Ag)™. On l'applique & n = ip ou i € N* et un entier non nul et p € P un nombre

premier. On a ip donc p qui divise >, a(Ay)", donc, par le petit théoréme de Fermat, (a? = ap])

> ak(A)' = ax(Ay)” = 0[p)
k=1 k=1

Ainsi, tous les nombres premiers divisent Zk 1Ok (Ag)* ce qui implique

VieN*, > ap(Ap) =0

k=1

cette condition pour i € [1,m] s’écrit matriciellement

A1 A2 Am (651
A2 A2 o A2 s
: : : .| =0
APOA - AT Qm

La matrice m x m est une matrice de Vandermonde a laquelle on a multiplié la colonne i par A;. Comme
les A; sont distincts et non nuls, cette matrice est inversible ce qui impose que

=09 =-=0qp =0
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En remontant les définitions, ceci implique que les Dy sont tous nuls.

Bilan : |Si f est le développement d’une fraction a poles rationnels et que fOX f(t)dt est globalement bornée

alors fOX f(t)dt est le développement d’une fraction rationnelle.

C. Séries entieres et opérateurs différentiels

Dans ce qui suit, on appellera opérateur différentiel (sous-entendu : & coefficients polyndémiaux a coefficients
rationnels) toute expression de la forme

L= R,(X) (d‘;()u 4o 4 Ry(X) (d@ + Ro(X),

ol p > 0 est un entier et Ry, -, R, € Q[X] sont des polynémes & coefficients rationnels. Si R, n’est pas nul,
on dit que L est d’ordre p. Un tel opérateur différentiel agit sur une série entiere f € Q[X] par la formule

(L f) = Ru(X)fU(X) + -+ + Ru(X) f(X) + Ro(X) f(X),
ot f(*) désigne la dérivée k-eme d’une série entiere.
11. Montrer I'égalité : pour tout m > 0 et u > 0,
min(u,m)

IR U CO D M S G B
i=1

Il s’agit d’utiliser la formule de Leibniz pour la dérivation d’un produit (qui est valable pour les séries
entieres par la méme preuve que dans le cas usuel). On note d’abord que pour m et k des entiers

N 1 sii=0
(dX) X"=dmm—1)--(m—i+1)X™" sil<i<m
0 sii>m

On écrit alors

e =3 (1) [ ] e

=0
min(p,m) ’
= Xm (1) —1)--- _ 4 1 Xm—i (p—1)
I+ ; (i)m(m yore(m—i+1) f
min(p,m)
= xm ) 4 Z plp=1)-(poitmim=1)(m—it+1l) yrm—i ¢(u—i)
i=0 '
min(p,m) ) . ) ) '
m K m(m—1)---(m—1 —1)---(p—1i m—1i Hn=
S [xm Ly Y mm e )it o (Y
i=1

Dans ce calcul, on peut tronquer la somme, car les dérivées d’ordre strictement supérieur a m de X™ sont
nulles, et on a explicité I’expression du coefficient binomial.

On dit qu’une série entiere f € Q[X] est solution d’une équation différentielle (d’ordre 1) s’il existe un opérateur
différentiel non nul (d’ordre 1) comme ci-dessus tel que L - f = 0.

12. Monter que le développement en série entiere de toute fraction rationnelle a coefficients rationnels est
solution d’une équation d’ordre 1.
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Si g = P/Q € Q[X] est le développement en série d’une fraction rationnelle. Alors g est caractérisée par
la relation P = Qg. En dérivant cette équation on obtient P’ = Q’g + Q¢’. En multipliant par Qg = P
on obtient gQP’ = PQ’'g + Pqg’, c’est & dire

PQg +(PQ' - P'Q)g=0
|

13. Montrer qu'une série entiere f(X) = Y07 ¢, X" € Q[X] est solution d’une équation différentielle si et
seulement 8’1l existe un entier d > 0 et des polynémes non tous nuls Sy, ..., Sy € Z[X] tels que : pour
tout n > 0,

Ainsi,

So(n)en, + -+ -+ Sa(n)eptqa = 0.

= : On commence par le sens direct. Supposons que f(X) = > ¢, X™ € Q[X] est solution de I'équation
différentielle.
(L f) = Bu(X)fU(X) 4+ Ra(X)[(X) + RBo(X) F(X) =0,

ou les polynoémes sont non tous nuls. Quitte a multiplier par un dénominateur commun & tous les
coefficients des R;(X), on peut supposer qu’ils sont & coefficients entiers. En notant pour simplifier
M = max(p, deg(R1), .. .,deg(R,)), on peut noter

d l
L= Z Ry X" <dX>

k,l=0

en écrivant R;(X) = Z;:I:O Ry 1 X", avec Ry € Z. Comme on observe, pour [ € N, que

JOC) =3 nln=1) (=l e X" = 37 e X = 3 e X
n=l n=l n=0
on peut développer 'expression de L - f.
M %)
!
SDIDILNE
n!
k,i=0n=0
—k +l !
= Z ZR’” )! Cn—pr1 X" (pour n — n — k)
k,1=0n=k
oo M min(n,M)
k+1
= Z Z Z Rk,l(m_;_)')‘:n X" (par interversion des sommes)

Puisque L - f = 0 alors pour n > M, on obtient I’équation

M M

(n—k+1)! (n—M+k+1)!
Rij———Cn—l = Ry Cn—M+kt+1 =0
R T P

(en faisant le changement de variable & — M — k). En renommant n — n+ M, on obtient pour tout n > 0

2M min(m,M)

(n Jr kE+1)! (n+m)!
Z Ryr— k1=~ — k Cntk+l = Z Z RM—k,m—kan+m =0,
k,1=0 m=0 k=max(0,m—M)

pour le changement de variable m = k + [. Finalement, en posant

min(m,M)
Vm € [0,2M], Spm(X) = > Ryt pom (X +m)(X+m—1)--- (X +k+1) € Z[X],
k=max(0,m—M)
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on a bien
oM
E Sm(n)cn+m =0
m=0
Les polynoémes Sy, ..., Saps sont non tous nuls car sinon puisque ils sont définis comme des combinaisons

linéaires de polynomes échelonnés en degrés, on aurait
Vm € [0,2M], Vk € [max(0,m — M), min(l, M)], Ryr—km—k =0

En faisant & I’envers les changements de variables, on obtiendrait Ry ; = 0 pour toute valeur de k et [, ce
qui contredit que les polynomes Ry (X ) sont non tous nuls. Ceci conclut la preuve du sens direct en posant
d =2l : on a bien

‘ So(n)en + -+ -+ Sa(n)cpya = 0. ‘

< : Pour le sens réciproque, on pourrait montrer que ’on peut mettre le polynome Sy, ..., Sy sous la forme

que l'on obtient a la fin du sens direct afin de remonter les calculs. On propose une autre approche. On

remarque que si on note f(X) =3 " c, X",

d o0
X— ) - f= X
( dX) F=3one

Il vient alors par récurrence immédiate que pour k € N
(xax) =%
X) -f:anch"
dX o

11 suit, par combinaison linéaire que pour un polynéme T = 22/[:0 trX* € Q[X], on a

d et M d k [oe)
T (XdX> fE kZ:Otk <XdX) f= T;T(n)ch

Enfin pour [ € N on a aussi
d oo
X'T(X—= ) f=)T L Xn
(i) £ = L roven

Ainsi, s'il existe des polynémes non tous nuls Sy, ..., Sq € Z[X] tels que : pour tout n > 0,
SO(”)Cn +-+ Sd(n)cn+d =0,

en faisant le changement de variable n — n — d et en posant les polynéme Ty (X) = Sx(X — d), on a pour
tout n > d,
To(n)ep—a+ -+ Ty(n)e, =0,

Il suit que

d d d
d PR d_l — PRI — .
[X i (de) X7, (de> S (deﬂ f
= Z To(n)cn_an =+ Z Ty (n)cn_d+1X" —+ -4 Z Td(n)Can
n=d n=d—1 n=0

= " (To(n)en-a + -+ + Tuln)en) X
n=d

=0

s
—

d—1
+ Ti(n)cn—q1 X" + -+ Z Ta(n)e, X"

1 n=0

I
Q

n

1 d—1
= T (n)cn_d_HX" + -4 Z Td(n)ch”
1 n=0

Q
|

Il
Y

n
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est un polynome de degrés au plus d — 1. Puisque dériver un tel polynéme d fois ’annule, il suit que f
vérifie ’équation différentielle.

d
() Penei) (e o) -

En développant cet opérateur différentiel, on obtient une équation sous la forme
(L f) = Ru(X)fY(X) + -+ Ra(X) f(X) + Ro(X) f(X) = 0.

Il reste a se convaincre que L # 0. Une rapide récurrence permet de se convaincre qu’il existe des coefficients

ap, € N* tels que
d l l d k
>1, (X— ) = XF (=
izl ( dX) ;“’” (dX)

Ainsi, il ne peut pas y avoir de simplifications entre les contributions venant de deux polynémes 7; différents.
Finalement, en considérant le terme de degrés maximal d’un des 7; non nul, on vérifie bien que L # 0.

Ainsi,

f est solution d’une équation différentielle ‘

14. Donner une nouvelle preuve, basée sur les questions 12 et 13 ci-dessus, du fait que la série entiere

sz:o X™ nlest pas le développement d’une fraction rationnelle.

Notons f =Y °_ X m® = Yoo onX™. Sif est le développement d'une fraction rationnelle, alors, par
la question 12, f satisfait une équation différentielle. Puis par la question 13 il existe des polynomes non
tous nuls Sy, ..., Sq € Z[X] tels que : pour tout n > 0,

So(n)en + -+ 4 Sa(n)cnya = 0.
Cependant, pour M > d et k € [0,d] en appliquant ce qui précede & n = M? — k, on obtient
So(M? —k)eppo_p + -+ Sp(M? — k)eppe 4 -+ + Sa(M? — k)enpa—r

Comme (M —1)2 < M? —k < M?> + M — k < (M + 1)2, M? est le seul carré parfait atteint dans les
indices. Cela donne
VM >d, Sp(M? — k) =0

Ayant une infinité de racines, le polynéme Sy est nul. Ceci étant vrai pour tout indice k € [0, d] tous les
polyndmes sont nuls : Contradiction !

Ainsi Zf::o X™" n’est pas le développement en série d’une fraction rationnelle.

15. Montrer que la série entiere

oo
(2n)!(3n)! .,
M =2 S ¥
n=0 :
est solution d’une équation différentielle, puis en expliciter une.

_ (@2n)!(3n)!

On note pour n € N, ¢, = (21!!) . On observe que

Vn >0, (2n+2)2n+1)(Bn+3)(3n +2)(B3n+ 1), — (n+1)°chyr =0

Ainsi, par la question 13, on peut conclure que ‘ h est solution d’une équation différentielle |

Pour expliciter ’équation différentielle, on suit une approche similaire a celle utilisée dans la démonstration
de la réciproque dans la question 13. D’une part on a

d 4 [es] . . d d 4 oS} . .
(XdX) -h—nz:%n en X donc dX(XdX) -h—g(n—kl) Cn1 X"
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D’autre part

d d d d d
(3XdX+1) <3XdX+2> <3XdX+3) <2XdX+1> <2XdX+2> -h

2n+2)2n+1)(3n+3)(3n +2)(3n + 1), X"

M8

n=0

Ainsi h vérifie ’équation

d d d d d d d\*

16. Monter que h(X) ci-dessus est & coefficients entiers.

Soit n € N, on remarque que
(2781!!()?;”)! B ((5!7;)!!)2 n(’?;il)' - (2: >2<3: )

qui est clairement a entier. ‘Ainsi h(X) est & coefficients entiers. ‘

17. Montrer qu’une série entiere f(X) = > 77 = X™ € Q[X] est solution d’une équation différentielle si et

n=0 n!
seulement si sa transformée de Laplace

‘]/c\(X) cﬁf i Can

n=0
est solution d’une équation différentielle.
On utilise la caractérisation de la question 13.

=S f(X) =37 = X" € Q[X] est solution d'une équation différentielle alors il existe des polynomes
non tous nuls Sy, ..., Sq € Z[X] tels que

Cn Cn
V20, So(n) T+ -+ Sa(n) G J:jl)' =0

Il suit pour n € N, So(n)cn% + -+ Sa(n)entd EZIZ;: =0, et donc

Yn >0, So(n)(n+d)(n+d—1)---(n+ ey, + S1(n)(n+d) - (n+2)cpt1- -+ Sa(n)enta =0
Ainsi
Yn >0, To(n)en, + Ti(n)cng1 -+ Ta(n)cnia =0

pour les polynomes & coefficients entiers Ty définis pour k = 0,...,d par Tp(X) = Sp(X)(X +d)(X +d —
1)--- (X +k+1). Comme ces polynémes sont clairement non tous nuls, par la question 13, on en déduit

que | la transformé de Laplace f de f est solution d’une équation différentielle |.

~

<:Sif(X)= Z:LOZO c, X™ est solution d'une équation différentielle alors il existe des polynémes non tous

nuls Sp,...,Sq € Z[X] tels que
Vn >0, So(n)e, + -+ Sa(n)enya =0

11 suit pour n € N, So(n)ep/n! + - 4+ Sa(n)cnra/n! = 0, et donc

¥ 2 0, So(n) 13+ Su(m)(n -+ 1) 2+ Salm)(n+ d)ntd = 1) (1) =0
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Ainsi c _— -
Vn >0, To(n) 2 + Ty (n)—2FH .41 _mtd
n2 0 Tolmyy + TGy g gy

pour les polynémes & coefficients entiers Tj, définis pour k =0, ...,d par T(X) = Sp(X)(X +E)(X + &k —
1)+ (X 4+ 1). Comme ces polynoémes sont clairement non tous nuls, & nouveau par la question 13, on en

déduit que ‘ f est solution d’une équation différentielle ‘

D. Stratégie de la démonstration du théoreme 1

Soient r > 2 un entier et ay,...,a, € Q des rationnels distincts. Soient by,...,b,. € Q* des rationnels non nuls.
x déf n . - .
Posons e®X = 37 2o X7 of considérons la série entiere
n=0 n!

oo w, )
f(X) = Z FX” d:f blealx 4.+ breurX
n=0 :

~

18. Montrer que la transformée de Laplace f(X) = ZZOZO u, X" est le développement en série entiere de la
fraction rationnelle .
Y iy
1-— aiX '

i=1

En déduire que f n’est pas la série nulle.

Au vu de la définition de f, les coefficients u,, ont pour expression, pour n € N,

Uy = XT: bi(a;)"
i=1

Ainsi,

T

FoO = Y0 Xy =3 1
i=1  mg '

=1

~

puisque (1 —a; X) > "7 ((a; X)™ = 1. Il vient que f(X) est une fraction rationnelle, dont la décomposition
en éléments simples est donnée par la formule précédente. Par unicité de la décomposition en éléments
simples, comme les b; sont non nuls, f n’est pas la fraction rationnelle nulle. Comme 'application P/Q > ¢
qui a une fraction rationnelle associe son développement en série entiere est injective (elle est linéaire par
la question 5, et si g = 0, alors ’équation P = @ - g impose P/Q = 0), f(X) n’est pas la série entiere nulle.
Au vu du lien entre les coefficients de f(X) et f(X),

f(X) n’est pas la série entiere nulle ‘

Considérons la suite (vy,)n>0 définie en termes des coefficients w,, par la formule

n
Us
Uy = 1! E —
7!

i=0

et la série entiere

v(X)=> v, X" € Q[X].
n=0

19. Montrer 1’égalité des séries entieres

i(vn —nu,_1)X" = iunX”.
n=0 n=0
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On note que la formule fait intervenir le coefficient v_1 qui n’est a priori pas définie. Cependant puisque
qu’il est multiplié par 0, cela n’a pas d’importance. Par souci de rigueur, on pose alors v_; = 0. Soit
n € N*.

n w n—1 ws
=3 o S () Lt
i=0 v i=0 v i= i=0

On vérifie de plus que vo — Ov_; = 05 = ug. Ainsi comme les séries ont les mémes coefficients,

o0 o0

n n
E (vp, — nvp_1) X" = E Uy X
n=0 n=0

20. Montrer que l'opérateur différentiel L = —X? (-%) + (1 — X) agit sur v(X) par

(L)) =3 _”;i -

On calcule les différents termes

—X%0(X) = — i(n + D X" = — i(n — D, 1 X" = — i(n —Dup1 X"
Oon:() n=2 n=0
= Zan"
n=0
“Xu(X) ==Y v X" ==Y 0, X = =) v, g X
n=0 n=1 n=0

ou on a ajouté les premiers termes des sommes, puisque les contributions sont nulles. En sommant ces
trois termes on a bien

(oo} o0 T b
(L-v)(X) = nZ:% [— (n—=1D)vp_1 + vy, —Un—l]Xn = nz::o [Un + nu,— 1 ZUan = ;m

En utilisant les questions 19, puis 18. Ainsi, on a bien

L)) =Y

i=1

21. En déduire que si v(X) est le développement en série d’une fraction rationnelle P/@Q alors tout élément
de P’ensemble non vide {1/a;|a; # 0} est un pole de P/Q.

Si v(X) est le développement en série d’une fraction rationnelle P/Q écrite sous forme réduite alors par
compatibilité de I’association fraction rationnelle/développement en série avec la dérivée, on a I’équation

Y , PQ’ P —X’PQ+X°PQ'+(1-X)PQ <~ b
(LX) =X 5 + X5 +(1-X) 5= > _Zlial

Comme L-v a pour poles les éléments de {1/a;|a; # 0}, ce sont nécessairement des racines de Q2, donc de Q.
Comme on a choisi P/Q sous forme réduite, ce sont des poles de P/Q). Donc‘ tout élément de I’ensemble non ‘

’vide {1/a;la; # 0} est un pole de P/Q ‘

22. Montrer que v(X) n’est pas le développement en série d’une fraction rationnelle.
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Il s’agit de poursuivre le raisonnement de la question précédente, en s’intéressant aux ordres des poles. En
supposant toujours que P/Q est réduite, on peut réécrire

_-XPPH(1-X)P  X°PQ
B Q Q?

En prenant i € [1,7] tel que a; # 0, on sait par la question précédente que 1/a; est un pdle de P/Q. En
notant N l'ordre de 1/a; en tant que pole de P/Q (i.e. N = ord;,,(Q)), on a que

L-v

2 p/
e 1/a; est un pole d’ordre 1 ou n’est pas un pole de w,

e 1/a; est un pole de XZ)QP;Q/ d’ordre 2N — (N —1) =N +1 > 2.

Ainsi la somme de ces deux fractions rationnelles a pour péle 1/a; d’ordre N 41 > 2. Or, cette somme vaut

Sy Jﬁ dont l'ordre du pole 1/a; est 1. C’est une contradiction, donc | v n’est pas le développement

’en série d’une fraction rationnelle ‘

Nous avons ainsi réduit la démonstration du théoreme 1 a celle de la proposition suivante, ce qui fera ’objet
des parties E et F du sujet.

Proposition 1. Sibje® +---+b.e =0, alors la série entiére v(X) est le développement en série entiére
d’une fraction rationnelle a coefficients rationnels.

On appelle polynéme exponentiel toute série entiere a coefficients rationnels de la forme
S
FX) =) Pi(X)e,
i=1

ol ¢, ,cs € Q sont des rationnels et Py, .-, P; € Q[X] sont des polynomes.

23. Montrer que le théoreme 1 est équivalent a 1’énoncé suivant :

Soit f(X) € Q[X] un polynéme exponentiel tel que f(1) = Y 7_; P;(1)e® s’annule.
Alors f(X)/(X — 1) est encore un polynome exponentiel.

= : On commence par montrer le sens direct. Supposons le théoréme 1 vrai, soit f(X) = > ;_; Pi(X)e%*
un polynéme exponentiel tel que f(1) = 0. Quitte & combiner les termes en facteurs des mémes exponen-
tielles, on peut supposer que les ¢; sont distincts. Alors

i Pi(1)e* =0
i=1

est une relation de liaison entre le réels e ou les ¢; sont distincts. Le théoréme 1 affirme alors que cette

relation est nécessairement triviale, c’est-a-dire, P;(1) = P —2(1) = --- = P,(1) = 0. Ainsi, les polynémes
P; ont tous 1 pour racines. Comme on peut les factoriser par X —1, il suit que les P; /(X —1) = Q; € Q[X]
sont encore des polyndémes. Donc % =>"7_, Qie“ est un polynéme exponentiel |

< : Supposons que pour tout polynoéme exponentiel f tel que f(1) =0, f/X —1 soit toujours un polynéme
exponentiel. Montrons le théoreme 1 par ’absurde. Supposons que a3 < -+ < - € Q et que p1,..., 1, €
Q* soient tels que

’uleal + e _|_ Mrea"‘ =
Considérons le polynéme exponentiel f(X) = >;_, p;e*X. Comme on a bien f(1) = 0, on a par hypothese
que f/X — 1 est un polyndéme exponentiel. Notons le

X _§
X_lf;Pi(X)e *
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en supposant ¢; < --- < ¢s. Comme on manipule des polynémes exponentiels, les séries entieres associées
ont un rayon de convergence infini. Donc, on peut les évaluer en n’importe quel réel. Notamment, on peut
considérer les limites en +o00. D’une part

T
. o, J(@ . - P
lim zxe O‘TL = lm xe " Pi_goir — For
z—+00 r—1 z-+4 — T - 1
1=
car on a supposé a; < --- < a,. D’autre part, on a
F(x) s +oo sics > an
lim ze % ——= = lim JcPi(av)e(c"_(“‘)'1c ={ Z4oo sics=a,
T—+00 x—1 z—+00 .
i=1 0 sicg < ay

ainsi comme p,. est un rationnel non nul, c’est absurde. ‘ On a donc montré le théoreme 1.

E. L’arithmétique des coefficients v,

Rappelons 'hypothese bye®t 4 - - - + b.e® = 0 de la proposition 1. Quitte a remplacer le polynéme exponentiel
F(X) = bremX 4 .. b.e¥X par un multiple entier, on peut supposer sans perte de généralité que les coefficients
ug, ..., U.—1 sont des entiers.

On fait cette hypothése dorénavant.

Définissons des nombres rationnels sq, ..., s, par la formule
(T—-a1) (T —a) =T — T ' — i — 5, T — s,
24. Montrer 1'égalité : pour tout n > 0,

Uptr = S1Untr—1 + -+ Splp.

D’un coté, on rappelle 'expression

Yn €N, u, =b1al’ +--- + bra;.

‘.
De l’autre on vérifie que pour i € [1,r],

antr coe—spal = al(a; —aq) - (a; —ar) = 0.

n+r—1
i a; -

— 51

Donc par combinaison linéaire, on a bien

’unJrr = S1Up4r—1 + -+ Splp ‘

1l s’agit en fait, du fait général qui décrit les solutions d’une équation récurrente linéaire d’ordre r pour
les suites en termes des racines (simples ici) du polynéme associé, qui est une directe généralisation de la
méthode pour les récurrences d’ordre 2.

Soit D un dénominateur commun des nombres rationnels a1, ..., a, et soit
A =max(1,|ail,...,|ar|)-
25. Montrer que D™u,, € Z pour tout n > 0.

L’expression des coefficients s1,--- , s, est donnée par les relations coeflicients/racines. En adaptant les
signes avec les notations de I’énoncé on a

T k
51 = E a; Sg = — E a;a; etc. sp= (_1)k+1 E H a;; etc. s, = (—1)T+1a1 ceeay,
i=1 1<i<j<r 1<iy < i <r j=1

pour k € [1,7]. On en déduit notamment que D¥s; € Z, puisque s; est une somme de produit de k
facteurs. On peut alors montrer le résultat en procédant par récurrence d’ordre r.
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e Initialisation : On a supposé sans perte de généralité que ug,- -+ ,u,—1 € Z donc en multipliant par
une puissance de D, on a bien
Vn € [0, — 1], D™u,, € Z.

e Hérédité : Soit n € N, supposons que D¥uy € Z pour k € [n,n + 7 — 1]. Par la question précédente,
on a
D"y = (Ds1) (D™ gy q) 4 -+ (D7s,) (DMuy) € Z,

car chaque terme entre parentheése est un entier, soit par hypothese de récurrence, soit par le calcul
au début de cette réponse. Ceci conclut la récurrence.

Ainsi, |Vn € N, D"u,, € Z|.

26. Montrer qu’il existe un nombre réel ¢; > 0 tel que : pour tout n > 0,
An+1

n+1

lon| < 1

On commence par écrire, puisque Y .~ % = b1e® + .- + b’ =

n oo o0 T i T o0 i

- | U; - ! U; - ' (G,j) | A
lun| =0t ) —|=|n! = bj——| < |b;] | n! -
i—o " i=nt1 izntlj=1 " j=1 i=nt1

car pour tout j € [1,7], |a;| < A. On observe ensuite que A/(i + 1) — 0. Donc il existe un entier N € N
tel que pour tout ¢ > N, A/(i + 1) < 1/2. Il suit par récurrence immédiate que pour n > N, et pour
i>n+1, A/il < A" /(n+1)!/27"~1 donc on peut majorer la somme

(oo} ; (oo}
Al AnJrl 1 An+1
I O et
_ il T (n+ 1) =2 (n+1)!
En injectant ceci dans le calcul précédent, on obtient que pour n > N,

r

n -+ 1)|v, s n+ 1)n! A7l déf
tnt Dlenl <o (3o | 2N —2 (3] “a

+1 +1 !
An = An (n+1)! =
qui est indépendant de n. Il suffit alors de poser
_ vo| 2| lun—1]
C1 = Imax 0077, A2 gy AN
pour obtenir
An+1
Yn >0 <
n = 7|Un|_cln+1
Pour tout entier n,k > 0, définissons le nombre rationnel v, (k) comme le coefficient en degrés n de la série
entiere
o0
(1=s1X = = s, X)o(X) =) vn(k)X"
n=0

27. Montrer que v(X) est le développement en série d’une fraction rationnelle si et seulement §’il existe un
entier k > 0 tel que Y>> v, (k)X™ soit un polynome.

< : On commence par le sens réciproque qui est immédiat. En effet s’il existe k € N tel que ZZO:() vn (k) X™

soit un polyndme alors par définition v(X) est le ‘ développement de la fraction rationnelle‘

2o Un(R)X™
(1—51X —---— s, X")k
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= : Pour le sens direct, supposons que v(X) est le développement en série d’une fraction rationnelle P/Q
écrite sous forme réduite. En poursuivant, les arguments développés en questions 21 et 22, on commence
par montrer que les seuls poles de v sont les éléments de I’ensemble {1/a;|a; # 0}. En effet on a I’équation

—X’P+(1-X)P X?’PQ b;
( ) n Q :Zi
Q Q? 1—a;X

i=1

Dongc, si « est un pole de P/Q), c’est a dire une racine de @, (en suivant le méme raisonnement consistant &
analyser l'ordre du pdle dans les deux termes de la somme), c’est également un pole du membre de droite.
Donc a € {1/a;|a; # 0}.

On vérifie ensuite, en posant T'=1/X,

Sy 1

T 51 s r—1
losi X — gy X" =122 00 pr g s T —
S1 Sr T Tr TT( S1 Sr—1 57")
1 a1 Qr
:7T— --~T— L) = 1_7 “e. 1_i
Tr( al) ( a7) ( T) ( T)

=1-a1X) - (1-a.X)

Ainsi, en considérant k le maximum des ordres des éléments de {1/a;|a; # 0} en tant que poles de P/Q,

Q-1 X - —s, XVoX)=(1—-a)k--(1- aTX)kg € Q[X].

Donc ‘ > oo o un(k)X™ est un polynome |.

Techniquement, puisqu’on a déja montré en question 22 que v(X) ne peut pas étre le développement en
série d’une fraction rationnelle, ce sens demande de montrer un résultat de la forme “FAUX = A”, ce
qui ne demande pas de justification.

28. Observer ’égalité : pour tout n > r et k > 0,

Un(k+1) =v,(k) — s10n-1(k) — - - = spvp—r (k).

Il s’agit simplement de remarquer que

Dok + DX = (1— 51X — - = 5,X") > v (k) X"
n=0 n=0

= i v () X™ — i S$10p—1 () X" — - — i SpUn_r(K)X™
n=0 n=1 n=r

Donc pour n > 7, on peut regrouper les termes de mémes degrés pour obtenir

va(k + 1) = va (k) = 51001 (k) = - — 5,0 (k) |

Posons C' =1+ |s1]| 4+ -+ |s,|.
29. Montrer que D™v, (k) € Z et qu’il existe un nombre réel co > 0 tel que

[un (k)| < caA™CF pour tout n > kr.

On commence par remarquer que :

n n
Dv, = D'nl Y =t = >~ (D'uy) (’Z) (n— i)D",
i=0 i=0
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Comme Du; € Z par la question 25, on a pour tout entier n , D™v,, € Z. On observe enfin
> on(k)D"X" = (1 -5, DX —--- = 5,D"X")* Y "0, D" X"
n=0

Le membre de droite étant le produit d’un polynéme et d’une série entiere a coefficients entiers (on a vu
en question 25 que s;D" € Z), le membre de gauche est également a coefficients entiers. On a donc bien

|Vk,n €N, D"v, (k) € Z|

Pour la deuxiéme partie de la question, on pose co = Ac; > 0 et on vérifie par récurrence sur k que
“In > kr, v, (k)| < CoAMCF?.

e Initialisation : Soit n € N, on a déja vu que v, (0) = v, et |v,]| < 1 A" 1/(n + 1) (question 26). On
a donc bien
An+1

[0, (0)] < 1 1 < A" = A C°
n

e Hérédité : Soit k € N et supposons que Vn > kr, |v, (k)| < C2A"CF. Soit alors n > (k + 1)r. Par la
relation de récurrence de la question 28, on obtient
vk + 1] < Jop (k)| + [s1|[vn—1(B)| + -+ + [s¢][vn—r (K)]
< e A"CF 4 [51]cgA"VTICR oo 4 |5, cq AT CF
< eCFA™ (1 + |s1] + -+ - 4 |s4|)
— C2An0k+1

en utilisant ’hypothese de récurrence (on a bien n —i > kr, si i < r) et en majorant A* < A" (car
A>1).

Ceci conclut la récurrence et on a donc bien

[vn (k)] < co A" C* pour tout n > kr.

30. Soit [ > 0 un entier. Montrer qu’il existe un polynoéme P; € Q[X] de degré < r(I + 1) satisfaisant &

. L RI(X)
Zn(nfl)“'(n*l+1)un—lX = (1—81X_"'_STXT)l+1

n=0

On commence par observer que

n=0 n=I
(o)

_XlZnn—l (n =14 Dy X
_x (L Zu X"
dX "
! n-+l
<dX> Zu X

d !
XM —=
() e

[
b
\g
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ot u % >0 o unX™. On rappelle de plus qu’on a précédemment calculé

b;
X) = 7
u( ) ; 1-— aiX
Soit i € [1,7] si a; # 0, on a, en posant b; X' = R;(X)(1 — a;X) + ¢; la division euclidienne de b; X! par le
polyndéme non constant 1 — a; X de sorte que deg R; < [,

bin C;
1—aiX 7Rl+ 1—aiX

En dérivant [ fois, du fait de son degré le polynéme R; est envoyé sur zéro et on obtient

dN\'( bXD N call d;
dX 1-— aiX N (1 - aiX)l‘H B (1 - CI,Z‘)()H_1

en posant d; = ciaﬁl!. De méme si a; =0 on a

ANwXE N A
dX 1—G,iX N 1.7(1—aiX)l+1

en posant cette fois-ci d; = b;l!. On peut ensuite écrire

d\' v d Q(X) _ Q(X)
(dX) [Xlu(X)] _; (1—a;X)H (l—alX)l+1l~--(1—a,.X)l+1 - (1_81X_%,,_37_Xr)l+1

L’égalité des dénominateurs est obtenue par un calcul effectué en question 27. Le polynéme Q;(X) € Q[X]
est obtenu par réduction au méme dénominateur. Comme il s’agit de multiplier une fraction par les r — 1
autres dénominateurs qui sont de degrés au plus [ + 1, on a deg @Q;(z) < (r — 1)(I + 1). Alors, en posant
P, = X'Q; € Q[X] on a d’une part

deg P <(I+1)(r—1)+l=(I+1)r—-1+1+1l=(1+1)r—-1

<|(I+1)r|,
et d’autre part
00 d l
Z nn—1)-(n—1+Du,_ X" = X' () [X'u(X)]
o dX
_ R(X)
(1—51X — - — g, X)L T

31. Définissons deux suites (wn k)n,k>0 €t (Wn (k))n k>0 par les formules

n—k 0o
w
wn,k:n!g Z—'l et E =(1—51X —-— 5, X")F E W, X"
i=0 n=0

n=0

Montrer I'égalité w,, (k) = v, (k) pour tout n et k tels que n > kr.

Pour cela, on étudie la différence des séries entieres associées
Z('Un(k) —wp () X" =(1—5X —---5,X")F Z(vn — Wp ) X"
n=0 n=0
[e's) n n—=k
=(1-5X—--5X") Z( Z ;! Z!>X'
n=0 =0 i=0
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T - - U/L n
=(1—s1X —--5,X")" > nl > X
n=0  j=max(0,n—k+1)
00 min(n,k—1) ”
= — — .. Tk | n—t n
=(1-sX s+ X") Zn ; (n—l)!X
min(n,k—1)
Z nn—1)-(n—1014Du,_; X"

3
Il
=)

»
g
=

NE

3
Il
=)
e
|
-
ir
o

NE

=(1—s5X—---5.X")k nn—1(m—1014Du,_ X"

Il
- o
Il
o

N
NE

Tﬁ

=(1—s5X—---5.X")F nn—1(m—=—1014Du,_ X"

T

\

= O
3
]
[e=]

P (X)

=(1—8X —--8.X")F
( S1 S ) (1 —81X— "'STXT)H'l

~

>
I
—
o

P(X)(1—s1X —- "STXT)(k_l)_l

I
=

Par la question précédente, le terme d’indice [ de cette somme est un polynéme de degrés strictement
inférieur & (I + 1)r 4+ (k — 1 — I)r = kr ainsi leur somme est un polynéme de degrés strictement inférieur &
kr. Les deux séries > v, (k) X™ et > w, (k) ne différent que d’un polyndéme de degrés au plus kr donc

‘Vn,k eN, n>kr= w,(k) zvn(k)‘

32. En déduire que k! divise D™v,, (k) pour tout n et k tels que n > kr.

Par la question précédente, il s’agit de vérifier que k! divise D"w,, (k) c’est & dire que D™w,, (k)/k! est bien
un entier (ce qui garantit automatiquement que D™w,, (k) est un entier et donc que cette question a bien
un sens). On observe que

o0 o0
D™w,, (k D™w
E:L()X”:(1—81DX—--~5TDTXT)’“§: nk yn
k! k!
n=0 n=0
Ainsi si DL," est un entier, alors par puisque (1 — s1DX — ---5.D"X") est a coeflicients entiers (on a
k!

montré en question 25 que s; D’ € Z ), par définition du produit sur les séries, la série Y o WX n

est a coefficients entiers. Il suffit donc d’observer que

D™w,, n! oy — k) " n\ . n
i ’kk!(n—k)!;( p )uiD (k) ;(nfk)(nfkfl)'-(erl)uiD €z

par la question 25. Ainsi ’ k! divise D™v,, (k) pour tout n et k tels que n > kr ‘

33. Montrer I'égalité
o0
a;

v, (k) = Z be® / e_tt"_’”(t — a1)k s (t— ar)kdt.
i=1

On constate que si n < kr et que 'un des a; est négatif, 'intégrale ne converge pas car des puissances
négatives de t apparaissent. On suppose donc que ’énoncé demande de montrer ’égalité seulement pour
n > kr. On note
T 00
(k) = 3 bie® / =R (4 — gy )F (1 — 0
i=1 @i

Pour montrer ’égalité v, (k) = z,(k), on vérifie que les x,, (k) satisfont la méme relation de récurrence que
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v (k) & savoir
(a) Pour k =0, on a pour tout n € N, 2,(0) = v,(0) = v,.
(b) Pour tout n > (k+ 1)r et k>0, on a

Tu(k+1)=x,(k) — s1xp—1(k) — - — 8p2p—r(k)

On commence par vérifier les points (a) et (b) ci-dessus avant de conclure la question par récurrence.
Pour (a), on fait une récurrence sur n :

e Initialisation :
a; 7t a; [__,— OO — Jp— — (! & =
Zbe / dt = Zbe SR SUEITEI) g St
e Hérédité : Soit n € N tel que x,(0) = v,, alors par intégration par partie

Zpa1(0 Zbe / ettt = Zb e [ tt"+1 +Zbe / “t(n + 1)t"dt

n

u;
= Zbia?"‘l + (n+1D)zn(0) = upy1 + (n+ vy = uppr + (n 4+ 1)! Z n
: i=0
+
(n+1)! Z = Up+1
— il
Pour (b) il suffit d’écrire pour k > 0 et n > (k+ 1)r
n(k+1) Zb e / L () L (M Lac
= Z bie® / e iR G g (= a) P — syt = — ) dE
i=1 @i

r [eS)
= Z et / e TRt —a)F - (t — a,)kdt
i=1 @i
r o)
— 51 Z bie® / e TRl —a)k e (t — ap)kde
i=1 ai

— e — 5, Z b;e® / efttnfkrfr(t - al)k e (t— a7,)kdt
i=1 @i
=x,(k) — s12p_1(k) — - — spxp_r(k)

On conclut alors la preuve de la question par une récurrence sur k : “Pour tout n € N, tel que n > kr,
Zn(k) = v, (k).

e Initialisation : Il s’agit directement du point (a).

o Hérédité : Soit k € N, tel que pour tout n > kr, z,(k) = v, (k). Soit n € N tel que n > (k+ 1)r alors
par le point (b)

Tk +1)=a,(k) — s1xp_1(k) — - — spxp_r(k) = v (k) — s120—1(k) — -+ - — SpUp_r(k) = v (k+ 1)
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Ou on a successivement utilisé le point (b), 'hypotheése de récurrence (on a bien n — i > kr, pour
i=0,...,7) et la question 28. Ainsi on peut conclure que

r o]
Vk,neN, n>kr=v,(k)= Z bie" / e TRt —ay)R - (t — a,)Rdt
i=1 @i

F. Démonstration de la proposition 1

Dans cette partie, nous démontrons la proposition 1, concluant la démonstration du théoreme 1. Il nous suffira
de prouver qu’il existe un entier kg > 0 tel que la série entiere

Z Un (k‘o)X”
n=0

soit un polynéme (d’apres la question 27).
34. Montrer que si v, (k) n’est pas nul et n > kr, alors

k! < |D"v, (k)| < c2(AD)"CF.

L’inégalité de droite est simplement obtenue en multipliant 1’inégalité de la question 29 par D™. Pour
I'inégalité de gauche, on sait que, par la question 32, dés que n > kr, k! divise D™v, (k) et donc si
D™v,, (k) # 0 on a bien une inégalité entre les valeur absolues. Ainsi, si n > kr et si v, (k) # 0,

k! < |D™v, (k)| < ca(AD)"C*

35. En déduire qu’il existe un entier kg tel que

vn (k) = 0 pour tous k > ko et kr < n < 10kr.

Pour n € N satisfaisant a kr < n < 10kr, les inégalités de la question précédente peuvent étre réécrites en
k
k! < |Dy (k)| < 2 [(AD)'"C]

Comme les constantes co, A, C' et D ne dépendent pas de k, par croissance comparée klim Co [(AD)lOTC] k/k! =
—00

0. Donc il existe un entier kg tel que
Vk > ko, Kl > cp[(AD)07C]"

Pour de tels valeurs de k, I'inégalité k! < |DY (k)| < c2[(AD)1"C] * West donc pas possible : ce que impose
que v, (k) est nul. Ainsi

|Vk > ko, Yn €N, kr <n < 10kr = v, (k) = 0|

36. Conclure que v, (ko) = 0 pour tout n > kor.
Il s’agit d’étendre le résultat de la question précédente a plus de valeur de n. On procede par récurrence
sur ¢ € N, en montrant : “Vk > ko, Vn € N, kr <n < 10kr +i = v, (k) = 0”.
e Initialisation : C’est exactement le contenu de la question précédente.

e Hérédité : Soit i € N tel que ’hypothese de récurrence soit vraie au rang i. Soit k > kg et n € N
satisfaisant kr < n < 10kr +¢+ 1. Sin < 10kr + ¢ + 1 alors on obtient le résultat directement par
hypothese de récurrence. Il reste donc a traiter le cas n = 10kr 4+ ¢ + 1. Par la relation de récurrence
de la question 28

V10kr+i+1 = V10kr4i+1(k + 1) + s10106r44: (k) + - - - + SpV10kr+it1-r (K)
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On vérifie que (k+ 1)r < 10kr +i+ 1 < 10(k + 1)r + ¢ donc par hypothese de récurrence le premier terme
de la somme est nul. De plus pour j = 1,...,7, on vérifie également que kr < 10kr +i+ 1 — 5 < 10kr + 4.
Donc de méme, les autres termes de la somme sont également nuls. Ce qui conclut la démonstration par
récurrence.

La démonstration par récurrence pour k = kg affirme que
VieN, Vn € N, kor <n < 10kor +i = v,(ko) =0

Comme pour tout valeur de n, on peut trouver une valeur de i € N telle que n < 10kor + i, on peut
conclure

Vn > kor, vn(ko) = 0‘

Le théoréme est démontré !

G. Fonctions F

Dans cette derniere partie, on présente une généralisation a une classe plus large de séries entieres a coefficients
rationnels de I’énoncé de la question 23, a savoir le fait que le quotient par X — 1 d’un polynéme exponentiel
s’annulant en 1 est encore un polyndéme exponentiel. Une fonction E (sous entendu : & coefficients rationnels)
est une série entiere
= bn n
f(X)= ZO X" € QX]
n=

satisfaisant aux conditions suivantes :
(a) f est solution d’une équation différentielle ;
(b) il existe un nombre réel C' > 0 tel que
n| < C™et dén(bg,...,b,) < C" pour tout n > 1,
b, < C™ et dén(b by) <C"p tout n > 1

ou dén(bg, . ..,b,) désigne le plus petit entier d > 1 tel qe dby, . . ., db, soient des entiers (“le dénominateur
commun de by, ...,b,").

~

Les polynémes & coefficients rationnels sont des exemples “triviaux” de fonctions E. Rappelons que f(X)
désigne la transformée de Laplace introduite dans la question 17.

37. Monter que si f est une fonction E, alors la série numérique > - ba o™ converge pour tout nombre réel

n=0 n!
a. On note f(a) sa valeur.

L’hypothese (b) implique notamment que le terme général de la série vérifie b,|al” /n! = O(C™|a|” /n!).
La série de terme général C™|a|"/n! étant absolument convergente (c’est 1’exponentielle) par critere de

. 7. s s o0 by, -n 7
comparalson entre series, la série numerique Zn:O WO( converge pour tout nombre réel « |

38. Soit f une fonction F qui n’est pas un polynéome. Montrer qu’il existe R > 0 tel que la série numérique
ZZO:O bpa™ diverge pour tout nombre réel a avec || > R.

Raisonnons par contraposée. Supposons que pour tout R > 0, il existe a € R tel que |a| > R et ZZOZO b,a”

converge. Montrons que f (donc également f) est un polynéme. Pour R = C, il existe donc a € R tel que
la] > C et Y07 bpa™ converge. Pour n € N, on observe que

Ibpa| > |6 C™| > |b dén(bo, .. ., by)| € Z

Par comparaison, la série a coefficients entiers ZZOZO by, dén(bo, ..., b,) converge également. La question 3,
appliquée & a = 1 assure que y - b, dén(by,...,b,)X™ est un polynéme. Comme dén(by, ..., b,) est non

nul, il en va de méme pour j? Donc, ‘ si f est une fonction F qui n’est pas un polynoéme alors ZZOZO bpa™

diverge dés que |a| > C ‘
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~

39. Quelles sont les fonctions F telles que f(X) est aussi une fonction E ?
Par la question 37, si f(X ) est une fonction E alors f(X ) a un rayon de convergence infini. Or, la question
précédente affirme que si f n’est pas un polynoéme alors son rayon de convergence est fini. Donc f est

un polynome. Méme si c’est marqué dans ’énoncé, on vérifie formellement que les polynémes sont des
fonctions F. Soit f = Zf:;o %X" € Q[X] un polynéme de degrés N. Alors

(a) f est solution de I'équation fN+1) = 0.

(b) En posant C' = max{|bo|, ..., |bn|,dén(bo,...,bn)}, on a bien

|bn] < C™ et dén(by,...,b,) < C™ pour tout n > 1

Ainsi, ‘ les fonctions F telles que leur transformée de Laplace est aussi un fonction E sont exactement les

olsnomer]

40. Démontrer que les fonctions E sont stables par addition et multiplication.

On montre quelque chose d’un petit peu plus fort : on vérifie que les propriétés (a) et (b) sont chacune
(indépendamment de l'autre) stables par somme et produit.

(a) Pour montrer que la somme et le produit de deux solutions d’équations différentielles sont encore
solutions d’une équation différentielle, on meéne un raisonnement d’algebre linéaire sur le corps Q(X)
des fractions rationnelles & coefficient rationnels. Cependant, Q[X] ne peut pas directement étre
muni d’une structure de Q(X) espace vectoriel. En effet, on ne peut pas développer en série 1/X, et
donc le produit 1/X - 1 serait mal défini. Il faut donc travailler dans un espace plus gros.

On définit Q((X)) 'espace des séries formelles de Laurent, constitué des éléments de la forme
oo
FX) = bu X"
n=N

ou N € Z. 1l s’agit donc d’une extension des séries formelles, ou 'on autorise un nombre fini
de puissance négative de X. La somme et le produit sur de telles séries sont définis de maniere
analogue : terme a terme pour la somme, et en ‘développant’ formellement pour le produit. Pour
FX) =300 N b X™ et g(X) =307 4 ¢ X™ deux séries formelles de Laurent :

oo 00 n—M
N

n=min(N,M) n=N+M \k=

On peut vérifier (la réponse a cette question est déja assez longue), comme pour les séries, que ces
opérations munissent de Q((X)) d’une structure d’anneau commutatif intégre (et méme de corps). On
a vu, en question 5, que les fractions rationnelles sans pole en zéro de Q(X) peuvent étre développées
en séries entieres. Grace a ’extension aux séries de Laurent, toute les fractions fractionnelles, peuvent
étre développées en séries de Laurent. En effet, toute fraction rationnelle peut s’écrire sous la forme
P/(QXF) ou P/Q n’a pas de pole en zéro. En considérant f € Q[X] le développement de P/Q,
f(X)/X* est donc le développement en série de Laurent de P/(QX*). On vérifie alors que le produit
externe de Q(X) sur Q((X)) induit par le développement en série de Laurent, confere & Q((X)) une
structure de Q(X) espace vectoriel. On peut également définir la dérivée formelle d’une série formelle
de Laurent par la formule (32°° b, X™)" = 3°°° \ nb, X"~ et vérifier que cette opération vérifie
bien les propriétés usuelles et est compatible avec la dérivation sur Q(X).

Pour f € Q[X] on définit
V[f] = Vectouy (fs £/ f7s oo £, 000)

le sous espace de Q((X)) engendré par les dérivées successives de f. On montre alors le lemme suivant
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Lemme 1. f € Q[X] est solution d’une équation différentielle a coefficients dans Q[X] si est seule-
ment si V[f] est un sous espace de dimension fini de Q((X)).

<« : Le sens réciproque est facile. Si dim V[f] = n, alors la famille f, f/,... f(™ (qui contient n + 1
éléments) est liée sur Q(X). Il existe donc n + 1 fractions rationnelles Qy, ... Q) telles que

Quf™ 4+ Quf' + Qof =0
En multipliant par un dénominateur commun des (); on obtient bien une équation différentielle pour

f & coefficients dans Q[X].

= : Supposons que f soit solution d’une équation différentielle d’ordre n & coefficients dans Q[X].
Quitte & diviser par le polynéme (non nul) en facteur de f (") on peut supposer qu’on a la relation

f =Qof +Quf + -+ Quor f"Y (1)

avec Q; € Q(X) pour i =0,...,n — 1. On montre alors

VI[f] = Vectoox) (f f'y -, f70)

ce qui permet de conclure que V[f] est de dimension finie (inférieur & n). L’inclusion D est immédiate.
L’autre inclusion est obtenue par récurrence : en dérivant I’équation (1) on observe que toute dérivée
d’ordre supérieur a n peut étre exprimée comme combinaison linéaire de dérivées d’ordres plus petits.
En itérant, on obtient que f*) ¢ Vectox)(f, f's- -+, f=1) des que k > n. Par combinaison linéaire
on a donc bien le résultat.

Pour deux séries f, g € Q[X], on définit
V[f,9] = Vectoux) { Mgk, 1 € N}

I’espace engendré par le produit des dérivées a tous les ordres de f et g. Si f et g sont toutes les
deux solutions d’une équation différentielle a coefficients dans Q[X], alors dim V[f, g] < co. En effet
le méme argument que celui du Lemme permet de réduire les ordres des dérivées de f et g pour ne
faire apparaitre que ceux strictement inférieurs aux ordres des équations. Plus précisément, si les
ordres des équations de f et g sont respectivement n et m on a I’égalité

V[f,g] = Vectgx) {f(k)g(l)‘k e0,n—1], 1 €[0,m— 1]]}.

qui est bien de dimension finie.

Apres cette tres longue introduction technique, on a enfin les outils pour clore cette partie de la
question. Soient f et g deux solutions d’équations différentielles. On observe les inclusions

VIf+g] CVIf,g] VIf-gl CVI[fgl

conséquence de la linéarité de la dérivée et de la formule de Leibniz pour la dérivée d’un pro-
duit. Comme Vf,g] est de dimension finie il en va de méme pour V[f + ¢g] et V[f - g]. Le
lemme permet de conclure que f + g et f - g sont solutions d'une équation différentielle. Ainsi,

‘la propriété (a) est stable par somme et produit ‘

Soient f =32 laxm et g =3 < X" deux fonctions vérifiant la propriété (b) : il existe deux

n=0 n! n=0 n!

réels C, D > 0 tels que pour n > 1,
|bn| < C" len| < D™ dén(bg,...,b,) < C" dén(cg,...,cn) < D"
La somme f + g a pour coefficients (b, + d,,)/n!. On vérifie alors

|by, + cn] <C™ 4+ D™ < (C+ D)"
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et

dén(bo + co, ..., by +¢n) < dén(bo,...,by) dén(co,...,cn) < (CD)"
I'inégalité sur les dénominateurs communs étant obtenue en remarquant que (b;+c¢;) dén(by, . .., b,) dén(co, . . .
Z (pour i € [0,n]) et en utilisant la minimalité de dén(by + co, - .., b, + ¢,). Donc le réel max(C +

D,CD) convient et f + g vérifie la propriété (b).

Le produit fg a pour coefficient

On vérifie donc

5 (o

k=0

gi( >|bk|cnk| gi( )okD" F=(C+D)"

Soit i € [0,n] on observe que

3 (;) bucii dén(bo, . .., by) dén(co, ..., cn) € Z

k=0

Donc
n

én(bo, co, - - -, "Voren_i) < dén(bo, ..., by)dén(co, . .. ¢n) < (CD)™
dén(b .
k=0

Donc le réel max(C'+D, CD) convient également, et fg vérifie la propriété (b). Ainsi, ‘ la propriété (b) ‘

est stable par somme et produit ‘

On peut alors conclure que ‘ I’ensemble des fonctions E est stable par somme et produit ‘

41. Soit f un polynéme exponentiel. Montrer que f est une fonction E telle que J?est le développement en
série entiere d’une fraction rationnelle a poles rationnels.

On a déja vu que les polynomes sont des fonctions E. 1l suffit alors de vérifier que les séries exponentielles
e“X (pour ¢ € Q) sont des fonctions E, pour pouvoir conclure, par somme et produit, en utilisant la
question précédente que les polynomes exponentiels sont des fonctions E. On vérifie alors aisément que si
f(X)=eX =327 < X" alors

n=0 n'
(a) f satisfait f' —cf =0.
(b) En posant ¢ = p/q (p € Z, q € N*), il suffit de poser C = max(c, q) pour avoir si n > 1,

"] <™ dén(l,c,...,c") <q" < C™

Donc ‘ les polynomes exponentiels sont des fonctions F ‘

Comme la transformée de Laplace est linéaire, il suffit de vérifier que la transformée de Laplace de X*eX
(pour k € Z et ¢ € Q) est une fraction rationnelle & poles rationnels, pour conclure que la transformée de
Laplace d’un polynéme exponentiel est une fraction rationnelle a poles rationnels. On écrit alors

(Zan+k> =Y ¢ X ="+ k) (n+ 1) X

n=0 n=0

() See ot () ()
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XFEckE)
(1 _ CX)k+1

qui est bien une fraction rationnelle & poles rationnels (1/c si ¢ # 0, sinon ¢’est un polynéme). Ainsi, par

combinaison linéaire, ‘ la transformée de Laplace d’un polynéme exponentiel est une fraction rationnelle & poles

rationnels |

42. Montrer que si ZZO:% b, X™ est le développement en série entiere d’une fraction rationnelle & poles ra-
o0

tionnels, alors )~ 7% X" est une fonction £.

On commence par noter que si »_ -, b, X" est le développement en série entiere d’une fraction rationnelle
alors par convention elle n’a pas zéro comme pole. Toute fraction rationnelle & poles rationnels (non nuls)
peut étre décomposée en éléments simples sous la forme

¢ Bi
R+ ; (1= a, X )

ou R € Q[X], a; € Q*, 5; € Q et k; € N*. Comme ensemble des fonctions F est stable par combinaisons
linéaires et que la transformée de Laplace est également linéaire, il suffit de montrer que si f € Q[X] a
pour transformée de Laplace

~ i 1
JX) =2 0 X" = Ty
n=0

(a € Q* et k € N) alors f est une fonction FE.

Premiérement, puisque fest le développement en série d’une fraction rationnelle alors par la question 12, ]?
est solution d’une équation différentielle. Puis par la question 17, f est également solution d’une équation
différentielle.

Il reste donc a controler les coefficients b,,. On calcule

o= = = e (i) () - () ()

n=0

= i nn—1)---(n—k+1a"X"*
= .i(n+k)(n+k—1)'~(n+1)a"+kX"

:%i(n—i—k)(n—l—k—1)~--(n+1)a"X"

n=0

Alors pour n € N
m+k)(n+k-1)---(n+1) ,
b, = X a

On a
(n+k)*
k!

On sait par croissance comparée que (n + k)* = O(2") donc il existe une constante A4 > 1 telle que
n—oo

|bn| < la]" < (n+k)*(la| + 1)"
Vn € N*, (n+k)F < A2" < (24)"

11 vient alors pour n € Nx, |b,| < (2A(Ja] + 1))™. De plus en écrivant sous forme réduite a = p/q on a

1 1
dén(bo, .-, bn) < dén(gr, o, ) = K" < (klp)”
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Ainsi pour C = max(2A(|a| + 1), k!p) f vérifie la propriété (b). ‘ f est donc une fonction E.

43. Montrer que la fonction de Bessel

est une fonction E telle que Jo(X) satisfait a ’équation (14 X2)<70(X)2 = 1. En déduire que Jo(X) n’est
pas un polynome exponentiel.

11 s’agit de vérifier que Jo(X) satisfait bien les deux propriétés (a) et (b). On commence par écrire

- E (3 B S (3 () -E e -Eer

ou l'on a posé pour n € N, by, = (—71)” (2:) et bap+1 = 0 ainsi que ¢, = (_71)” COER Pour n € N, on
observe que

—1\" 1 1 1
= (T) ErmE T

On a donc la relation de récurrence 4(n + 1)%c,+1 + ¢, = 0. Comme

= i Ine, X271

n=1

donc, JH(X Z 2n) 2e, X201 24 (n+ Depta X2ntl

n=0

d
ax
et, XJo(X)= Z cp X201

on observe que Jy(X) vérifie ’équation différentielle XJ)) 4+ XJy =0, clest a dire

s 7%
XTP(X) + J)(X) + X Jo(X) =0.

Il faut maintenant controler les coefficients b,,. Commes les coefficients d’ordre impair sont nuls, il suffit
de controler ceux d’ordre pair. D’une part on observe que pour n € N

227 = (14 1) = i (21?) = (277)

k=0

2
(ban| = ( ”) <1
n

dén(bg, by, ..., ban_1,b2,) = dén(bg, by ..., boy) < dén(1,1/22,...,1/2%") = 22"

On peut donc majorer :

De plus

Ainsi, C' = 2 vérifie hypothese (b). Done | Jo(X) est une fonction |,

On a jO(X) =30 b2, X?". Comme on observe que

b (L " op 42 __l@n+2)@nt1),
2n+2 — 4 n+1 - 4 (n+1)2 21y

on a la relation de récurrence 2(n + 1)bay, 42 + (2n + 1)ba, = 0. Comme précédemment on remarque

o0

L Jo(X Z by, X271 =" 2(n + 1)bappp X2

n=0
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deinO(X) =X Z by, X2 1 = Z by, X 2 +1

n=0 n=0

XJo(X) = ba X2
n=0

En sommant, la relation de récurrence sur les by, assure que (1 + X2)fO(X)' + X Jo(X) =0, c’est a dire

X

To(X) + —— Jo(X) =0

§X) 4 1 ()

Comme on a vu que |ba,| < 1 le rayon de convergence de jo(X ) est d’au moins 1. Par compatibilité
de la dérivée avec I’évaluation des séries entieres dans leur rayon de convergence, on a alors I'équation
différentielle (pour une fonction) pour x €] — 1,1[, Jo(z)' + 155z Jo(x) = 0. Cette équation homogene
lindaire d’ordre 1 se résout sur | — 1, 1[ grace a une primitive de = — 7% qui est z — %ln(l + x2). La

condition initiale Jo(0) = by = 1 impose donc

1
V14 x2

On arrive alors & 'égalité (de fonctions) pour z €] — 1,1[, (1 + 22)Jo(x)2 = 1. Les deux séries enticres
(1 + X2)Jy(X)? et 1, toutes deux de rayon de convergence strictement positif, sont égales (en tant que
fonction) sur un voisinage de 0. Ainsi, le théoréeme d’unicité du développement en série entieére assure
Pégalité (en tant que série formelle)

Vo €] — 1,1], Jo(a) = e~ =n(1+=?) =

(1+X2)Jo(X) =1

Finalement, supposons, par absurde, que Jy(X) est un polynéme exponentiel. Alors par la question 41
Jo(X) est le développement en série d’une fraction rationnelle & pole rationnel. C’est donc également le cas

de fO(X)Q = ﬁ qui a pour pole +i & Q : Absurde ! Donc, ‘ Jo(X) n’est pas un polynéme exponentiel ‘

44. Montrer que les zéros réels de la fonction de Bessel Jo(X) sont simples, c’est-a-dire si Jo(a) = 0, alors
J(@) £0.

On commence par observer que Jy(0) = %—‘; =1 # 0, donc 0 n’est pas une racine (multiple) de Jo(X).

Soit alors @ € R*. On a vu en question 37, que Jyo(X) a un rayon de convergence infini. De méme
que précédemment, et en utilisant I’équation différentielle obtenue en question précédente, on a pour tout
xz e R*

) + 2 J(w) + Jo(x) =0

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre deux valable au voisinage de o # 0. Le théoreme de
Cauchy-Lipschitz affirme alors que si Jo(a) = Jj(«) alors @ — Jy(x) est nulle au voisinage de a. Cela

impliquerait que Jo(X) est la série entiere nulle, ce qui est absurde. Ainsi, ‘ les zéros de Jo(X) sont simples |

45. Soit f(X) une fonction E telle que f(1) = 0. Montrer que la série entiére f(X)/(X — 1) est encore une
fonction FE.

On vérifie successivement les deux propriétés.

(a) On commence par remarquer que ﬁ étant une fraction rationnelle, son développement en série
entiére satisfait une équation différentielle (question 12). En question 40, on a montré que l’ensemble
des séries entieres solutions d’une équation différentielle est stable par multiplication. Ainsi, si f est

une fonction E, elle est solution d’une équation différentielle et donc alors‘ f(X)/(X —1) est solution

‘d’une équation différentielle |.
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(b) En notant f =3°° % X" on obtient que

n=0 n!
-1~ XX ) == ) X=X
n=0 n=0 n=0 \k=0 n=0 k=0
On pose alors pour n € N, v, = n!> ) _, %’7 de sorte & ce que % =—> % X" On remarque

que ce sont exactement les coefficients introduits en partie D. On va donc utiliser des arguments
similaires & ceux utilisés en partie F' (notamment question 26) pour controler ces coefficients (le signe
‘—’ global n’a pas d’importance). Comme f est une fonction E, on note C' > 0 tel que pour n > 1,

Iba| < C™ dén(bo, ...,bn) < C"
Soit n > 1, comme f(1) =0, S, % =—37° . % 1l suit donc que
|’Un|=n!ZH :|n! Z o <n! Z Hgn! o
k=0 k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

Comme la suite (C/k) tend vers 0, il existe un rang N € N tel que pour tout k > N, C/k < 1/2.
Par récurrence immédiate il vient que pour k >n > N,

ck _cno1
kT nl 2k
On peut donc majorer pour n > N,
o0 o0
cr o1 1
|vn| < n! Z v < C”Z 5 = cn
k=n+1 k=1
En posant D = max(C, 1, |v1],..., |vny—1]) > 0, on alors

[¥n> 1, by < D" |

Enfin, soit n € N et k € [0,n]. On observe que

k K

vedén(bo, ..., by) = > = bidén(bo,....by) €Z
¢ D ——
i=0 "~
7 €L

Par minimalité du dénominateur commun, on en conclut que

]dén(vo, ..., vn) < dén(by, ... b)) < C" < D"

’ Donc f(X)/(X — 1) est bien une fonction E. ‘

Ce dernier résultat est I'un des ingrédients sur lequel repose la méthode mise en place par Y. André a la fin
des années 90 pour démontrer le théoreme de Siegel-Shidlovskii. 1l s’agit d’un énoncé de transcendance pour les
valeurs des fonction E en des nombre rationnels, qui généralise le théoréeme d’Hermite-Lindemann-Weierstrass
et implique, par exemple, que le nombre Jy(a) est transcendant pour tout rationnel non nul a.

Fin du sujet
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