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Corrigé sujet PSI (Math X-ENS)

Lucas NOEL et Lauriane TURELIER

1 Prémilinaires

1. Montrons que M, (u) # () si et seulement si R, # 0.
Supposons que My, (u) # . 1l existe alors une matrice A € My, (u), ie, p(A) < Ry. Or on sait que p(A) > 0. Donc
R, > 0, a fortiori, il est non nul.
Supposons maintenant que R, > 0. La matrice A = R2“ I,, appartient & M,,(u). En effet Spec(A) = { %} et alors
p(A) = B < R,
Si on considere la suite (uy), définie par pour tout n € N, u,, = n!, alors R,, = 0. Ceci est en effet assuré par le

théoréme de D’Alembert puisque pour tout n € N, == =n4+1 — +o0.
" n—-+00

2. Distinguons les cas : R, =0 ou R, > 0.

e Si R, =0. On a démontré en question précédente que My, (u) = ()

e Sinon, on a montré a la question précédente que si R, > 0, on a %In € My, (u) et %In #0.
3. Procédons par équivalence cyclique.

e (i) = (7i). On suppose que R, = +oo. Comme on a déja M,,(u) C M,(C), regardons 'inclusion inverse.
Soit A € M,,(C). Comme p(A) est fini puisque c’est le maximum d’un ensemble fini d’éléments de R, on a
p(A) < R,. Ainsi A € M,,(u) et ceci montre I’égalité.

e (i1) = (4ii). Si My (u) = M, (C). 1l vient de maniere immédiate que la condition (iii) est vérifiée puisque
M,,(C) est un espace vectoriel non vide.

e (iit1) = (4). Supposons que M, (u) # () et pour toutes matrices A, B € My,(u), on a A+ B € M,,(u). D’aprés
la question 1, R, > 0. Supposons par ’absurde que R, est fini. On a alors %In € M, (u). Donc par
hypothese, R, I, = %In + %In € M, (u). Or, comme p(R,I,) = Ry, on obtient R, < R, ce qui est
absurde. Donc R, = 4o0.

=

Considérons la suite (%)n On a pour tout k € N, % #£0 et pour tout k € N, 54 — ﬁ k_)—+>oo 0. Ainsi par le

z|

critere de D’Alembert on a R, = +o0.
4. Procédons par double implication.

e (i) = (i). Si A est nilpotente, alors p(A) = 0. En effet, comme il existe k& € N* tel que A* = 0, le
polynéme X* annule A, donc 0 est la seule valeur propre de A. Donc pour toute suite v telle que R, > 0,
A € My (v).

e (i) = (#7). On suppose que A vérifie la propriété (7). Considérons alors la suite de suite U = (u(k)); ou
pour tout k € N*, la suite u(k) = (k™),. On vérifie par le critere de D’Alembert que pour tout k € N*,
Ry = % > 0. Donc, par hypothese, A € M, (u(k)) pour tout k& € N*. De fait, 0 < p(A4) < % pour tout
k € N*. Ainsi par le théoréme des gendarmes, p(A) = 0. Il vient que 0 est la seule valeur propre de A, donc
xA = X" et par le théoreme de Cayley-Hamilton A™ = 0. Donc A est nilpotente.
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5. Nous allons montrer par récurrence que pour tout m € N, la suite u(™ = ([T, (k + 1)) Uk4m);,- On pose alors
la proposition de récurrence suivante :

P(m) : "Vk € N, (u<m>)k = (k+ 1)k +2)...(k + m)tpm”

Initialisation : P(0) est vraie par hypothese.

Hérédité : Soit m € N tel que P(m) soit vraie. Par définition, on a u(mtl) = (u(m))(l).

o= ("),

Soit k£ € N.
(k+1) ( ) par définition
k+1

=(k+1)(k+2)...(k+1+m)ugs14m par hypothese de récurrence

Donc P(m + 1) est vraie. Ce qui acheve la récurrence.

Fixons maintenant m € N et déterminons le rayon de convergence de u(™) . Pour k € N,

(™) s _ R+ 2h+3)k+m+1) w1

@m), Dk 2k tm)  wprm kot Ry
~—
k:—>_+>ool k—>—+>ooRLU

(m)
Et comme <(1(Lu(m))’5“> converge, par le critere de D’Alembert, c’est vers . Donc par unicité de la limite,
k

1
R (m)

u

on en déduit que R, m) = Ry, donc que D ,m) = D,,.

6. Rappelons que pour des suites (an)n et (by)n on a Ryyp = min(R,, Rp) et Ry = min(R,, Rp). Considérons
alors A € M, (u) N My, (v). Alors, par définition p(A) < R, et p(A) < R,. Donc p(A) < min(R,,, R,). Alors on a
p(A) < Ryty et p(A) < Ryxp. Donc A € My, (u + v) N My, (u x v).

7. ATTENTION : Il semble y avoir une erreur dans I’énoncé. Il faut ici supposer que les matrices symétriques sont
REELLES. Méme si ce résultat est vrai sans hypothese de symétrie pour les matrices et dans le cas complexe,
la démonstration de ce résultat met en jeu des théorémes hors programme (cf : trigonalisation similtanée, pour
les curieux).

On se place alors dans le cas ou A et B sont symétriques réelles. Comme elles commutent, AB est aussi
symétrique, en effet (AB)T = BT AT = BA = AB et de plus, elle est réelle. Donc par le théoréme spectral, AB
est diagonalisable. On rappelle que sur R”, (x,%) + ="y est un produit scalaire et on note ||.|| sa norme associée.

Soit A une valeur propre telle que |A\| = p(AB). Prenons alors = € R™ tel que ||z]| = 1 et ABz = Az. On a alors
|ABz|| = p(AB) [lz]| = p(AB).

Or, pour toute matrice M symétrique réelle (qui est alors diagonalisable en base orthonormée), on a pour tout
x € R, |[Mz|| < p(M) ||z||. En effet, par le théoréme spectral, il existe une matrice P orthogonale telle que
M = PDPT avec D = diag(dy, ...,d,). Dans ce cas,

|Mz||*> =2"M "Mz =2"PDPT"PDP 2z = 2" PD?P"z =y D%y = || Dy|?

avec y = P'z. Or |Dy| < p(D)|ly|. Cependant, P étant orthogonale, on a ||y|| = ||z|| et comme D et M sont
semblables p(M) = p(D). Finalement | Mz| < p(M) ||z||.



cpge-paradise.com

8.

10.

11.

12.

13.

Appliquons ce résultat avec A et B symétriques réelles :
p(AB) = |ABz|| = |[A(Bz)| < p(A) [|Bz| < p(A)p(B) [|z]| = p(A)p(B) .

Donc nous avons, p(AB) < p(A)p(B) < R2 < R, puisque R, €]0,1]. Donc AB € M, (u).

Fonctions de matrices

Remarquons que 'application
J CIX] — M,(C)
'\ P = P

est bien définie et linéaire. Comme M, (C) est de dimension finie et C[X| de dimension infinie, ¢ ne peut étre
injective. Ainsi ¥'(A) = ker(y) \ {0} est non vide.

. Commencons par montrer ’existence d’un tel polynéme. Compte tenu de la définition de 'entier m, il existe un

polynéome B € ¥ (A) de degré m. En particulier, si by, # 0 est le coefficient dominant de B, alors le polynome
oA = iB € ¥ (A), est de degré m et unitaire.
Il reste & montrer que 4 est le seul polynéme vérifiant cette propriété. Soit 1) un autre polynéme vérifiant les
propriétés (i), (ii) et (iii). On effectue alors la division euclidienne de 1 par ¢4 : il existe alors deux polynomes
a coefficients complexes (Q et R tels que

Yp=paxQ+R (1)

et tels que deg(R) < deg(¢4). Supposons par ’absurde que R # 0. Alors en évaluant la relation en A, on
obtient ¥(A) =0 = @a(A4) x Q(A) + R(A). En particulier, R(A) =0, donc R € ¥ (A). Mais deg(R) < deg(v4),
donc ceci contredit la minimalité de m. Finalement, R = 0 et ¥ = p Q. Par propriétés des degrés, on trouve
que deg(Q) = 0, donc que @ € C. Mais comme @4 et 1 sont tous deux unitaires, on en déduit que = 1, donc

que ¥ = pa.

Comme P € ¥(A), deg(P) > m. Ainsi, en effectuant la division euclidienne de P par ¢4, on obtient deux
polynémes @ et R dans C[X] tels que P = 4 X Q + R et deg(R) < deg(p4) . En évaluant cette relation en A,
on trouve R(A) = 0. Comme & la question précédente, on déduit que R = 0. Donc ¢4 divise P.

Soit A une valeur propre de A. Montrons que A est racine de 4. Comme A est valeur propre de A, il existe un
vecteur z non nul tel que Az = A\z. Une récurrence immédiate permet de dire que pour tout k € N, Afz = Az,
Ainsi par linéarité, on trouve que pour tout P € C[X]|, P(A)x = P(A)z. Donc si on considére P = ¢ 4, on obtient
0=¢a(A)xr = pa(N)z. Etant donné que = # 0, pa(A) = 0.

Réciproquement, supposons que A est une racine de ¢ 4. Montrons que A est une valeur propre de A. Comme A
est une racine de @4, il existe un polynome @ € C[X] tel que p4 = (X — \)Q. Si on évalue cette relation en
A, on obtient 0 = @ 4(A4) = (A — AI,,)Q(A). Remarquons d’abord que Q(A) # 0, puisque sinon, on aurait un
polynome de degré plus petit que m qui annule A. Donc la matrice Q(A) est de rang supérieur ou égal a 1, donc
il existe z # 0 tel que y := Q(A)z # 0. On obtient alors, 0 = p4(A)x = (A — A\I,)y, ou encore Ay = \y.

Soit P € C[X]. Remarquons d’abord que si B € M, (C) tel que P(B) = 0, alors on a P(B) = 0. Donc en
appliquant ceci & P = pq et B = A € M,(R), on a 0 = pa(A) = pa(A). Ce qui démontre que p4 et P4
annulent A et vérifient tous deux les propriétés de la question 9. Donc par unicité, on obtient ¢4 = @4, et donc

va € RIX].

La linéarité de T se déduit directement de celle de la dérivée. On montre alors que T est injective. Soit
P € Cp—1[X] tel que T(P) = 0. Alors, pour tout ¢ € [1,{], A; est racine de P d’ordre m;. Donc P a
mi1 + ma + ... + m; = m racines, mais P est de degré au plus m — 1. Donc P = 0. Ce qui prouve que T est
injective. Or, comme dim(C,,—;[X]) = dim(C™) = m et que T est linéaire, 'injectivité fournit la bijectivité.
Donc T est un isomorphisme.
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14.

15.

16.

17. (a) Considérons la matrice M := (

Considérons a présent le vecteur de C™, D := (U(k)()‘i))ie[[l,l]],ke[[l,mi—l]]- Comme T est un isomorphisme, il
existe un unique polynéme @ € C,,_1[X] tel que T(Q) = D

Si P =@, il n’y a rien a montrer. Sinon, on raisonne de nouveau par double implication. Commengons par
supposer que u(A) = P(A). En particulier, P(A) = Q(A), donc (P — Q)(A) =0. Donc P — Q € ¥ (A). Donc
par la question (10), ¢4 divise P — @, et ainsi il existe un polynéome B € C[X] tel que P — Q = B X ¢ 4. Soit
k € N, alors par la formule de Leibniz, on a

k
A
P = ® 13 ( .>B(J) (=) 5
par j YA (2)

Compte tenu de la forme de ¢4 démontrée précédemment, on trouve que pour tout j € [1,[], pour tout
ke [0,m; —1], @f)()\j) = 0. Soit j € [1,{]. En évaluant alors la relation ([2) en \; pour tout k € [0, m; — 1],
PR(Ng) = QW () = UM ().

Réciproquement, supposons que pour tout j € [1,1], et pour tout k € [0, m; —1], P(k)(/\j) = U(k)(/\j) = Q(k)(/\j).
Dans ce cas, si j € [1,1], par linéarité de la dérivée, pour tout k € [0,m; — 1], (P — Q)*)()\;) = 0. Donc \; est
une racine de multiplicité au moins m;, donc le polynéme (X — ;)™ divise P — Q. Ceci étant vrai pour tout
J € [1,1], on en déduit que ppem ((X — X;)™,j € [1,1]) divise P — Q. Mais comme pour tout ¢ # j, A\j # \;,
on en déduit que (X — A;)™ et (X — \;)™ sont premiers entre eux. Ainsi, ppem (X — X;)™7,j € [1,1]) = pa.
Donc ¢4 divise P — @, donc il existe B € C[X] tel que P — @Q = B x @4. Il reste alors & évaluer en A cette
derniere relation et a utiliser le fait que ¢ 4(A) = 0 pour conclure que P(A) = Q(A).

Si o = 0, le résultat est immédiat. Supposons alors a # 0. Remarquons d’abord que .7, = X — a. En effet, il
est de degré 1 (donc de degré minimal), unitaire, annule af,, et af,, est non nul. Trouvons alors un polynéme P
qui vérifie les conditions la question précédente, c’est & dire P(a) = U(a) (qui est bien défini puisque a < R,,).
Comme nous n’avons qu’une condition sur P, nous pouvons le prendre constant, égal a la constante U(«). Par
la question précédente, on a alors u(al,) = P(al,) = U(a)l,.

Comme a la question précédente, commencons par trouver le polynéome minimal de A. Remarquons que le
polynéme @ := (X — a)(X — ) annule A, donc par la question 10, p4 divise Q. Donc pg = X —a, pa =X —f
ouws=@Q. Or comme a # 5, A—aly #0et A— (I # 0, donc p4 = Q. Trouvons maintenant un polynéme P
qui vérifie les conditions P(«a) = U(a) et P(5) = U(B) (qui sont bien définis puisque o, § € D,,). Le polynome
P défini par :

U(a)
a—p

(X —a)+ (X =5)

convient. Nous avons alors u(A) = P(A).

« o Up)-U(a)
P(A) = g(_ﬁi(A—alg)ng(_;(A—ﬁ[Z) _ (Ug ) Ug(,ﬁo)( ) _

A 0
0 B
il vient que M € Mgy, (u). Calculons alors ¢ys. Ecrivons

pa= J[ &= et = J] X-1n.

AESP(A) AeSp(B)

> € My, (C). En particulier, comme p(M) = max(p(A), p(B)) < Ry,

Notons pour simplifier S := Sp(A) U Sp(B) et pour tout A € S, ¢y := max(ay,by). On note de plus
Q = Jhes(X =N et o:=3 ycgen
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18.

19.

Montrons que ¢pr = Q. En effet, Q(M) = (QE)A) Q(OB)

que la multiplicité de A dans @ps est strictement inférieure & cy, alors @pr(A) # 0 ou pp(B) # 0, puisque
w4 ou p ne divisera par pps. Donc ¢y = Q.

) =0, donc ¢y divise Q. Or s’il existe X € 5, tel

Par la question (13), il existe un unique polynéme R € C,,_1[X] tel que pour tout A € S, et pour tout
ke [1,ex—1], R®()\) = U®()). En particulier, R vérifie ces conditions pour tout A € Sp(A) et pour tout
k € [1,ay — 1] ainsi que pour tout A € Sp(B) et tout k € [1,by — 1]. Donc R vérifie les conditions de la
question (14) pour A et pour B. Donc u(A) = R(A) et u(B) = R(B).

(b) Etant donné que AB, BA € M,,(u), on peut appliquer la question (17)(a). Il existe alors un polynome
R € C[X] tel que u(AB) = R(AB) et u(BA) = R(BA). Alors, on peut remarquer que pour tout
k € [0,deg(R)], on a I'égalité A(BA)¥ = (AB)¥A (récurrence immédiate). Ainsi, R étant un polynéme, par
linéarité, on a :

Au(BA) = AR(BA) = R(AB)A = u(AB)A .

Justifions que A € M,,(u%v). La question (6) assure que M, (u) M, (v) C M,,(uxv), donc comme A € M,,(u)NM,,(v),
il vient que A € M, (u * v).

Par définition de u(A) et v(A), il existe deux polynémes Q,, Q, € C[X] tels que u(A) = Qu(A4) et v(A) = Q,(A).
Ces polynomes, par la question (14), vérifient pour tout j € [1,[] et pour tout k € [0, m; —1], gk)()\j) =U®(\)

—+00
et Qq(jk)(/\j) = V(k)()\j). On pose R := Qy X Q, et W(z) := Z(u*v)kzk. Par propriété du produit de Cauchy,
k=0

U(2)V(z). En particulier, pour tout €| — Ry, Ruso[, I'égalité reste vraie et

pour tout z € Dy, W(z) =
— Rysv, Ruso[). De fait, par la formule de Leibniz, pour tout & € N et pour tout

la série entiere est €°°(]
X E] - RU*QM Ru*’u[7

k
W) = 3 ()o@t ®)
m=0

En particulier, pour tout j € [1,] et pour tout k € [0,m; — 1], I'évaluation de en \j, (qui a un sens puisque
Aj € [=p(A), p(A)] C] — Ruysv, Ruxy[) donne

k
=y (k)Qim)(Aj)Qi’“‘m)(m par hypothese sur Qu et Qu

= QuQv)(k)()‘]) = R(k)(AJ) :

Ainsi le polynéme R vérifie les conditions de la question (14), donc on a (uxv)(A) = R(A) = Qu(4) x Qx(A4) =
u(A) x v(A).

Cas de matrices diagonalisables

On pose @ := (X — A1)...(X — N;). Comme les valeurs propres de A sont exactement les racines de ¢4 d’apres
la question (11), on a Q|p4. Montrons maintenant que @ annule A. Comme A est diagonalisable, il existe
une matrice P € GL,(C) telle que A = PDP~! avec D = diag(dy, ..., d,) et ot d; € Sp(A). Une récurrence
immédiate fournit que pour tout polynéme R € C[X], R(A) = PR(D)P~!. En particulier, pour R = Q,

Q(A) = PQ(D)P~! = Pdiag(Q(d1), ., Q(d,)) P =0 .

Donc @ € 7 (A). Par la question (10), on obtient donc que p4|Q. Comme ¢4 et () sont unitaires, p4 = Q.



cpge-paradise.com

20.

21.

22.

(a) On propose ici deux fagons de procéder pour cette question :

!
(14). Soit k € [1,1]. Remarquons que Q2 (\) = 0sii # ket Q7 (\;) = 1. Donc P(\g) = Z UMN)QAMN) =
i=0

l
U(Ak). Donc P satisfait les conditions de la question (14). Donc u(A) = P(A) = Z U\) Qi (A).
k=0
Deuxieme méthode : Par définition de u(A), il existe Q € C;_1[X] tel que u(A) =

B = (Q‘,?) forme une base de C;_1[X]. En effet :
o card(#) =1 = dim (C;_1[X])
e Soit (ag,...,q;) € C! tel que Zgg:l aka = 0. Pour m € [1,1], en évaluant la précédente relation en
Am, on obtient que a,, = 0. Ceci étant vrai pour tout m € [1,(], on en déduit que A est libre, donc
que c’est une base de C;_1[X].

Q(A). Notons que

Comme @Q € C;_1[X] et que & en constitue une base, il existe des coefficients (o, ...,a;) € C! tels que
Q= 22:1 aka. Pour m € [1,1], en évaluant la précédente relation en A, on obtient que a,, = Q(\y,) =

U(Am) d’apres la question (13). Finalement, Q = 22:1 U()\k)Qf, et il suffit d’évaluer cette relation en A
pour obtenir que u(A) = Q(A) = 22:1 U(M\) Qi (A).

(b) Soit k € [1,1]. On pose pour tout i € [1,1], E; := ker(A—\;I,,). Comme A est diagonalisable, C" = @i:l E;.
En particulier, Ey est en somme directe avec F}, := 69221,1' 2k Ei- On va montrer que Q?(A) est la projection
sur Fj, parallelement & Fj.

D’une part, si x € E;, avec i # k, alors Qf(A)x = H#k ﬁ;i&ljn} = {H#h#i ﬂ;ij)\[: % (fik—_)\;\)ix = 0.
=0

La premiere égalité venant du fait que A commute avec elle méme et I, la deuxieme du fait que = € E;.

Donc par linéarité, pour tout x € Fy, Q,?(w) =0.

De l’autre, prenons = € Ej. Remarquons que pour tout i € [1,1], i # k, on a (A — N I,)z = (A — ).

Donc une récurrence immeédiate nous donne que Qi (A)z = z. Donc on a bien montré que Q4 (A) est la

projection sur Ej, parallelement & Fy. Ainsi ker(Qi1(A)) = Fy, et Im(Q2(A)) = E.

(c) Comme & la question précédente, on a C" = @L:l E). Soient k € [1,1] et € Ei. On a alors, x € F;
pour tout i # k. Donc pour tout i # k, Q#(A)x = 0, par la question précédente et Q;?(A)x = z. Il vient

!
alors par linéarité que Z QA(A)z = 2. Ceci étant vrai pour tout k € [1,1], 'égalité est vraie sur C" par
i=1

l
linéarité. Donc on a Z QMA) = I,.
i=1

A et BAB™! étant semblables, elles ont le méme spectre, donc a fortiori le méme rayon spectral. Donc BAB™! €
M, (u). Ainsi par la question (17)(a), il existe R € C[X] tel que u(A) = R(A) et u(BAB™') = R(BAB™!).
De plus on a, par récurrence immédiate, pour tout k € N, (BAB~1)* = BA*B~!, donc pour tout polynéme
P € C[X], P(BAB™!') = BP(A)B~!. Ainsi,

u(BAB™') = R(BAB™') = BR(A)B™! = Bu(A)B™! .

(a) Premiérement on a A = SDS~!. Donc en composant 1'égalité par p, on obtient ¢p(A) = Spp(D)S~ =0,
donc ¢p(A) = 0, ainsi p4|pp. De méme en inversant la relation, on a D = S~1AS et en composant par 4,
on obtient w4(D) = 0, donc, ¢plpa. Comme ils sont tous les deux unitaires, on a p4 = ¢p. D’une part,
ceci implique que D € M, (u). De l'autre, par la question (13), il existe un unique polynéme @ € C;_1[X]
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(b)

tel que pour tout i € [1,1], U(X\;) = Q(\;). Ainsi par la question (14), on a u(D) = Q(D). Remarquons
que les coefficient distincts de D sont les (A;);eqi,;- Comme D = diag(dy, ..., dy), avec pour tout j € [1,n],
dj € (Ai)ieq,y, est diagonale, pour tout polynéme R € C[X], on a R(D) = diag(R(d1), ..., R(dn)). En
particulier, pour R = @, on obtient que u(D) = Q(D) est diagonale avec, de plus,

[u(D))i; = [Q(D))ii = Q([Dli;i) = u([Dlis),

par hypothese sur Q.
On sait que A = SDS~!. En particulier, par la question (21) et la question précédente,

u(A) = u(SDS™) = Su(D)S™! = Sdiag(U(dy), ..., U(d,))S™" .

4 Application a des cas particuliers

23.

24.

(a)

Montrons que H"™ = 0. En effet, si on considere I’application linéaire 1) de C™ canoniquement associée a H,
on obtient, si on note (ey, ..., e,) la base canonique de C", ¥(e1) = 0 et 1p(ex) = ex—1 pour tout k € [2,n].
Par récurrence immédiate, on obtient que pour tout i € [1,n], ¥¢(ex) = 0 si k < i et ¥’(ex) = ex_; sinon.
Si on considere ¢ = n, on a 9" (e;) = 0 pour tout k € [1,n]. Donc H" = 0.

11 vient alors que ¢|X™. Donc il existe k € [1,n], tel que pg = X k_Or par les calculs précédents, pour
tout i € [1,n — 1], H' # 0, puisque 9¥(e,) = en_; # 0. Donc ¢y # X*. Finalement, ¢ = X™.

n—1 ;
U («

Pour les mémes raisons que pour la question précédente, on a o4 = (X —a)™. On pose Q := Z ,'(
=0 ’

)

(x—

«)’. Montrons que @ vérifie les conditions de la question (14). Par la formule de Taylor pour les polynémes,
n—1 U(Z) (Oé)
i!

1

on a Q¥ (a) = U® (a), pour tout k € [0,n — 1]. Donc par la question (14), u(A) = Q(A) = Z H'.
1=0

). On obtient alors la

En utilisant la fonction ¢ de la question précédente, on trouve que H* = <E8§ IEZO_)k

formule voulue pour u(A).

Etant donné que Y'Y =1 # 0, il existe i € [1,n] tel que y; # 0. En notant Ly, ..., L, les vecteurs lignes de
G, on peut écrire L; = yijZ" pour tout j € [1,n]. Ainsi pour tout j # i, on a L; = %LZ Donc tous les
vecteurs lignes de G sont colinéaires & L; qui est non nul puisque Z # 0 car Z' Z = 1. Ceci donne donc que
G est de rang 1.

Considérons z € R™. Par associativité du produit matriciel, on obtient Gz = (YZ )z =Y (Z"z). Bt ZTx
étant maintenant un réel, ceci assure que Im(G) C Vect(Y'). Or, on vient de montrer que G est de rang 1,
et Vect(Y) est de dimension 1. D’ou I’égalité, Im(G) = Vect(Y).

Par le théoreme du rang, ker(G) est de dimension n —1 > 0. Donc 0 est valeur propre de G d’ordre au
moins n — 1. Il nous reste & trouver la derniere valeur propre. Cette derniere existe puisque le polynome
caractérique yg que G, qui est de degré n et peut se factoriser par X"~ !. D’ol, xg = X" (X — \).
Comme y¢ est scindé, la somme des valeurs propres vaut tr(G). De fait, (n — 1) x 04+ X =tr(G) = Z'Y.
Donc A = Z 'Y, et finalement, les valeurs propres de G sont bien 0 et Z'Y".

On a directement p(G) = |Z"Y|. En effet, s’il est nul, alors toutes les valeurs propres valent 0 et sinon,
comme Z'Y est la seule valeur propre non nulle, son module est nécessairement le rayon spectral de G.
Rappelons que (V, W) — VTW est un produit scalaire sur R”, donc respecte 1'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Ainsion a |ZTY| < (Z7Z)(YTY) = 1. Donc p(G) <1 < R,. Donc G € M,,(u).

Montrons, d’abord, que si Z'Y # 0, G est diagonalisable. Comme précédemment, ker(G) est de dimension
n — 1. La valeur propre Z'Y étant non nulle, ker(G) Nker (G — Z"Y1,) = {0}, donc ker (G — Z"Y1,)
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est de dimension supérieure ou égale a 1. Ainsi par la formule de Grassmann, et le fait que ker(G) +
ker (G—Z"YI,) CR", ona

n < dim(ker(Q@)) + dim(ker(G — Z'Y1,)) = dim (ker(G) + ker (G - ZTYIR)> <n.

Donc, nécessairement, n = dim(ker(G)) + dim (ker (G — Z"YI,,)). On en conclut que G est diagonalisable.
En particulier, par la question (19), on a directement, pg = X (X — ZTY).

On cherche un polynéme P de degré 1 tel que P(0) = U(0) et P (Z'Y) =U (Z'Y). Prenons

U(Z'Y)-U(0)

P(X) = VARG X +U(0) .
Ty)_
Par la question (14), U(G) = P(G) = U(0)1I,, + wG.

On suppose maintenant que Z'Y = 0. Nous avons déja dit ker(G) est de dimension n — 1. Considérons
(b1,...,b,—1) une base de ker(G) et z € R™ tel que Vect(x) soit un supplémentaire du noyau. Donc
(b1, ...,bp—1,7) est une base de R™.

Montrons que G? = 0. Déja, pour tout i € [1,n — 1], G2b; = 0 puisque b; € ker(G). Comme Gz € R", il
existe pu1, ..., i, tel que Gz = p1by + ... + fn—1bp—1 + ptnx. Donc G?z = p,Gz. Comme Gz # 0 puisque
z ¢ ker(G), Gz est un vecteur propre de G associé & la valeur propre pi,,. Or, si Z'Y =0, la seule valeur
propre de G est 0. Donc j,, = 0 et G’z = 0. D’ott G? = 0.

Par conséquent ¢g|X2. Or, G # 0 car de rang 1, donc ¢g ne divise pas X. Donc pg = X2.

Cherchons, maintenant, un polynéme P de degré 1 tel que P(0) = U(0) et P'(0) = U’(0). Le polynome
P =U'(0)X + U(0) convient. Donc, par la question (14), u(G) = P(G) = U'(0)G + U(0)1,.

Soient I, m € [1,n]. Calculons le coefficient d’indice (I,m) de la matrice F'F.

n n

o 1 —1)(r—1)—=(r—1)(m—
[Fﬂl,m = ;[F]lﬂ’ [F} r,m = ﬁ ;W(l 1( l)w( 1)( 1)

n—1 .
JIN ey [ 1 m=t
n ‘= 0 sinon

r=

La derniere égalité venant de la formule de sommation des termes d’une suite géométrique de raison
29T — J—

en ™0 £ 1sim+#1. On en déduit que FF = I,,. Donc F est bien inversible, d’inverse F.

Calculons F2. Comme précédement, on a pour des indices (I,m) € [1,n],

n

1 n
[FQ]l’m — Z[F]lﬂ“ [F]nm — E Zw(l—l)(r—l)w(r—l)(m—l)
r=1

r=1

192
_ - 2 :e%r(m+l—2) .
" r=0

—4im

Si 4 (m + 1 —2) € 2irZ, alors pour tout r € [0,n—1], e = r(m+=2) — 1 et [F?);,, = 1. Sinon, [F?);,,, =0
par la formule de sommation des termes d’une suite géométrique. Donc F? n’a que des coefficients valant 0
ou 1, donc F? € M,(R).

La question précédente assure que F? € M, (R), donc F? = F2 =F°. Donc en multipliant de chaque coté
par 2, on obtient F* = F2F = (FF)? = I, puisque F et F commutent. On remarque alors, par la
relation F'* = I,, que le polynéme X% — 1 annule F. Donc ¢p divise X* — 1. Donc les valeurs propres de F
sont contenues dans les racines de X% — 1, c’est & dire dans {—1,1, —4,i}, qui sont toutes de module 1. En
particulier, p(F) =1 < R,. Donc F' € M,,(u).
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(d)

Cherchons un polynome @ de degré 3 qui vérifie Q(l) =U(1), Q(-1) =U(-1), Qi) = U(i) et Q(—i) =
U(=i). On pose Q = HU(1)(X + 1) — U(—1)(X — ))(X2 +1) + LU(0)(X +1) - U(=i)(X - i))(X? — 1),
On a bien Q(1) = U(1), Q(—1) = U(-1), Qi) = U(i) et Q(—i) = U(—i). En particulier, @ vérifie les
conditions de la question (14) pour les valeurs propres de F' qui sont incluses dans {—1,1, —4,7}. Donc
u(F) = Q(F). On obtient bien la formule que l'on souhaite.

Etant donné que X suit une loi binomiale de parametres (N, p), pour tout &k > N + 1, ux = 0. Donc
U est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a N. Si on note (A;);eq les valeurs propres
disctinctes de A et (mi)ie[[l’l]] leur multiplicité, U vérifie naturellement que pour tout ¢ € [1,] et pour tout

k€ [0,m; — 1], UR () = UR();). Donc U vérifie les conditions de la question (14) et

N

ut) =0 =3 (V) -pa = pa+ 0 -pn)Y

=0

La derniere égalité venant du fait que comme A et I, commutent, on peut appliquer le bindéme de Newton.

Notons pour simplifier, ¢ := 1 — p. Pour tout k& > 1, ux = p¢"~! et ug = 0. On a alors (D’Alembert)

% = klim UZ—;“ =¢q < 1. Donc R, > 1 et (ug)g satisfait la condition C*. Soit z € D,,. Alors, par série
“ ——+00

géométrique, on a

qu 2 1 —Zqz ’

Soit A € M, (u) diagonalisable. Il existe alors P € GL,(C) et D = diag(ds,...,d,) tels que A = PDP~1.
Montrons le résultat pour D. La question (22)(a) nous affirme que u(D) est diagonale et que pour tout
i € [1,n], [w(D)]iy = U([Di;) = U(di). Or U(d;) = 122 Donc

. Pdl pdn . 1 1 . 1
D)=d = d d di,....,dp) = I,—qD D .
U’( ) 1ag<1_qd17 ?]-_qdn) pX lag(l_qd17 71_qdn)x lag( 1y ooy ) pX( q ) X

Le résultat est ainsi obtenu pour D. Par la question (21), on a alors u(A) = Pu(D)P~!, donc
u(A) = Pu(D)P" ' =px P(I, —qD) 'P ' x PDP™ ' =px (I, —qA) "' x A,

ce qui conclut.
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