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Ne pas hésiter a signaler ce que vous pensez étre une erreur.

Exercice 1

1. Comme f est de classe C! sur | — 1, 1[, f’ est continue sur | — 1,1[ donc I'image de ] — 1,1 par f’ hérite
du caractére connexe par arcs de l'intervalle | — 1,1[. On a bien f’(] —1,1[) qui est connexe par arcs.

2. (a) Soit t €] —1,1[. Sit <0, alors f(t) — f(0) = (0,0). Sinon,

w - <tsin (1) » £ cos (1))

et puisque cos et sin sont bornées,

(t sin (1) ,tcos (1)) P (0,0).

Ainsi, f est dérivable en 0 et f'(0) = (0,0).
Ensuite, f est dérivable sur | — 1, 1[\{0} car, composante par composante, elle est C* sur R*.
Sit <0, f est constante donc f” est nulle sur |—1,0]. Si ¢ > 0, on dérive composante par composante :

vt €]0,1[, f'(t) = (275 sin (1) — cos (1) , 2t cos <1) + sin <1>> .
(b) On calcule :

v el0 117017 = (20sin (1) —eos (1)) (areos (1) s (1))
— (4t2 +1) <sin2 <1> + cos? (1))

=42 +1>1.

1
Si f/(] — 1, 1]) était connexe par arcs, alors comme 0 = f'(0) € f/(] — 1,1]) et f <2) e f'(]-1,1)]),
1
le réel 3 est atteint par f’. Or f’ est soit nulle, soit supérieure ou égale a 1 donc ne peut prendre la

valeur 7 Ainsi, f'(] — 1,1]) n’est pas connexe par arcs.

Exercice 2
3. f est de classe C? sur R? par théorémes généraux. Ainsi,

Ve,y € R, 01 f(x,y) = —2(2—x—y)—2(1—2)—4(1-2x—y) = —44+22+2y—2+2x—4+8x+4y = —10+122+6y
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et
Ve,y e R,Oof (x,y) = 22—z —y) —2(1 =22 —y) = =4+ 2z + 2y — 2 + 4x + 2y = —6 + 62 + 4y.

Ainsi,
B 12z + 6y = 10 r\_ 1 (4 —6)\(10)_ (1/3
Ve,y € R,Vf(z,y) = (0,0) < { 62 + 4y — 6 = (y) =13 (—6 12> (6) = ( E
Calculons maintenant la hessienne. On a

Hessf(z,y) = (162 Z)

donc la hessienne est constante. Son déterminant est 12 # 0 et sa trace est 16 > 0. Ainsi, la hessienne est
définie positive donc f admet un minimum local en (1/3,1) : (1/3,1) est donc bien un extremum local
de f. On admet que ce minimum est global : on calcule

£(1/3,1) = %

4. Déja, u et v sont libres donc F' est bien un plan vectoriel. Soit m projection orthogonale sur F. Alors
a—b=a—m(a) € ker(r) = F+ donc comme u,v € F, (a —b,u) = (a — b,v) = 0. Ainsi, (b,u) = (a,u) et
(b,v) = (a,v). Puisque b € F', b s"écrit Au + pv donc

(b, u) = Aull® + pfu, v) = (a,u) 5 (b,v) = Mu,v) + pllv]* = (a, v).

<Hu||2 (u, v>> (A) _ <<a,u>>
(w,v) li? ) \e) ~ \(a,v).

(o) =3, [ul® =6, [v|*=2, (a,u) =5, (a,v)=3.

(=35 ) 06)- ()

1 41
b:u+v:< 5).

On a donc 'équation matricielle

Ainsi,

On en déduit que
3 3’33
Soit maintenant g : (z,y) € R? = (z + y, 2,22 + y) € R3. Alors g est clairement linéaire et injective.
((1,0),(0,1)) étant une base de R?,
Im(g) = Vect(g(1,0),¢(0,1)) = Vect(u,v) = F.

Ainsi, d’un coté, b étant projeté orthogonal de a sur F, par le cours,

4\? 1\? 5\2 4
d(a,F)Q—Ha—bHQ—<2—3) +(1—3) +(1_3> -3

2 : . I N2 . _ 2 .
d(avF) - (x’,yl’r,lzf;)eF HCL (JZ‘ Y,z )” - (x,;})lng ||a g(l‘,y)” - (m,g)léRQ f(xay)

et de 'autre,

4
On a bien ( ir)lf]RZ flx,y) = 3 et cet infimum est atteint lorsque g(x,y) = b, donc pour (z,y) = (1/3,1).
T,Yy)€E
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Probléme : autour du théoréme de comparaison avec une intégrale

Partie 1.

5. Comme f est positive, (S,) et (J,) sont croissantes. Ensuite, c’est classique. Soit & € N*. Pour tout
tek—1,k], f(k) < f(t) < f(k —1) donc par croissance de 'intégrale,

fk) < f( )t < f(k—1).

k—1

puisque l'intégrale d’une constante sur [k — 1, k| égale cette constante.

6. On somme pour k =1 a n et on utilise la relation de Chasles : on a

NICEN WIOTED Sy
k=1 0 k=1

A droite, on fait un décalage d’indice. A gauche, on rajoute et on retire f(0), le premier terme. On a alors

S — £(0) < /0 " F()dt < S

xT

7. Déja, comme f est positive, f est intégrable sur RT équivaut a lirf f(t)dt converge.
T—+00 J0
(a) Si f est intégrable, alors la convergence de hm / t)dt entraine la convergence de hrf / f(t)de
oo

ce qui correspond & la convergence de la sulte Jn. Par comparaison, la suite (S,,), converge.

x
Si (Sy)n converge, alors (J,), converge, disons vers £. Or, lirf / f(t)dt existe dans R U {+o0},
T—+00 J0

T
ce qu’on note £, par le théoréme de la limite monotone, x / f(t)dt étant croissante sur RT (par
positivité de f). Ainsi, par unicité de la limite, £ = ¢’ donc f est bien intégrable.
(b) Par télescopage, pour tout N € N*,

N N
Z Oat = fn) = [ (0t =Y () = Jy = Sx + £(0).
n=1

>0 par Q5

Par la question précédente, on a

0<Jnv—5Snv+ f(0) <Snv_1—Sn+ f(0) = f(0) = f(N)

(Z / t)dt — f(n )) est une suite croissante majorée donc convergente : CQFD.

n

Attention. Il y a un décalage d’indice dans la technique de comparaison série-intégrale que l’on invoque ici
par rapport aur résultats précédents. On laisse volontairement ce détail de coté par souci de lisibilité.

8. (a) x+ z et x — In(x)® sont toutes deux croissantes positives sur [2, +oo[ donc le produit des deux 'est
aussi. Par inverse, f est décroissante sur [2,+o0o[. f est aussi continue et positive donc on satisfait
les hypotheses de la comparaison série-intégrale.

Or, — on reconnait une primitive & vue mais c¢’est un peu plus long a écrire rapidement — In étant
strictement croissante de [2, 400 dans [In(2), +oo] et C 1, par le théoréme de changement de variable,

[ul %] }E(x) sia<1
T 111(2?) In(x
/ f(t)dt:/ iadu: [1 ( )]mE)) sia=1
2 In(2) U |: 1 1 ]ln(x) ] )
s1a >
a—1uye1 In(2)
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10.

(b)

Ainsi, si a < 1, quand © — +oo, I'intégrale & calculer tend vers +o0o, et converge quand a > 1. Ainsi,

par la question précédente, Z converge si, et seulement si, a > 1 (c’est un point du critére

= In%(n)

de Bertrand).
On a, par le raisonnement de la Q8b, que pour tout N € N>3,

N 1 N
0< / a4 2) < f(2) - f(N
< wee 2 ke /@ S/
L’inégalité passe a la limite quand N — +o00 en
1 too ] 1
- < ——dt — —— <0
21n%(2) ~ /2 tn?(t) ,;2 kln?(k) —

Or,

/+oo 1 & — 1
2 tln?(t) In(2)

(on trouve facilement une primitive) donc

1 5 1 1 1 2In(2) +1

In(2) = =5 kn®(k) = In(2) * 2In%(2)  2In%(2)

1
La fonction z — — est décroissante continue positive sur [1, +oo[. On applique donc la question 7b.

noq 1
Z/n_l?dt_ﬁ'

n>2

x
On a alors la convergence de

Or, pour N > 2,

On obtient alors la convergence de (T,),,. La constante v s’appelle constante d’Euler-Mascheroni.
Vu que (7},),, converge vers 7, on a

T, —v= On~>+oo(1)-

Un équivalent est alors In(n).
Déja, pour tout x > 0, Zgn converge simplement puisque le terme général est un o(1/n?). Soit
n > 1. Alors z + gp(7) est C! sur R™™ et

n?+ 22222 (n—x)(n+2)

/ _ _
V> 0,gn(2) = 21222 (2 +a2)2

Ainsi, g, est croissante sur |0, n[, décroissante sur |n, +oco[ donc comme elle est positive, elle atteint

son maximum en n. On a donc
n 1

gnlloc = gn(n) = n2tn2  on

Ainsi, Z llgnlloc n’est pas une série convergente. Ainsi, Z gn, 1€ converge pas normalement sur
]0,4+00[. Par contre, elle va converger normalement sur tout segment de ]0,+oo[. En effet, soit
a,b €]0, +oo[,a < b. Sur [a,b], pour n assez grand, g, est strictement croissante. On en déduit que

1gnlloo,ja.b] = gn(b).

On en déduit, puisque Z gn(b) converge, que Z gn converge normalement sur [a, b].
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(b)

11. (a)

t — t2 4 22 est strictement croissante sur [0, +oo[ donc f est strictement croissante sur [0, +oo|.
Elle est de plus continue et positive. On est dans les hypotheses du théoréeme de comparaison série-
intégrale. On applique donc Q5 et on somme par Chasles pour obtenir

VneN*,/nl dt<Zf /nf(t)dt
1 0

Fixons x > 0. On a, pour tout t € R,
1 1
D
1®) z(t/z)?+1
donc on reconnait la dérivée de ¢ — arctan(t/z). Ainsi,

n

1
Vn € N* arctan (H> —arctan(1/x) < Z ) < arctan(n/t).
x
k=1

L’inégalité passe a la limite quand n — 400 en

400
T x T
3 arctan(1l/z) < ,?:1 L < 5

Comme arctan(1/x) tend vers 0 quand x — +o00, par théoréme d’encadrement,
T
li = —.
> on(e) =5

Si la série E gn converge uniformément sur |0, +-o00l, par le théoréme d’interversion série-limite, on
a

—+00
lim lim =0.
T—4-00 nzl gn Z gc—>+oo n2 + 2
= \____\,____/

=0
. . s .. 7T . .. ;.
Ainsi, par unicité de la limite, 0 = 5 ce qui est absurde : ainsi, la série E gn e converge pas

uniformément sur |0, +o0[.
Soit n € N*. On a

n+1 n+%
/ | sin(27x)|dx :/ | sin(27x) \dm—i—/

| sin(27x)|dx.
n n+ 1

2

Or, z — sin(27x) est positive sur [n,n + 3] et negatlve sur [n+ 3,n+ 1]. On a donc

n-+

N

n+1 n+1
/ |sin(27x)|dx = / sin(27x)dz — sin(27x)dx
n n
1
2

= ( cos(2mz)] % + [co (27m:)]"+1>

n+2
() +a+1) =2,

Soit # > 1. Si x € [1,2], || = 1 donc on demande & l'intégrale d'une fonction positive a étre
positive, ce qui est vrai.

/f £)dt = / f(t dt+/ f(t dt>pil/k+l m_n%

+oco
Ainsi, par comparaison, f diverge vers +oo donc, f étant positive, f n’est pas intégrable sur
0

R*. Pourtant, f(n) = 0 pour tout n € N donc la série Z f(n) converge.

thomaschen(dot)maths[at|gmail(dot)com Page 5 Ne pas diffuser sans ’accord du concepteur



cpge-paradise.com

Chen Thomas

base X hauteur

12. Soit n € N*. On rappelle que l'aire d’un triangle est 5 . Ainsi, on demande a ce que
1
n—+a, —n-+a, = - donc posons a, = —5-
n n
On considere donc f de sorte que pour tout n € N*,
. r—n-+a . .
e sixz€[n—ay,nl, alors f(r) =~ (on veut que ce soit affine de (n — a,,0) a (n,1)).
n
. n+N —2 . N
o siz € [n,n+ay,], alors f(r) = ——— (on veut que ce soit affine de (n,1) a (n + ay,,0)).
an

o sinon, f(z)=0.

[ est bien définie puisque pour tout p,q € N, [p — ap,p+ ap] N [q¢ — ag,q + ag] = 0. Alors

Zf(n)221:+oo

n>1 n>1
et
+oo n+an 1
/ f(t)dt = Z/ fB)dt =) = < +oo
1/2 n>1Jn—an nZln
1
=2 (*)

et on a (x) car f étant est positive, son aire sous la courbe sur un intervalle [n — a,,n + ay] est par

construction — . Ainsi, on a bien construit un contre-exemple.
n
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