Mathématiques I MP & MPI Centrale-Supélec 2025, corrigé

CONCOURS CENTRALE-SUPELEC 2025
Epreuve de mathématiques I, MP & MPI, quatre heures
(corrigé)

Remarque culturelle. Cette démonstration de lirrationalité de ((2) peut paraitre inutilement
sophistiquée, puisque l'on sait que ((2) = %2 et que lirrationalité de 72 se démontre par des moyens
plus élémentaires (mais non triviaux tout de méme). Il est cependant intéressant de savoir qu’on peut
obtenir l'irrationalité de ¢(3) (qui ne s’exprime pas en fonction de 7®; du moins, on est incapable de le
démontrer a I’heure actuelle) en suivant une démarche similaire. C’est ainsi que ce fut démontré par
Apéry en 1978. Voir I’épreuve de Mathématiques des Ecoles Normales Supérieures de 1996 (filiere P7)

pour une adaptation de cette démonstration au programme des classes préparatoires.

Notation. Dans tout le corrigé, je note P I’ensemble des nombres premiers et P, 1’ensemble des
nombres premiers inférieurs ou égaux a z, pour tout x € R,.

Partie A - Un encadrement de la fonction =
I - Calculs préliminaires

Q1. Soit p € [n+ 2,2n + 1] un nombre premier. On a :

2 1 2 1| 2n+1 2n+1
n!<n+ >:<n+>': M k=p [

n (n + 1)- k=n+2 k=n+2

k#p

2”“), et comme p ne divise pas n! (en effet, si ¢’était le cas, par le

On en déduit que p divise n!( -

lemme d’Euclide p diviserait un entier inférieur ou égal a n, ce qui est impossible puisque p > n),
2n+1

. ) Comme des nombres premiers distincts sont premiers entre

par le lemme d’Euclide p divise (

eux, on en déduit que I1 p divise (2”:1), d’ou la premiere inégalité :

pEP2+1\Prt1
H p<<2n+1>.

n
PEP2, 11\Pry1

Pour la seconde, on utilise la formule du bindéme de Newton :

oAl fon 4+ 1 on + 1 on + 1 on +1
2_22n:(1+1)2n+1zz (n—i— >><n+ >+<n+ >:2<n+ ))
b k n n+1 n
diotr : (1) <47 Dot le résultat.

Q2. On suit I'indication de 1’énoncé et raisonne par récurrence forte sur n. Initialisons. On a triviale-

ment :
[Ir=1<4, J]p=2<4* [J[p=6<4’
peP; pEPy peP3

d’ou le résultat aux rangs n € {1, 2, 3}.

Soit alors n > 4. On suppose que pour tout entier k dans [1,n — 1], on a: [] p < 4. On veut
pEPy
démontrer : ] p < 4™. Sin est pair et supérieur strictement a 2 (ce qui est le cas ici puisqu’on a
pEP,
supposé n > 4), alors n n’est pas un nombre premier puisqu’il est divisible par 2 et n # 2. On a

donc : P,, = P,,_4, puis par hypothese de récurrence :

Hp: H p<4n71<4n,

pEPy PEP, 1
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d’ou le résultat au rang n si n est pair.

Si n est impair, on peut I'écrire : n = 2m + 1, avec m un entier naturel. Ona: m+1<n—1
(en effet cette inégalité équivaut a : 3 < n, qui est vrai), donc par hypotheése de récurrence :
[T p<4™! donc:

PEPm 41
_ +1
I[Ir=1II »- II p<4™- I »
pEPy PEPm 1 PEP,\Prmt1 PEP2m 41 \Pint1
et par la question précédente on a : 11 p < 4™. D'ou le résultat au rang n :
PEP2 41 \Prmt1

H P < 4m+1 4m — 42m+1 — 471
pEPy

Par récurrence forte on a démontré :

Vne N\ {0}, [[p<4

pEP,

Remarque. Dans cette question et les suivantes de cette partie, je ne comprends pas pourquoi
I’énoncé s’évertue a demander des inégalités strictes. C’est une fatigue inutile puisque des inégalités
larges suffisent dans tout le probleme.

Q3. Pour tout = € [1,400[, on se ramene a la question précédente via la partie entiere de x :

[Mr= II p<4* <4,

pGIP’;C pEPLwJ

d’ou le résultat.
Q4. Soit n € N\ {0}. Par la formule du binéme de Newton :

. (9n 2n . (on
rer=s (1) =03 (7)
=0 k n Q;O k

La derniére somme a un terme général strictement positif. Lorsque n est supérieur ou égal a 1, elle
est indexée par un ensemble non vide : la somme est donc strictement positive. D’ou l'inégalité

stricte suivante :
2n
( ) < 4"
n
Pour l'inégalité : % < (27?), on remarque que par la relation n(2:> = Qn(
démontrer :
2n—1
22n71 <;271< >_
n—1

Nous allons encore la déduire de la formule du bindome de Newton. Justifions d’abord que la valeur
maximale de (2"_1), quand k parcourt [0, 2n], est en k = n — 1. Pour cela nous allons étudier la

k
. Soit k € [0,2n — 2]. Alors :

2n—1

n_1>, elle revient a

2n—1))
k 0<k<2n—1

2n—1 2n — 1\ (2n —1)! (2n —1)!
<k+1>_< k )_(2n—k—2)!(k+1)!_(2n—1—k)!k!
o 11 2n—1-k k41
= (2n )'<(2n—1—k)!(k+1)! (2n—1—k)!(k+1)!>
(2n — 1)!1(2n — 2k — 2)
2n—1—k)(k+ 1)

monotonie de ((
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Or : 2n — 2k — 2 > 0 si et seulement si &k <

< n — 1, et pour tout k ainsi choisi on a donc
(2:“1) — (2"k 1) > 0 : ainsi, la suite k& — (2”,; 1) est croissante sur [0, n], et on a :

2n —1 2n —1 2n —1
Vk e [0,n], < = )
ot ()< ()= C)
De plus, pour tout k € [n,2n —

1J,ona2n—1—k<n—1 et donc:

2n—1Y\ 2n —1 < 2n —1
k) \on—1—-%k) “\n-1)
Finalement, pour tout k£ € [0,2n — 1] on a : (2n71

" ) < (2" 1) On en déduit :

ol fon—1 on —1 on
227171: <2 —
S () < (05 =00
227171

— < ( ) d’ou le résultat.
Q5. Ona:n! = Hk,donc:

k=1

donc :

n n
= Z vp(k Z
k=1 |=

ot M, (p) est I'ensemble des entiers de [1,n] qui sont multiples de p (en effet, par définition d’une
valuation p-adique, on a v,(k) = 0 deés que k € [1,n] \ M, (p)). On définit de la méme maniere
M., (p*) pour tout £ € N\ {0}. On a alors :

“+o0

Mn(p) = £|j| (Mn (pé) \Mn (p“—l)) )
et donc :

+o0

L) =S Y k=3

/=1 kEMn(pZ)\Mn <pe+1)

> 14
= keaa () M 44
= 5 e (M ) —cond (M, (7))

Calculons ces cardinaux. Soit £ € N'\ {0}. Un multiple de p est un entier de la forme mp‘. On
veut uniquement dénombrer ceux qui sont dans [1,n]. Or

1<mp£<n<:)1

done - M, (pf) = {mpe Im e [{1, L%H] } puis : card (M, (p)) = |2

{17 (ce calcul démontre en
passant que card (Mn (pe)) = 0 pour tout ¢ suffisamment grand). Donc

-sellil - )) -2 e =2

d’ou le résultat. Les manipulations sur les sommes sont toutes licites puisqu’elles sont a support
fini.

n
<m<7a
p

Remarque. C’est la formule de Legendre.
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Q6. Soient n, k et p des entiers naturels. On suppose que n n’est pas nul, que p est un nombre premier
2n
et enfin que p* divise ( ) Par définition de la valuation p-adique d'un entier, on a : p* < p* v (7))

Pour démontrer 'inégalité de 1'énoncé, il suffit donc de le faire pour k = v, ((2”))

2
Faisons. On a : ¥/ € N\ {0}, {KJ -2 {ZJ —Z -2 < — 1) = 2, donc le terme général de la
p p

p P’
somme donnant v, ((2")), dans la question précédente, est inférieur ou égal a 1. De plus, il est nul
In(2n
des que p* > 2n, c’est-a-dire des que £ > 1 (( )) Donc
n{p

A\ /]9 Ao i
g(6) {7 R i R !

In(2n)

puis : p”p((zr?)) < pm® = 2n. D’ou le résultat.

IT - Majoration de 7(x)

Q7. Cest trivial, puisque [\/n, n] est inclus dans [1,n] et qu’on multiplie des facteurs positifs.

Q8. On minore tous les facteurs du produit  [[  p par y/n, et on utilise la question Q2 pour majorer
PEPR\P &

strictement ] p. On obtient :
pEPn

\/ﬁcard(Pn\Pﬁ> < 4n

D’ott le résultat, puisque le cardinal de P, \ P 5 est m(n) — m(y/n) par définition de la fonction 7.

Q9. Ona: P, C[1,4/n], donc en comparant les cardinaux : m(y/n) < y/n.

Démontrons l'inégalité : /n < ( R Pour cela, on remarque qu'une étude des variations de 'ap-

plication z — £ (elle est dérivable sur |1, 400] et de dérivée = +— 0 (( g 1) démontre qu’elle est

décroissante sur |1, e] et croissante sur [e, +0o[. Son minimum est donc en e et vaut e. On en déduit
en particulier :

Vz €)1, +oof, In(vx) < \/j.

Posons 2 =n. On a : In(n) = 2In(y/n) < 2y/n < \/n (méme si la valeur approchée e ~ 2,718 est
de la culture scientifique, on peut vérifier que % est strictement inférieur a 1 avec la calculatrice,
qui était autorisée pour cette épreuve). Cette inégalité est équivalente a celle demandée, d’ou le

résultat : .
< .
w(v/n) 0

Obtenons la seconde majoration de ’énoncé. Il y a la une erreur dans le sujet d’origine : la fonction
7 n’est évidemment pas majorée par une suite convergeant vers 0 (c’est une fonction croissante et
tendant vers I'infini). La majoration attendue est un cas particulier de celle de la question suivante :
on veut démontrer que w(n) est inférieur ou égal a 4

ln(n)
Pour cela, en considérant le logarithme (qui est strictement croissant) dans I'inégalité de la question
précédente, on a :

(7(n) = 7(v/n)) In(n) < 2-nn(4).

On isole m(n) et majore 7(y/n) grace a la majoration ci-dessus. On obtient :

2n1In(4) n
In(n) i In(n)

m(n) < = (2In(4) + 1)

In(n)
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On a : 2In(4) + 1 < 4 (la calculatrice est autorisée et permet de trouver la valeur approchée
2In(4) + 1~ 3,77), d’ou le résultat :

n
m(n) <4
(n) In(n)
Q10. Nous avons déja justifié la croissance sur [e, +oo[ de la fonction x — —% dans la question précé-

In(z)
dente. Nous allons 'utiliser en comparant ses valeurs en z et |z|. Comme z est supérieur ou égal
a 3, on a aussi : |x] > 3, et donc x et sa partie entiere sont bien dans I'intervalle de croissance de
la fonction ci-avant. On en déduit, par I'inégalité de la question précédente :

m(z) = n(|lz]) < 4 lr] @

In([z]) = In(z)’

d’ou le résultat.
ITI - Minoration de 7(x)

Q11. Par le théoreme fondamental de I'arithmétique et la question Q6 (dont on remarque en particulier
qu’elle démontre que les diviseurs premiers de (2:) sont tous inférieurs ou égaux a 2n : prendre
k=1),ona:

(ij) o) = T D YT 2n) = 20y,

pEIF’ pe]P)Qn pE]PQn

d’ou le résultat.
Q12. On a:

2nIn(2)  nIn(2) nn(2) In(2")

In(2n)  In(2n)  In(2n)  In(2n) =
ol la derniere inégalité découle de I'inégalité : 2™ > 2n, que I'on démontre aisément par récurrence
sur n (elle est vraie pour n = 1 et, si 2" > 2n, alors : 2" > 4n; on conclut alors en notant que
4dn > 2(n + 1) équivaut a n > 1, qui est vrai). D’ou le résultat :

2n1n(2) 1> nln(2)

In(2n) ~ In(2n)’

Déduisons-en la minoration de 7(2n) demandée. On utilise I'inégalité de la question précédente,
qui implique :

m(2n) >

1 < <2n>> Q0 nn(4) —In@2n) _20In(2) | nin(2)

In(2n) n In(2n) T In(2n) 7 In(2n)’

d’ou le résultat.

Q13. Ona:z>2 EJ, et la fonction 7 est évidemment croissante, donc par la question précédente :

2] In (2 {%J) 2] In(x)
Démontrons alors I'inégalité : EJ > %. On a EJ > % —1, et
x x
Cette inégalité est vérifiée par hypothese. Par équivalence : 3 —1 > %, d’ou le résultat :
In(2) =
> .
() 6 In(z)
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Partie B - Une majoration d’un PPCM
I - Une premiere majoration

Q14. Une intersection d’idéaux est un idéal. Comme tous les idéaux de Z sont engendrés par un seul
élément (on dit qu’ils sont principauz), 'existence de d(aq,...,a,) en résulte. Pour 'unicité, il
suffit de remarquer que si a et b sont deux entiers naturels tels que : aZ = bZ, alors a € bZ donc b
divise a, et par le méme argument a divise b. Ils sont associés et positifs, donc : a = b.

Q15. Nous allons démontrer un peu mieux que ce qui est demandé : d(ay, ..., a,) est le plus petit entier
naturel non nul divisible par a4, ..., a,, au sens de la relation de divisibilité.

Soit n € N\ {0}. Si n est divisible par a4, ..., a,, alors n appartient & a;Z pour tout i € [1, ], donc
T
il appartient a leur intersection N @,Z = d(ay,...,a,)Z : on en déduit que d(ay,...,a,) divise n.
i=1
D’ou le résultat, et en particulier le fait qu'un entier multiple de tous les a; doit étre supérieur ou
égal a d(aq,...,a,) (puisque c’en est un multiple non nul).

Q16. On a immédiatement :
do =2, d3=06, dy=12.

Soit n € N\ {0}. Par définition, n! est un entier naturel non nul divisible par 1,...,n (il suffit
d’écrire : n! =k - H i), donc par la question précédente : d,, < n!, d’ou le résultat.
z;ék
IT - Une majoration plus fine

Q17. Notons que p* étant inférieur ou égal a n, cet entier divise d,, par définition de d,,. Comme les
pkr, pour p parcourant P, sont premiers entre eux deux a deux (ils ne peuvent logiquement pas
avoir de diviseur premier en commun), leur produit [] p* divise d,, également.

pEPy
Réciproquement, vérifions que d, divise [] p*. D’aprés la propriété du ppem démontrée a la
pEP,

question Q15, il suffit de démontrer que [] p
peEP,
[1,n]. Considérons donc ¢ € [1,n], qu’on décompose en facteurs premiers : £ = [] p*»' (il est
pePy
certain que les nombres premiers de la décomposition de ¢ sont inférieurs a n, puisque ¢ I'est). Pour

tout p € P,,, on a : v,(¢) < k,, par définition de k, (en effet : p»® < ¢ < n), donc £ = [] p»®

k» est un multiple commun & tous les entiers ¢ €

p€EPy
divise [] p*. Ceci vaut pour tout £ € [1,n], donc par propriété du ppem d,, divise [] p*».
pEPy, pEP,
Deux entiers naturels qui se divisent mutuellement sont égaux, donc : d, = ] p*».
pEP,

In(n)
In(p)

J Réciproquement,

Q18. Soit p € P. On a : p*» < n, donc : k,In(p) < In(n), puis : k, < In(n)

In(p)

est par définition le plus grand entier a étre majoré par ingz), donc : k, {

i In(n) X .
I’entier ph"(w est bien entre 1 et n, puisque :

In(n)
In(p)

In(n) ln(n) In(n)
LM@J<<p emmm@):7h

In(n) J

donc par définition de k, on a : { n(p) k,, d’ou I'égalité :

- 28]

ln(n) In(n)

H P 1n(p)J < H poe) = H n = nw(n)7

peP, pePy, pePy,

Par la question précédente, on a donc :

d’ou le résultat : d,, < n™™.
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Q19. Soit n au voisinage de 'infini. On a par la question précédente :

0< d, < nﬂ-(n) _ eﬂ(n)ln(n)fnln(ii)

X 37 X 3n - )
et par le théoréeme des nombres premiers (admis dans I’énoncé) on a :

7(n)In(n) —nln3)=n+ o (n)—nlnB) ~ (1-In(3)n — —oo,

n—+o0o n—-+o0o n—-+o00
. - . w(n) P )
donc par composition de limites : lim *57— = 0. Par le théoreme des gendarmes : lim g—z =0,
n—-+o0o n—-+o0o

donc il existe N € N\ {0} tel que, pour tout entier n > N, on ait : d,, < 3". D’ou le résultat.

Remarque culturelle. Grace au théoréme des nombres premiers, on peut démontrer que 1’'on a
méme : d, = "t Cela passe par la fonction sommatoire de von Mangoldt, traditionnellement
notée 1.

Partie C - Un critere d’irrationalité

Q20. Raisonnons par I'absurde et supposons que « est un nombre rationnel : il existe donc deux entiers
naturels p et ¢ tels que : o = g, avec ¢ non nul. Soit (,),ey une suite convergeant vers 0 telle

Oé_pj

n

que : Vn € N,

= Comme « est distinct de 2* pour tout n € N, on a :

n dn

b _Pn
q Gn

_ |pan — qpn]

VneN, 0< .
anq

Comme |pg, — qp,| est un entier naturel strictement positif, il est supérieur ou égal a 1. D’ou :

ang anq an

wneN, L« [Pgn = apal _ &0

On obtient : 0 < % < g,, ce qui donne 'absurdité % = 0 lorsque n tend vers l'infini.
Par ’absurde, a est un nombre irrationnel.
Remarque. L’hypothese de positivité de a et de p, est superflue.

Q21. On a n! > n pour tout n € N\ {0}, donc : Vn € N\ {0}, ﬁ < 10%1. Comme la série géométrique

> 10%1 est de raison dans | —1, 1], elle converge. Par le théoréme de comparaison des séries a termes
n=0

positifs, 5 est bien défini (c’est-a-dire est un nombre réel).

Pour démontrer que 8 est un nombre irrationnel, il suffit de démontrer que  vérifie les hypotheses
de la question précédente. Il est évidemment positif. Pour tout n € N\ {0}, soient p, et ¢, les

uniques entiers positifs premiers entre eux tels que :

1
= 0% g,

Ces entiers existent bien parce que QQ est un anneau. Plus précisément, on a :
n
DPn = Z 1M M et o g, = 10",
k=1

Ces deux entiers sont bien premiers entre eux : un diviseur premier de ¢,, doit étre 2 ou 5, or réduire
pn modulo 2 ou 5 donne dans les deux cas 1 et non 0. Puisque p,, et ¢, n’ont pas de diviseur premier
en commun, ils sont premiers entre eux. L’expression exacte de p,, n’aura cependant aucune utilité.
Leur stricte positivité est claire, puisque nous sommons des réels strictement positifs. Par définition
de 3 et de g—:, on a: lim 2¢ = 3. Ensuite, comme —; est strictement positif pour tout entier

n—+oo In 10m!
n € N\ {0}, la série 3 oo est strictement croissante et donc : Vn € N\ {0}, B < B
’I’LZl n

cpge-paradise.com 7
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Il reste & démontrer : ‘5 bl= o (an) On a
= too +o0
Vn € N, S L) - B - _ _ 1 L
‘ n dn k:zn;rl 10! e k;ml 10k!—n! 0n k;ml 10k!—n!

k
etpourtoutk>n+1ona:k!—n!zn!( 1 €—1> >n!-(k—1), donc :
l=n+1

1 = 1 o 1 = 11 1 1
P Z 107Gk=1) S o Z 105-1 — ¢ 10™ 1

4n k=n+1 4n k=n+1 4n T 10

_ Py

Vn € N, ‘
an

et comme (- converge vers 0 on a bien :
10" / neN

= 0 — .
n—-4o00 Qn

Puisque g vérifie bien les hypotheses de la question précédente, il s’agit d’un irrationnel : d’ou le
résultat.

Remarque culturelle. C’est un nombre de Liouville. Il est non seulement irrationnel, mais trans-
cendant (c’est-a-dire annulé par aucun polynéme non nul a coefficients rationnels).

Q22. Le nombre ((2) est bien défini (c’est-a-dire est un réel), puisque les séries de Riemann d’exposant
strictement supérieur a 1 sont convergentes.

Par définition, d,, est divisible par tous les entiers de 1 a n. Pour tout k& € [1,n], soit a;, € N\ {0}
tel que : d,, = k - a;. Alors :

25 Edtf 2

n
d’ott le résultat en posant p, = Y ai (qui est strictement positif en tant que somme d’entiers
k=1

naturels non nuls) et g, = d?.

est en défaut. Soit n € N\ {0}. Comme
I'application x + — est continue et décroit sur ]0, +-oc[, une comparaison série-intégrale donne :

R | +o0 k+1 1 k+1 dx +oo do 1
:Zﬁzz/k 7‘%/2/ 22 n+l

2
k=n+1 k=n+1 nt+l T

Q23. Nous allons démontrer que ’hypothese sur ‘04 — p—:

Pn
n

|<<2> -

Déduisons-en que 'on n’a pas : ’C (2) -2 = o ( ) Rappelons qu’on a calculé g, dans la
qn n——+oo \dn

question précédente. Si cette hypothese était vérifiée, alors par la comparaison série-intégrale ci-
dessus on aurait en particulier :

1 1

n - n—g-oo (d%) ’

¢’est-a-dire : lir}rq % = 0. Or d, est divisible par n pour tout entier naturel non nul, donc :
n—-+0oo
Vn € N\ {0}, % > ”—: = n. En particulier, ce quotient tend vers +o0o et contredit la relation de

comparaison ci-dessus.
On ne peut donc pas appliquer la question Q20 pour obtenir U'irrationalité de ((2).

Partie D - Calcul d’une intégrale double
I - Une intégrale double
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Q24. Comme r et s sont des entiers naturels, L’application = +— % est continue sur le segment

[0, 1] en tant que quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas (en effet :
0<zy <z <1, donc 1 —xy =0 est impossible), donc elle est intégrable : d’ou le résultat.

Q25. Pour tout y €]0, 1], le changement de variable affine u = zy dans l'intégrale f, s(y) donne :

ur

du.

frs(y) = ys_r_l /Oy

1—u

u”

Par le théoreme fondamental de I'analyse, I'application F' : y — [
de classe C') sur [0, 1[, donc sur ]0,1[. En tant que fonction puissance, 'application y > y
est continue sur |0, 1], donc sur ]0, 1[. Ainsi f, s est continue comme produit de fonctions continues
sur |0, 1[.

du est continue (et méme
s—r—1

plus, par le théoreme

1 du

Justifions l'intégrabilité. On vient de mentionner la continuité sur ]0, 1[. De
ﬁ > 0 (Iintégrale [y =%

r]
d’intégration des équivalents, qui s’applique a 1’équivalent % ~
u—

diverge), on a :

frs(y) ~ /Oy du =—In(1—y)>0.

y—1 1—u
La fonction y — — In(1 — y), qui est positive et continue sur [0, 1], est intégrable au voisinage de 1
par le théoreme des croissances comparées, qui permet de comparer cette fonction a une fonction
de Riemann intégrable :

1
—In(l—y)= o | —|.
(1-y) y%( T_y)
Par comparaison, la fonction f, s est aussi intégrable au voisinage de 1. Il reste a en faire I'étude

au voisinage de 0. Encore par le théoreme d’intégration des relations de comparaison, cette fois-ci
;. r . 1/2
avec I'équivalent — ~ u” > 0 (l'intégrale fo/ u"du converge), on a :
I—u 450 ’

Yy S
s—r—1 r _ Y
fr’s(y)y—my /o Udu_r+1 RO'

On en déduit que f, s se prolonge en une fonction continue en 0, ce qui assure son intégrabilité au

voisinage de ce point.
Ceci acheve de démontrer que f, ; est continue et intégrable sur 0, 1[.

Remarque. On pouvait aussi obtenir la continuité sur [0, 1[ de f, s par le théoreme de continuité
sous le signe intégrale, qui s’applique ici tres facilement puisqu’on intégre sur un segment (ce qui
permet de vérifier ’hypothese de domination en appliquant le théoréeme des bornes atteintes a
l'application (z,y) fiiy, continue sur tout compact de la forme [0, 1] X [a, b] avec [a,b] C [0, 1]).
Je n’ai pas procédé ainsi parce que l'expression de f, s ci-dessus permettait de répondre a la
question de I'intégrabilité au voisinage de 1, au contraire du théoreme de continuité.

Q26. Fixons pour le moment y €]0,1[. Comme xy appartient a | — 1, 1] pour tout = € [0, 1], on peut

écrire :
1 +oo

1 +00
Frsly) = [ @y (g de = [ 30 am iy,
n=0 n=0

Appliquons le théoreme d’intégration terme a terme dans le cas positif, dont on vérifie les hy-
potheéses (inutiles mais dues aux contraintes du programme). Posons : Vn € N, Vo € [0,1],
gn(x) = 2™y Alors :

— pour tout n € N, I'application g, est continue par morceaux et positive sur [0, 1] par continuité
des fonctions puissances, ce qui assure d’ailleurs son intégrabilité ;

— par convergence des séries géométriques de raison dans |0, 1], la série Y- g, converge simple-
n>0

TS .

T Y est continue par morceaux sur [0, 1].

ment sur [0, 1] et sa somme z — =2
y
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On a donc :
400 N N +00 yn+s
Yy €]0,1], firs / 2"y de = _—
y €01, fral Z Z% n+4r+1
On reprend ezactement le méme raisonnement que ci-dessus (majorer — +1, —7 bar 1 pour se ramener
a une série géométrique) pour en déduire I'identité annoncée :
1 +oo n 400 .7 yn—l—s +o0 1
rs 7"5 d = / = / ———dy = )
/f v= n+r+1 dy nzz:OonJrr+1 Y ;(n+r+1)(n+s+1)

d’ou le résultat.
IT - Une écriture sous forme de quotients

Q27. C’est une trivialité (mettre au méme dénominateur le membre de droite).

Q28. Utiliser les deux questions précédentes (I’hypothese de la question Q26 est bien vérifiée, vu que
r > s entraine r > s; d’ailleurs, cette hypotheése n’est jamais utilisée dans la partie D.I).

Q29. Soit n au voisinage de 'infini. On a :

;0(3+k;+1_r+k+1):,;

Zr—i—k—i—l

E+1 =

+
1 n+r+1
F 2k

k=s+1 k= 7“+1

n—l—s—i—l s n+r+ 1 r
DI EDNED I
= k=1 k=1

n+r+1 1 r 1

RPN RS

k=n+s+1 k=s+1

| =

La premiere somme est une somme de r — s suites convergeant vers 0. Quand n — 400, on a donc :

i"( 1 1 )_z’": 1
Z\s+k+1 r+k+1 _k:5+1k’7

d’ou le résultat en divisant par r — s.

Q30. Comme r — s est entre 1 et r, il divise d, par définition. Soit a € N\ {0} tel que : d, = (r — s)a.
On introduit de méme, pour tout k € s+ 1,r], un entier a; tel que : d, = k - a;. Alors, par la
question précédente :

.,
a - ag
Jrs =Y IR

k=s+1 r
T
d’ott le résultat en posant g, = d? et Prs= 2. @-Q.
k=s+1

Partie E - Une démonstration de l’irrationalité de ((2)

Q31. Comme P, est obtenu en dérivant n fois un polynéme de degré 2n, c’est un polyndéme de degré n.
Par la formule de dérivation de Leibniz, on a de plus :
1 & (n 1 & (n n! n!
n'%(lﬁ)( ) ") n!kz:% k) (n—E) (=)™ k;'< )"
Simplifions. On a :

n

P, =3 (—1)"* (Z)QX”"“(l — X)k,

k=0
Les coefficients binomiaux sont des entiers naturels, ce qui permet de conclure que P, est a coef-
ficients entiers parce que Z[X] est trivialement un sous-anneau de R[X].
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Q32. Remarquons que ’énoncé n’a pas défini J,, pour r = 0, et demande pourtant de démontrer une
identité faisant intervenir cet objet. Nous conviendrons que la définition de J,., reste valable si
r = 0 ou s = 0. C’est légitime : nos raisonnements de la partie I.D n’utilisent jamais la stricte
positivité.

L’intégrale double [ [ & y dxd existe pour tous entiers r et s d’apres la question Q25 (remar-
g 0J0 1 Y

quons que ni l'inégalité r > s ni I’hypothese de stricte positivité n’intervient dans cette question
— pour l'intégrabilité au voisinage de 0, il faut simplement remplacer y° 2 0 par y* 2 1sis=0
y— y—

—, donc le résultat vaut pour tout (r,s) € N?). Par linéarité, I'intégrale double [; [ %(f;y)dxdy
converge pour tous polynéomes P et @), d’ou le résultat en prenant P = P, et Q = (1 — X)".
De plus, par linéarité des deux intégrales en présence, on a :

I, _ZZ//aH dxdy—ZZaerTS.
r=0 s=0 r=0 s=0
En isolant les termes correspondant a » = s, on a le résultat :
n
I, = Z a'rstr,s + Z arbrl]’r‘,r-
0<r,s<n r=0

r#s

Q33. On utilise la question Q30 et la question précédente. On a alors :

I, = Z arbspT’S + Z aybyJy .

0<r,s<n qT,S r=0

r#s

De plus, I'énoncé demande d’admettre que : J,., = ((2) — > % D’ou, par la question Q22 dont

on reprend les notations, en remplagant seulement la notation p, par p/ (sinon ces notations sont
en conflit avec celle de cette question!) :

In: Z prs +Zarbc ZCLTb ZkQ

o<r,s<n T8
r#s
2 n n
Pr,s(dy/ar, p
- ¥ b(d/> +ab(2) - Y ab
o<r,s<n n r=0 r=0 T
r#s
:d72 Z Qy sprs Zar rprd +Zarbd ()
n | 0<r,s<n T8 T r=0
r#s
Il est clair, au vu de la définition, que d, divise d,, pour tout r € [0, n]] (un multiple commun des
2
entiers 1,...,n est en particulier un multiple commun des entiers 1,...,7). On en déduit que s
est un entier pour tout r € [0,n]. C’est aussi le cas de o % = f; d;
résultat attendu en posant :
d2 n
Pn = Z a'rbspr,sin7 et : an = Z CL,«dei.
0<r,s<n T8 —

r#s

Remarque. On a utilisé le résultat admis J,, = ((2) — > % Cependant ’énoncé n’a défini J, ,

k=1
que pour 7,s > 1, et en particulier ce résultat admis ne devrait pas étre utilisable pour r» = 0. Je
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ne sais pas si c’est délibéré de la part du concepteur du sujet, je pense que non. Dans le doute,
justifions brievement 1’égalité :
/ /1 dxdy —((2)
; = .

Il suffit de reprendre les calculs de la question Q26. En effet, on n’y utilise nulle part le fait que r
et s soient non nuls. On a alors :

Lol dady ™=
Ly @
0o Jo 1—xy = (n+1)2
Q34. Soit y €]0, 1[. Démontrons, par récurrence sur k, que pour tout k € [0,n] on a :

P« /01 Mdm = (o)t /01 ( o - (z"(1 —2)")dx. »

1—xy n! 1 — xy)k+l dgn—k

L’initialisation découle de la définition de F,. Soit k£ € [0,n — 1]. On suppose Pj. Nous allons

intégrer par parties, en dérivant x — W (dont la dérivée est x — %) et en intégrant

4" (z"(1 — x)"). Pour Pannulation du terme :

l I
(

nl— )"
e =)

dgn—Fk

1

il suffit de noter que 0 et 1 sont racines de X" (1—X)" d’ordre de multiplicité n : elles annulent donc
toutes les dérivées d’ordre ¢ avec ¢ € [0,n — 1]. Comme k € [0,n—1],onan—k—1¢€ [0,n— 1],
donc la dérivée (n — k — 1)° de X™(1 — X)" s’annule en 0 et 1. La formule de l'intégration par
parties donne donc :

! 1 dn* 1 (k+1)y  drk
nl— x\? — _ nl_ )" '
J =g s 00 = ) e = = G e (71— )" da

On conclut en utilisant Py, :

LP(x) . (=yk R dnh §
/o 1 —xydx nl /0 (1 — zy)k+1 dgn—+ (™(1—2)")dx

_ (=w) y/ol (k:!(k+1) A" — o)) da

nl 1 — zy)k+2 dgn—h-1

_ (_y)k-l-l /1 (k+1)! dn—k—l (xn(l _x)n) dz
o ( ’

n! 1 — xy)k+2 dgn—Fk-1

d’ott Pyy;. Par principe de récurrence, on a en particulier P,,, d’ou le résultat :

f e = [ s

Q35. Par la question précédente et par linéarité de I'intégrale on a, pour tout £ € N :

/01 Po(@)y* (—1)" /01 (L—ao)"y"y

1—zy (1 —zy)m+!

Les applications linéaires ) — [, ! Md$ et Q — (—1)" 01 %dx coincident donc
sur la base canonique de R[X] : elles sont égales. En particulier, en prenant @) = (1 — X)" et en

intégrant sur ]0, 1| (I'intégrale existe par la question Q32), on a par définition de I, :

" -y (1 —y)"
dxd
/ / (1 — zy)ntt v

d’ou le résultat.

cpge-paradise.com 12



Mathématiques I MP & MPI Centrale-Supélec 2025, corrigé

Q36. Posons :
z(l —z)y(l —y)
1—ay '

V(z,y) €]0,1,  flz,y) =

Justifions d’abord que cette fonction est bornée et atteint ses bornes; nous trouverons alors son
maximum par étude des points critiques (elle est clairement de classe C! en tant que quotient
d’applications polynomiales). Remarquons d’abord qu’elle se prolonge par continuité en tout point
de la frontiere de ]0, 1[%. C’est évident par continuité du numérateur et du dénominateur en tout
point (on a alors une limite nulle au numérateur et non nulle au dénominateur, donc on prolonge f
en (z,y) € 9]0, 1% en posant f(z,y) = 0), sauf (1, 1) car le dénominateur s’y annule : regardons ce
point de plus pres. On se ramene d’abord a une étude en (0,0) par composition avec I'involution

(x,y)—~» (1 —z,1—9y):

2 Cr(l-2)y(l-y)  xy (I-2)(1-y)
V(z,y) €]0,1]%, f(l—z,1—y) = Tyt 1ty 1_% )

Or:V(z,y) €]0,1}0< 2 <%=y — 0.0Onadonc:
* (z,y)—(0,0)

Wy (1-a2)(1-y)

lim -
(z.y)—=(0,0) T + Y (z,y)—(0,0) — ﬁ

= 1.

Par opération classique sur les limites, on en déduit :

lim x,y)= lim 1—2,1—9y)=0.
(z,y)—(L,1) fz.y) (z,)—(0,0) A v)
Ainsi f se prolonge par continuité en (1, 1) en la posant comme nulle en ce point. Ceci achéve de
démontrer que f se prolonge en une fonction continue (que 'on note toujours f par commodité)
sur le compact non vide [0, 1]?. Par le théoreme des bornes atteintes, il existe (zo,yo) € [0, 1]? tel

que : f(xo,y0) = r[na]g( f. Ce maximum ne peut pas étre atteint sur la frontiere, puisque f y est
0,1

nulle et f est clairement strictement positive sur |0, 1[%2. On en déduit que (zg,yo) appartient &
I'ouvert ]0,1[* : ¢’est un point critique. On en déduit : 01 f (o, yo) = Oaf (z0,y0) = 0. Or :

(1 —2yo + ygxo)xo(l — )
(1 - $0y0)2

(1 — 20 + 25y0)yo(1 — yo)
(1 - xoyo)g

01 f(zo,y0) = , ettt Oyf(wo,00) =

(la symétrie en (z,y) de f permet de déduire la seconde dérivée partielle de la premiére). On en
déduit que (zg,yo) €]0, 1[* vérifie le systeme :

1—2zg+a3yo = 0 Yo — 2xoyo + 23y; = O To = Yo
e <
{ 1—2yo+y2zg = 0 To — 2yowo + yaxi = 0 To — 2yoro + Yozt = 0
To = Yo
{ 1-— 21’0 + ZL’% = 0

Pour résoudre cette équation polynomiale, on note que le polynéme X2 —2X + 1 admet la « racine
évidente » 1, et la division euclidienne de X? —2X +1 par X — 1 permet d’obtenir la factorisation :

X3 2X+1=(X-1D(X*+X—1).

Le calcul des racines de X2 + X — 1 est standard. Ce polyndme n’a qu’une seule racine dans |0, 1],
qui est @ On en déduit :

(0, y0) = (ﬁ; 1» \/52_ 1) )
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et donc, pour tout (z,y) €]0,1[? :

x(l—x)y(l—y)g}c(\/g—l \/5—1>:5\/5—11,

1—ay 2 72 2
d’ou le résultat (la derniére égalité est bien siir parfaitement malhonnéte, je ne I'ai vérifiée que de
manieére approchée avec une calculatrice).

Q37. D’apres les deux questions précédentes, on a par l'inégalité triangulaire (remarquer que I'intégrande
est positif, ce qui simplifie la valeur absolue) :

L] 1—2)y(1—y)\" —11\" * t dad —11\"
Li<[ | tL= WL =p))" g, « (YO UL |- ECha R
0o Jo 1—uay 1 —uay 2 0o Jo 1—ay 2

ou 'on vous renvoie a la question Q32 pour la discussion sur l'existence de Jyo. On a par la
remarque en question Q33 : Jyo = ((2), d’ou le résultat : |I,| < (@)n ¢(2).
Q38. Soit n au voisinage de 'infini. On utilise la question Q33. On a :

Pn + C(2)an] = d3|L].

Pour tout y €]0,1], la fonction = In(l@f);yl/;(ff W" est continue, positive et non identiquement

nulle sur [0, 1], donc par propriété de séparation de l'intégrale on a :

La™1—z)"y"(1 —y)"
vy €]0, 1], / =2y =y

0 (1 — zy)tt
De plus, cette intégrale est une fonction continue de la variable y sur ]0, 1[ (on utilise le théoréme
de continuité sous le signe intégrale; pour 'hypothese de domination, on introduit un segment
[a,b] inclus dans 0, 1] et on note que lapplication (z,y) +— = (1(If)x$n(+1f W est continue sur le
compact [0, 1] x [a,b], ce qui donne une constante — nécessairement intégrable — majorant cette
fonction), donc on peut utiliser le méme argument de séparation pour en déduire : |,| > 0. Dot :

[Pn + C(2)gn| > 0.
Pour majorer cette quantité, on utilise la question précédente et la question Q19 :

5v6 —11\"
2) C(Q)

P+ (2] <37 (

Comme : 9 - 5‘/52’11 < 2 (cest I'énoncé qui le dit!), on conclut :
5 n
0< Ipn + 2l <€) (5)

Q39. Comme : lim (%)n = 0, la question précédente implique :

oo () e )

(rappelons que 1’énoncé admet que g, est non nul pour tout n € N). De plus, toujours par la
question précédente : Vn > N, ((2) # —2—". Enfin, en minorant |g,| par 1, on a toujours par la
question précédente et le théoreme des gendarmes :
lim 2% = ¢(2).
n—-+oo Qn
On peut donc appliquer la question Q20 avec a = ((2) > 0 (comme j’y fais la remarque, le signe
de —p,, n’a pas d’'importance pour appliquer cette question; si I’on veut se ramener a ¢, positif,
il suffit de remplacer (p,,qn) par (—pn, —@¢n) si besoin). On en déduit que ((2) est un nombre
irrationnel : d’ou le résultat.
71.2

Q40. Si 7 est un nombre rationnel, alors % = ((2) aussi puisque Q est un corps, ce qui contredit la

question précédente. Par ’absurde, 7 est irrationnel.
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