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Etude d’un modeéle probabiliste de ferromagnétisme

NB : Je fais des études de physique et non de mathématiques ! Les démonstrations qui suivent se veulent les plus complétes possibles,
mais il est probable que certaines d’entre elles manquent de rigueur. N’hésitez pas a m’en faire part!

J'ai eu plaisir a incorporer a cette correction quelques remarques sur la philosophie du sujet, pour comprendre le lien avec le
ferromagnétisme, et la transition de phase ferro/paramagnétisme.

Pour toute suggestion, merci de me contacter a 'adresse mail suivante : melkimathis@gmail.com.
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Q.1/ La matrice J,, est symétrique et réelle. D’apreés le théoréme spectral, elle est diagonalisable.

Q.2/ On pose x = (X;)1<i<n- Alors,

2 ]n(irj)xixj = xT]nx

1<i,jsn
Or, d’apres le cours,
Aminllx” < xT]nx < Amax”x”

Enfin, d’apres I'’équivalence des normes en dimension finie, on a:
n n
Jll = llxll = Y il = > 1 =n
i=1 i=1
Finalement, on obtient I'inégalité demandée.

Q.3/ De I'inégalité précédente, et en remarquant que

on tire I'inégalité souhaitée.

Q.4/ Dans le cas ou J,, est une matrice orthogonale, on a :
Amax =1, Amin = —1

Ainsi, 'inégalité précédente devient :

—n<h+§> < H,(hx) < n<h+§>

Q.5/ U,, est la matrice dont tous les coefficients valent 1. Cette matrice est de rang 1, donc son
noyau est de dimension n — 1 (d’aprés le théoréme du rang). En particulier, cela implique que
X1 divise Xu,, (polynéme caractéristique de U,). Ainsi,

xu, = X" X —uwUy)) = X" (X —n)
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Le spectre de U, estdonc:

Sp(Up) = {0, n}

Notons que 0 est de multiplicité n — 1 tandis que n est simple.

Comme U,, = n],(lc) + I, on déduit que :

En particulier, —1/n est de multiplicité n — 1, et 1 — 1/n est simple.

Q.6/ On applique la formule d’Euler pour le cosinus, et on utilise I'expression de la somme

géométrique.
zp: 1 Ep z 1 1 — e2px 1 — e—2px
— 2k -2k — 2 -2
COS(ZkX)—E e 4+ E e x —E<€ xm-}'e xm)
k=1 k=1 k=1

On factorise par I'angle moitié au dénominateur, puis on utilise la formule d’Euler pour le sinus.

=1 er + e—2x
2 eX(e™* — e¥) e X(eX —eX)

1 < 1 — e?2rx 1-— e‘2px>
— X —-X

== +
2 ¢ —2sin(x) ¢ 2 sin(x)

1 — e2px 1— e—2px >

On met au méme dénominateur.

le % — e—(2p+1)x —eX 4 e(2p+1)x

2 2 sin(x)

On regroupe les termes en utilisant la formule d’Euler pour le sinus.

B 1<sin((2p + Dx) B 1)

2 sin(x)

CQFD.

Q.7/ Par définition, ],(l) est une matrice symétrique, car son expression est invariante sous
I'échange i < j.

2
Calculons les coefficients de],gs) .Soient1 <i,j <n

SR EDWAAIAS)
k=1
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2 iz_ 2mik \ 2mkj
Tana1l <2n T 1) o (Zn + 1)

2 = 2nk(i — S 2k (i + )
1<;C° < n+ 1 ) Z < n+ 1 ))

Casi#j:
Notons indifféremment m = [i — j| oum = i + j ('important est que m est un entier naturel non
nul). Alors,
n 2n
2o (s 1) o 2, znen)
cos = cos
2n + 1/ 1=2n+1-k 2n+1

k=1 I=n+1

Donc:

n 2n

2 2wkm _ 1 2 2tkm
cos <2n n 1) =24, <2n n 1)

k=1 k=1

Or, la somme de droite constitue la somme des projections des sommets d'un polygone régulier
centré a 2n (pair) sommets. Ces projections se compensent deux a deux, donc la somme s’annule.

Finalement, on trouve :
i#j =>](S)(l,j) =0

Casi=7j:
(")

. . ‘o 2mi
On utilise la formule de la question précédente, avec x = % €E R\ nZ:

2 2mik 2 1 ok 2T
sin <2n+1> n+ 1 ( COS( +1))

=0
—_—

2 1 sin(2mi)

SRR YR

Finalement,

() 1® =1,

Cela prouve que ],(ls) est orthogonale.

CQFD.
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Q.8/ On calcule respectivement :

00000O0GO0GO OGO 1 010000000
100000000 001000000
010000000 000100000
001000000 000010000

Coi=|0 0 0 1 0000 0|, Cog=|000007100 0
000010000 0000O0GO0T100
0000O0T1G0O00 0000O0GO0GO 0TS0
0000O0GO0T1GO00 00000O0GO0GO OGO 1
00000O0GO0GOT1O0 100000000

On déduit :

01000000 1
101000000
010100000
001010000
W=fo 00101000
0000107100
00000O0T1GO0T10
00000O0O0T1GO01
100000010

Par exemple, les coefficients ]gl)(l,Z) = ]31)(2,1) valent 1 car les sommets 1 et 2 sont reliés par
une aréte.

Q.9/ Voir cours d’'informatique.

Q.10/ Notons B = (e;)1<i<n la base dans laquelle les matrices sont écrites.

Notons o la permutation définie par o = (1 z n) et définissons :

2 3 .. 1
u:VvVie{l,..,n} e P eq(i)
Alors :
Cn, = Mat(u)g
De maniere générale, on peut écrire Cy j par blocs comme suit :

C. = ( Ok n—k I ke )
nie In—k,n—k On—k,k

En particulier, on remarque que :
— k
Chk = Mat(u )B
D’ou,

— rk
Cn,k - Cn,l
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Q.11/ On déduit que Cy'y = C,,, = I,. Ainsi, X — 1 est un polyndéme annulateur de C,, ;.

2ikm
Ainsij, le spectre de C,, ; est Uy, :== {eT :kef{0,..,n— 1}}.

Q.12/ Puisque],gl) =01+ Cipno1 =Ch1 + C,’Hl, alors les valeurs propres de 7(11) sont:

21k 2ikm(n—1) 2ikm _2ikm . 2km
vk €{0,..,n—1}, Ay,=en +e n =en +e n ez‘k"=2cos<—>
=1 n

CQFD.

Q.13,14,15/ Je passe les preuves de ces questions, qui sont relativement classiques mais qui sont
un peu lourdes en notations.

Q.16/0Ona:

D’une part,

LY =

SO OO OO R EOo
C OO OO O RO
S OO O OO O R
S OO RR R OOOOo
S OO R ORFRrOOOo
S OO O R PR OOOo
R, O OO OO OO0
RO PR OO OO OO0
OSORr PR OOOO OO

Et,

§1)®I3=

S ORrROORrRrOoOOoOOo
OFRPr OO RrRrR OO oo
OO R OOOOoOO0o
COR OO OOO R
el eloleNoNoN =)
RO O OO OoOrkr OO0
OO OO R OO
OO O R OORO
S OO R OO OO

En sommant, on trouve :
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011100100
101 010010
110 0 0 1 0 01
100 01 1100
@D_fo 10101010
0 01110001
100 1 0 0 0 11
01 0010101
0 01 00 1110

On observe que le coefficient d’indice (i, j) vaut 1 si les sommets i et j du graphe ci-contre sont
reliés par une aréte, et 0 sinon.

Q.17/ Le spectrede I, ®],§1) est égale a celui de ],(11) d’apres la question 15. De méme pour](l) X

n
I,. Ainsi, les valeurs propres de ]IE,Z) sont :

A+, V(K EO, .., n—1}

Remarque : le produit de Kronecker induit une dégénérescence des valeurs propres.

Q.18/ Y,, est dérivable sur R, comme composée de fonctions dérivables (H,, est linéaire en h).

Soith € R,.
17, (h)
14 h — n

VR = 70

Or,
J0H, H(h It .
Z,’l(h) = — 2 I (h,x)e Hp(hx) — + 2 Zyie Hy,(h,y)
YEAn YVEA, i=1

Donc,

1% 1
r — - ] —Hp(h,y)
lpn(h) - 2 <n2y1>zn(h) e Hn(hy

YyEA, i=1
Finalement, en appliquant la formule de transfert, on trouve :
Yp =my

CQFD.

Q.19/ Soit h € R,.

n

zawy= Y e = N exp( LN D0 g 40 x

XEA, XEA, 1<i,jsn i=1

Or, ]ﬁl)(i,j) vaut 1 si i et j sont voisins, et 0 sinon. En outre, par symétrie de ]7(11) on multiplie par
2 pour éviter de compter deux fois chaque paire de voisins. Ainsi,
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n

Z,(h) = 2 l_[eﬁxixi+1+hxi

XEAy =1

Q.20/ Par récurrence sur p ; I'initialisation a p = 2 correspond a la formule classique du produit
de deux matrices. (La preuve est laissée au lecteur).

Q.21/0Ona:

n

Z,(h) = 2 l_[eﬁxixi+1+hxi

XEAy =1

= eBXiXiy1+hx;

x1=%1 (xg,.,xp) {1}~ 1 =1

71_1' Xn+1=%X1
—_
— E eﬂx1x2+hx1 r eﬁxixi+1+hxi eﬁxn X7 +hxy,

x1=11 (i) E{£1}1 =A(X1,X2) i=2 =AXiXi41) =A(xn,x1)

On utilise la question précédente pour conclure :

L= ) AGu,x)" = (A"
x1€{+1}
Q.22/ Le polynéme caractéristique de la matrice A vaut:
Xa = X? —tr(A)X + det(4) = X? — 2e¥ cosh(h) X + 2 sinh(2p)
Le discriminant de ce polyn6me vaut :
A = 4e?F cosh?(h) — 8sinh(2f3)

Or, A > 0. En effet :

A = 4e?F cosh?(h) — 4(e?F — e72F)

= 4e?P(sinh?(h) + e™*f) > 0

Les deux solutions (valeurs propres) sont donc :

Ay = ef cosh(h) + Jezﬁ cosh?(h) — 2sinh(2p)

Q.23/ La trace est un invariant de similitude. En particulier, pour h € R,,on a:

Z,(h) = tr(Am) = A% + A" = A7 (1 + (;—‘)n>

Ainsi,




cpge-paradise.com
Correction Maths 2 MP Centrale 2025 YouTube : @xelopeur

1 1 /‘{_ n
Yn(h) = —In(Z, (W) = In(a,) +~In( 1+ (7)
A
Or,=—= < 1donc:
At
11 1+ A i 1A " 0
— A= - (1= N
n " </1+> n-+co n (/1+> n-+o
Finalement, on obtient la limite voulue.

Q.24/ D’apres la question, pour tout h € R,

Y(h) =In <eB cosh(h) + \/ezﬁ cosh?(h) — 2 sinh(Zﬁ))

1 est dérivable sur R}. Ainsi, d’apres le résultat admis, on a pour tout h € R},
cosh(h) sinh(h)

\Je2P cosh?(h) — 2 sinh(2)

eB cosh(h) + +/e2P cosh?(h) — 2 sinh(2B)

ef sinh(h) + e2F x

m(h) = y’'(h) =

On déduit alors :

m= hli,r(l;l+ m(h) =0

NB : En particulier, le modele d’Ising unidimensionnel ne présente pas d’aimantation spontanée.
On dit qu’il ne présente pas de transition de phase ferro/paramagnétique.

Q.25/ On rappelle que :

1 1

0 — —
n n
1 1
©_|= o -
n —|n n
11 '
e 0

n n

Soit h € R,. Soitx € A,,.
=sp(x)—x;
n n n 1 n 1 n
> @R =Y D IC@HY |xi= |2 D [r=2 ) 00—
151,j<n i=1 \j=1 i=1 =1 i=1
JE!
1 1
— o2 -2\ 7,2
—nsn(x) nEff_’
i=1 =1
1
=— 21
—50()
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Ainsi,

Ha(hx) =5

L 0~ s
Et on obtient la forme voulue pour Z,,.

Q.26/ Classique. Le critere de Riemann fait I'affaire.

Q.27/ On compléte le carré :

e dt eut—%= e dt e—%(tZ—Zaut)
—o V2Ta —0 V2Ta
+00
— dt e—%((t—au)z—(au)z)
—o V2Ta
au? rt° d¢  (t—au)?
=e 2 e 2a
—0 V2Ta

La valeur de I'intégrale est invariante par translation t = t — au, donc:

au2J+Oo dt _i
=e 2 e 2a
—» V2ma

t . ) \ . sz
En posant x = 7 on obtient d’apreés la question précédente :

+o00 2 2
J dt .t au’
—o V2Ta

Q.28/ On calcule :

XENAy

Posons:u = s,(x),eta = g Alors, d’apreés la question précédente, on obtient le résultat voulu.

Q.29/ Raisonnons par récurrence sur n.

Initialisation (n = 1) :

1
2 1_[ e(t+h)xi — ot+h 4 o=(t+h) — 2 cosh(t + h)

XEA, i=1

Hérédité : Supposons que le résultat soit vrai au rang n.

n+1 n
2 | |e(t+h)xl- _ 2 2 | |e(t+h)xl-e(t+h)xn+1
X€EAp4+q i=1 Xn+1€{+1} x€EA, i=1
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n n

_ Z ne(t+h)xiet+h n Z ne(t+h)xie—(t+h)

XEA, i=1 XEA, =1

n

- 2 1_[ e t+Mxi (2 cosh(t + h))

XEA, =1
Puis, en appliquant ’hypothése de récurrence,
= (2 cosh(t + h))"*!

Ce qui conclut.

Q.30/ En revenant a la définition de s,,, on remarque que :

n

2 e(t+Msn(x) = 2 ne(“h)xi = (2 cosh(t + R))"

XEA, XEAy, i=1

Ainsi, en reprenant 'expression de Z,, donnée a la question 28, on obtient I'expression voulue en
fonction de la fonction Gy,

Q.31/ Gy, est bien définie et dérivable sur R. Soit x € R,.
x—nh
Gp(x) = T — tanh(x)

L’équation donnant les points critiques est donc :
x —h = B tanh(x)

Cette équation fait apparaitre une valeur critique de 8 (f = 1) qui nous oblige a distinguer deux
cas.

Cas £ <1 :0ncalcule:

1
Gy (x) = tanh?(x) +E_ 1>a=>0

=a

G, est donc strictement positive presque partout (sauf en un point ou elle peut éventuellement
s’annuler, x = 0). Ainsi, G, est strictement convexe. D’apres le théoreme de la bijection, elle admet
donc un unique minimum sur R,.

Cas > 1: Dans ce cas, G n’est plus nécessairement strictement convexe, et il peut exister
h
plusieurs p()iIltS critiques.

En revanche, on peut librement utiliser le fait que G, soit continue et coercive, i.e. lim G,(x) =
X—+00
400 :

2
x
Gh(x)x~ ——x >+

S+00 Zﬁ

10
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Soita > 0. Posons Q = {x € R, : G,(x) < G(a)}. Alors, Q = G, ([0, a]) et Gy, est continue, donc
Q est fermé. En outre, puisque G est coercive, ( est borné. Ainsi, G est un compact. D’apres le
théoreme des bornes atteintes, G, admet un minimum dans () :

Juy € Ry 2 Gp(uy) = Inf Gr(x)

Or, par construction de (),
inf G, (x) = inf G (x
Inf Gy (x) Jnf n(x)
Ainsi, G;, admet un minimum sur R, atteint en u.

(a) L’équation des points critiques se résume a x = 8 tanh(x). 0 est solution, or cette solution
est unique car f < 1, doncu, = 0.

(b) Si g > 1,alors G;/(0) < 0, donc 0 ne peut pas étre un minimum. Or le minimum est atteint
dans R,, doncu, > 0.

(c) Ona:
(i) Par définition d'un extremum, G (uy) = 0;
(i) Gy(uy) = % — tanh(uy) or uy, est solution de I’équation des points critiques, donc en

particulier tanh(uy) = uh’%h, ainsi: h = BG(uy) ;

20
——
(iii) up, est solution de I'équation des points critiques : u, = h + f tanh(uy) donc h > 0
implique u; > 0.D’ou :

Gr (up) = % — (1 —tanh?(uy)) >0

<0

Q.32/ Quand h = 0, la fonction Gj, est paire, donc symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.
En revanche, dés lors que h > 0, la symétrie est brisée, et les valeurs prises par G, sur R_ ont
tendance a étre supérieures a celles prises sur R,. En particulier, pour tout x € R,, G,(—x) =
Gp(x). Ainsi, le minimum est nécessairement atteint sur R, c’est uy,.

Q.33/ Soit h > 0.

1
INOEENAD)

D’apres la question 30, on a:

P = 2in| | [ enono gy
" n 2ePnp )_,
+ 00
= lln LJ e—n@(x—uh)—nGh(uh)dx
n 2eBnB )_o

1 1 to o
= —Gp(up) — %ln(Zeﬁrcﬁ) + ;ln <J e‘”Gh(x‘uh)\/ﬁdx>

Dans le dernier terme, la translation de u, ne change pas la valeur de I'intégrale. On effectue
ensuite le changement de variable t = v/nx. On déduit la forme voulue.

11
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Q.34/ On effectue un développement limité de G, au voisinage de x = 0.

=0 2 2

a2l T x 1 . X 17
Gy (%) Z Gn(up) + x Gy (up) + 76,1 (up) + 0(x3®) | — minG,, = ?Gh (up) + 0(x3)
=Gp(up)

Ainsi, en posant y, = G (uy) > 0, on déduit :

ful) =

x-0 2

En outre, f;, est continue sur R*. Cela implique que f}, est prolongeable par continuité en 0 en
posant :

fu(@ =2

Q.35/ Pour tout x € R, f,(x) > 0 donc il existe ¢, > 0 tel que pour tout x € R, on a f,,(x) = cp.

Q.36/0Ona:

D’une part, pour tout t € R,

2 (L
hm e t fh(\/ﬁ) = e_tth(o) = e_yz_htz

n—-+oo
D’autre part, pour toutt € R,

t
()
e fh\/ﬁ < e—cnt?

ett - e ht” est intégrable sur R car ¢;, > 0.

Ainsi, d’apres le théoreme de convergence dominée, on a:

to (L T yp 2T
lim e h(\/ﬁ)dt=J e 20dt = |=—

n-+o J_ o —o0 Yn

Par conséquent,

1 1 too —~
Yn(h) = —Gp(up) — %ln(Zeﬁrrﬁ) + Eln (J fnGh(x_uh)\MdX) T Gr(up)

- 0
n—-+oo

N
n—->+oo
Soit,

Y(h) = —Gp(up)

Q.37/0Ona:

12
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X
Go(x) = = — tanh(x)
B
Cette fonction est continue comme somme de fonctions continues (méme dérivable). En outre,
12 1 2
Gy (x) = E — (1 — tanh*(x))

Casf>1:

Pour tout x € [ug, +), x = uy >0 donc Gy'(x) > 0. Cela implique que Gy est strictement
croissante sur [ug, +). D’apres le théoreme de la bijection, elle réalise une bijection dans
G(’)([uo, +00)). Or,

Go(ug) =0, lilll Go(x) = 4
xX—+400

D’ou G| réalise une bijection de [uy, +0) dans R,.

Casf<1:

Dans ce cas, uy = 0. Ainsi, Gy’ > 0 presque partout (sauf éventuellement en 0). Donc G, est
strictement croissante sur R,, et la méme conclusion que précédemment s’applique.

Ainsi, d’apres la question 31,

u, = Gyt (g)

1

Cela prouve que u : h = uy, est continue sur R,. En outre, pour tout h > 0, Gy (up) = 3

>0 (ona

utilisé le point (iii) de la question c de la question 31). u est dérivable sur R} et:

1 1 1 11
= 1

1
/366,<66-1(ﬁ>> B G/ (un) ﬁ%

u'(h) =
B

Q.38/ D’apres la question 36, i est dérivable sur R} comme composée de fonctions dérivables
sur R}. En outre,

L d ((x—h)? up —
m(h) =y'(h) = —u'(h) T <T —In(2 Cosh(x))> (up) = 5
Q.39/0na:
=1
uo+hu'(0)+0(h?) |—h
m* = lim m(h) = lim u(h)——h = lim _t
" hoot " hoot ﬂ " hoot ﬁ N ,8

D’apres la question 31, distinguons deux cas.

Casf <1:uy=0doncm™ =0;

13
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Cas > 1:Alorsuy, > 0 doncm* > 0.
CQFD.

NB: On vient de mettre en évidence un parameétre d’ordre: m* ! Il s’agit d'un parameétre qui
caractérise une transition de phase. Ici, la température critique de transition de phase (dite
température de Curie) est donnée par f§ = 1 (inversement proportionnel).

- En-dessous de cette température (pour f > 1), le matériau considéré possede une
aimantation permanente m* > 0, résultat de I'interaction des moments magnétiques. On
parle de phase ferromagnétique.

- Au-dessus de cette température (pour f < 1), le matériau ne peut posséder qu'une
aimantation temporaire. En I'absence de champ extérieur (h — 0%), le matériau ne
possede pas d’aimantation ; les moments magnétiques sont désordonnés. On parle de
phase paramagnétique.

Q.40/ L'intégrande est continue sur R par composée de fonctions continues (I'espérance est
linéaire en dimension finie, donc continue).

En outre, par I'inégalité triangulaire, et par croissance de I’espérance,

vieR,  [E(f()| < EQFOD < lIfllo

Ainsi, pour toutt € R,

t2

|]E(f(x))e_2

tZ
< flloe2

t2
et on conclut en rappelant que t = e 2 est intégrable sur R (question 26).

Q41/0Ona:

AU

Par linéarité de 'espérance,

f+°° t 1 1 t dt
= E — +naM,, | — (nZM ) e 2 —
o f n% n f n \/E

= f+°° E f(il + n%Mn> —E <f (n%Mn)) e“gi
Q26 [J_o 1 Nor

n4

Par I'inégalité de la moyenne pour 'intégrale, et 'inégalité triangulaire pour 'espérance :

< fm]E( f<i1+ n%Mn> —f(n%Mn)

n4
Or, f est K-lipschitzienne, donc:

_tdt
e 2 —
V2

K + oo tZ
< f |tle” 2 dt
na2m - —®

14
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2K teo o g2
=— J te 2dt
n4/2m -0

Or,

+0o £2 217
J te 2dt = [—e_T] =1
0 0

Finalement, on a bien:

1 2K
Eny—E <f (n“Mn))‘ S 3
na2m

On en déduit que :

1 o
lim E (f (nZMn>> = lim E,;= J fw) e, w)du
n—-+oo n—+oo o

Q.42/ Soient u, v € R. On distingue les différents cas possibles.

Uv>x+— If @) = f(W)| =0 < kfu—v

u,v<x If(w) — fw)|=0<klu-—uv|

faw) - fw)=1-klu—x)—1+k(v—x)=k(v—u)
= |f@w) - fW)| < klu—v|
fw)—-fw)=1-1+k(v—x)=k(v—x)
1] =k(v—uw)—k(x—u) <k(v—u)

quetvE(x,x+E

=0
= |f = fW)| < klu = v

quetv>x+% f(u)—f(v)=1et|u—v|2%:>|f(u)—f(v)|sk|u—v|

faw) - fw)=1-klu—-x)=1-k(u—v)—k@w-—x)

1 1 1
uE(x,x+E] etv>x+E >z

= |fw) = fW)| < klu —v]

Dans tous les cas, f est bien k-lipschitzienne sur R.

Q43/ Soit & > 0. Soit k > ——

)

Pl =2)=s(1,,.) =51 ()

D’apres ce qui précede, f; est k-lipschitzienne sur R, donc on peut appliquer I'inégalité de la
question 41.

1 too 2k
P (n4Mn < x) < J freW e (W)du + —
—o0 na2mw

On choisit ng tel que pour toutn = ny, ona:
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Posons alors :

On obtient alors I'inégalité voulue.

Q.44/ L’inégalité précédente est valable pour n'importe quelle valeur de ¢, aussi petite soit-elle.
En particulier, ny - + et k - +oo si et seulement si € - 0*. Or,

1
X+

X X
lim Poo(W)du =J Po(W)du

n-+o J_

Donc,

1 X
lim P (nZMn < x) = J Poo(W)du

n-+oo
CQFD.

NB : Il s’agit d’'une forme de théoreme central limite non standard. La présence d'une densité de
x4

probabilité en e 1z - et non gaussienne - est typique d’'un comportement au point critique d'un
modele de transition de phase.
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