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Étude	d’un	modèle	probabiliste	de	ferromagnétisme	
	
NB	:	Je	fais	des	études	de	physique	et	non	de	mathématiques	!	Les	démonstrations	qui	suivent	se	veulent	les	plus	complètes	possibles,	
mais	il	est	probable	que	certaines	d’entre	elles	manquent	de	rigueur.	N’hésitez	pas	à	m’en	faire	part	!	
	
J’ai	 eu	 plaisir	 à	 incorporer	 à	 cette	 correction	 quelques	 remarques	 sur	 la	 philosophie	 du	 sujet,	 pour	 comprendre	 le	 lien	 avec	 le	
ferromagnétisme,	et	la	transition	de	phase	ferro/paramagnétisme.	
	
Pour	toute	suggestion,	merci	de	me	contacter	à	l’adresse	mail	suivante	:	melkimathis@gmail.com.		
	

***	
	
Q.1/	La	matrice	𝐽!	est	symétrique	et	réelle.	D’après	le	théorème	spectral,	elle	est	diagonalisable.	
	
	
Q.2/	On	pose	𝑥 = (𝑥")#$"$!.	Alors,		
	

Q 𝐽!(𝑖, 𝑗)𝑥"𝑥%
#$",%$!

= 𝑥'𝐽!𝑥	

	
Or,	d’après	le	cours,		
	

𝜆()*‖𝑥‖ ≤ 𝑥'𝐽!𝑥 ≤ 𝜆(+,‖𝑥‖	
	
Enfin,	d’après	l’équivalence	des	normes	en	dimension	finie,	on	a	:	
	

‖𝑥‖ = ‖𝑥‖# =Q|𝑥"|
!

"-#

=Q1
!

"-#

= 𝑛	

	
Finalement,	on	obtient	l’inégalité	demandée.	
	
	
Q.3/	De	l’inégalité	précédente,	et	en	remarquant	que	
	

−𝑛 ≤Q𝑥"

!

"-#

≤ 𝑛	

	
on	tire	l’inégalité	souhaitée.	
	
	
Q.4/	Dans	le	cas	où	𝐽!	est	une	matrice	orthogonale,	on	a	:	
	

𝜆(+, = 1, 𝜆()* = −1	
	
Ainsi,	l’inégalité	précédente	devient	:	
	

−𝑛 aℎ +
𝛽
2e

≤ 𝐻!(ℎ, 𝑥) ≤ 𝑛 aℎ +
𝛽
2e
	

	
	
Q.5/	𝑈!	est	la	matrice	dont	tous	les	coefficients	valent	1.	Cette	matrice	est	de	rang	1,	donc	son	
noyau	est	de	dimension	𝑛 − 1	(d’après	le	théorème	du	rang).	En	particulier,	cela	 implique	que	
𝑋!.#	divise	𝜒/! 	(polynôme	caractéristique	de	𝑈!).	Ainsi,		
	

𝜒/! = 𝑋!.#k𝑋 − tr(𝑈!)l = 𝑋!.#(𝑋 − 𝑛)	
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Le	spectre	de	𝑈!	est	donc	:	
	

Sp(𝑈!) = {0, 𝑛}	
	
Notons	que	0	est	de	multiplicité	𝑛 − 1	tandis	que	𝑛	est	simple.	
	
Comme	𝑈! = 𝑛𝐽!

(1) + 𝐼!,	on	déduit	que	:	
	

Sp r𝐽!
(1)s = t−

1
𝑛
, 1 −

1
𝑛
u	

	
En	particulier,	−1/𝑛	est	de	multiplicité	𝑛 − 1,	et	1 − 1/𝑛	est	simple.	
	
	
Q.6/	 On	 applique	 la	 formule	 d’Euler	 pour	 le	 cosinus,	 et	 on	 utilise	 l’expression	 de	 la	 somme	
géométrique.	
	

Q cos(2𝑘𝑥)
3

4-#

=
1
2x

Q𝑒546
3

4-#

+Q𝑒.546
3

4-#

z =
1
2
{𝑒56

1 − 𝑒536

1 − 𝑒56
+ 𝑒.56

1 − 𝑒.536

1 − 𝑒.56
|	

	
On	factorise	par	l’angle	moitié	au	dénominateur,	puis	on	utilise	la	formule	d’Euler	pour	le	sinus.	
	

=
1
2
{𝑒56

1 − 𝑒536

𝑒6(𝑒.6 − 𝑒6)
+ 𝑒.56

1 − 𝑒.536

𝑒.6(𝑒6 − 𝑒.6)
|	

	

=
1
2
{𝑒6

1 − 𝑒536

−2 sin(𝑥)
+ 𝑒.6

1 − 𝑒.536

2 sin(𝑥)
|	

	
On	met	au	même	dénominateur.	
	

=
1
2
𝑒.6 − 𝑒.(537#)6 − 𝑒6 + 𝑒(537#)6

2 sin(𝑥)
	

	
On	regroupe	les	termes	en	utilisant	la	formule	d’Euler	pour	le	sinus.	
	

=
1
2
{
sink(2𝑝 + 1)𝑥l

sin(𝑥)
− 1|	

	
CQFD.	
	
	
Q.7/	 Par	 définition,	 𝐽!

(8)	 est	 une	 matrice	 symétrique,	 car	 son	 expression	 est	 invariante	 sous	
l’échange	𝑖 ↔ 𝑗.	
	
Calculons	les	coefficients	de	𝐽!

(8)5.	Soient	1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛.	
	

r𝐽!
(8)5s (𝑖, 𝑗) = Q 𝐽!(𝑖, 𝑘)𝐽!(𝑘, 𝑗)

!

4-#
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≔
2

2𝑛 + 1
Q2sin a

2𝜋𝑖𝑘
2𝑛 + 1e

sin a
2𝜋𝑘𝑗
2𝑛 + 1e

!

4-#

	

	

=
2

2𝑛 + 1
�Qcos {

2𝜋𝑘(𝑖 − 𝑗)
2𝑛 + 1

|
!

4-#

−Qcos{
2𝜋𝑘(𝑖 + 𝑗)
2𝑛 + 1

|
!

4-#

�	

	
	Cas	𝑖 ≠ 𝑗 ∶	
	
Notons	indifféremment	𝑚 = |𝑖 − 𝑗|	ou	𝑚 = 𝑖 + 𝑗	(l’important	est	que	𝑚	est	un	entier	naturel	non	
nul).	Alors,	
	

Q cos a
2𝜋𝑘𝑚
2𝑛 + 1e

!

4-#

=
9-5!7#.4

Q cos a
2𝜋𝑙𝑚
2𝑛 + 1e

5!

9-!7#

	

	
Donc	:	
	

Q cos a
2𝜋𝑘𝑚
2𝑛 + 1e

!

4-#

=
1
2
Qcos a

2𝜋𝑘𝑚
2𝑛 + 1e

5!

4-#

	

	
Or,	la	somme	de	droite	constitue	la	somme	des	projections	des	sommets	d’un	polygone	régulier	
centré	à	2𝑛	(pair)	sommets.	Ces	projections	se	compensent	deux	à	deux,	donc	la	somme	s’annule.	
	
Finalement,	on	trouve	:	
	

𝑖 ≠ 𝑗 ⇒ 𝐽!
(8)(𝑖, 𝑗) = 0	

	
Cas	𝑖 = 𝑗 ∶		
	

r𝐽!
(8)5s (𝑖, 𝑖) =

2
2𝑛 + 1

Q2sin5 a
2𝜋𝑖𝑘
2𝑛 + 1e

!

4-#

=
2

2𝑛 + 1
Qa1 − cos a2𝑘

2𝜋𝑖
2𝑛 + 1ee

!

4-#

	

	
On	utilise	la	formule	de	la	question	précédente,	avec	𝑥 = 5:"

5!7#
∈ ℝ ∖ 𝜋ℤ	:	

	

=
2

2𝑛 + 1
�𝑛 −

1
2�

sin(2𝜋𝑖)�����
-;

sin r 2𝜋𝑖
2𝑛 + 1s

− 1��	

	
= 1	

	
Finalement,		
	

r𝐽!
(8)s

'
𝐽!
(8) = 𝐼!	

	
Cela	prouve	que	𝐽!

(8)	est	orthogonale.	
	
CQFD.	
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Q.8/	On	calcule	respectivement	:	
	

𝐶<,# =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

, 𝐶<,= =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

	

	
On	déduit	:	
	

𝐽<
(#) =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

0 1 0 0 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1
1 0 0 0 0 0 0 1 0⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

	

	
Par	exemple,	les	coefficients	𝐽<

(#)(1,2) = 𝐽<
(#)(2,1)	valent	1	car	les	sommets	1	et	2	sont	reliés	par	

une	arête.	
	
	
Q.9/	Voir	cours	d’informatique.	
	
	
Q.10/	Notons	ℬ = (𝑒")#$"$!	la	base	dans	laquelle	les	matrices	sont	écrites.		
	
Notons	𝜎	la	permutation	définie	par	𝜎 = r1 2 ⋯ 𝑛

2 3 ⋯ 1s	et	définissons	:	
	

𝑢 ∶ ∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}, 𝑒" ↦ 𝑒>(")	
	
Alors	:	
	

𝐶!,# ≔ Mat(𝑢)ℬ 	
	
De	manière	générale,	on	peut	écrire	𝐶!,4 	par	blocs	comme	suit	:	
	

𝐶!,4 = a
04,!.4 𝐼4,4
𝐼!.4,!.4 0!.4,4

e	

	
En	particulier,	on	remarque	que	:	
	

𝐶!,4 = Matk𝑢4lℬ 	
	
D’où,	
	

𝐶!,4 = 𝐶!,#4 	
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Q.11/	On	déduit	que	𝐶!,#! = 𝐶!,! = 𝐼!.	Ainsi,	𝑋! − 1	est	un	polynôme	annulateur	de	𝐶!,#.	
	

Ainsi,	le	spectre	de	𝐶!,#	est	𝕌! ≔ ª𝑒
"#$%
! ∶ 𝑘 ∈ {0,… , 𝑛 − 1}«.	

	
	
Q.12/	Puisque	𝐽!

(#) = 𝐶!,# + 𝐶!,!.# = 𝐶!,# + 𝐶!,#!.#,	alors	les	valeurs	propres	de	𝐽!
(#)	sont	:	

	

∀𝑘 ∈ {0,… , 𝑛 − 1}	, 𝜆4 = 𝑒
5"4:
! + 𝑒

5"4:(!.#)
! = 𝑒

5"4:
! + 𝑒.

5"4:
! 𝑒5"4:¬­®

-#
= 2 cos a

2𝑘𝜋
𝑛 e	

	
CQFD.	
	
	
Q.13,14,15/	Je	passe	les	preuves	de	ces	questions,	qui	sont	relativement	classiques	mais	qui	sont	
un	peu	lourdes	en	notations.		
	
	
Q.16/	On	a	:	
	

𝐽@
(#) = �

0 1 1
1 0 1
1 1 0

�	

	
D’une	part,	
	

𝐼@⊗ 𝐽@
(#) =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

0 1 1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 1 1 0⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

	

	
Et,	
	

𝐽@
(#)⊗ 𝐼@ =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

	

	
En	sommant,	on	trouve	:	
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𝐽A
(5) =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

0 1 1 1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 1 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0 1 0
0 0 1 1 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 0 1 1 1 0⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

	

	
On	observe	que	le	coefficient	d’indice	(𝑖, 𝑗)	vaut	1	si	les	sommets	𝑖	et	𝑗	du	graphe	ci-contre	sont	
reliés	par	une	arête,	et	0	sinon.	
	
	
Q.17/	Le	spectre	de	𝐼!⊗ 𝐽!

(#)	est	égale	à	celui	de	𝐽!
(#)	d’après	la	question	15.	De	même	pour	𝐽!

(#)⊗
𝐼!.	Ainsi,	les	valeurs	propres	de	𝐽A

(5)	sont	:	
	

𝜆% + 𝜆4 , ∀(𝑗, 𝑘) ∈ {0,… , 𝑛 − 1}5	
	
Remarque	:	le	produit	de	Kronecker	induit	une	dégénérescence	des	valeurs	propres.	
	
	
Q.18/	𝜓!	est	dérivable	sur	ℝ7	comme	composée	de	fonctions	dérivables	(𝐻!	est	linéaire	en	ℎ).	
Soit	ℎ ∈ ℝ7.	
	

𝜓!B (ℎ) =
1
𝑛
𝑍!B (ℎ)
𝑍!(ℎ)

	

	
Or,		
	

𝑍!B (ℎ) = − Q
𝜕𝐻!
𝜕ℎ

(ℎ, 𝑥)𝑒.C!(D,6)

E∈G!

= + Q Q𝑦"

!

"-#

𝑒.C!(D,E)

E∈G!

	

	
Donc,	
	

𝜓!B (ℎ) = Q �
1
𝑛
Q𝑦"

!

"-#

�
1

𝑍!(ℎ)
	𝑒.C!(D,E)

E∈G!

	

	
Finalement,	en	appliquant	la	formule	de	transfert,	on	trouve	:	
	

𝜓!B = 𝑚!	
	
CQFD.	
	
	
Q.19/	Soit	ℎ ∈ ℝ7.	
	

𝑍!(ℎ) ≔ Q 𝑒.C!(D,6)

6∈G!

= Q expx
𝛽
2

Q 𝐽!
(#)(𝑖, 𝑗)𝑥"𝑥%

#$",%$!

+ ℎQ𝑥"

!

"-#

z
6∈G!

	

	
Or,	𝐽!

(#)(𝑖, 𝑗)	vaut	1	si	𝑖	et	𝑗	sont	voisins,	et	0	sinon.	En	outre,	par	symétrie	de	𝐽!
(#)	on	multiplie	par	

2	pour	éviter	de	compter	deux	fois	chaque	paire	de	voisins.	Ainsi,	
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𝑍!(ℎ) = Q ¹𝑒H6#6#&'7D6#
!

"-#6∈G!

	

	
	
Q.20/	Par	récurrence	sur	𝑝	;	l’initialisation	à	𝑝 = 2	correspond	à	la	formule	classique	du	produit	
de	deux	matrices.	(La	preuve	est	laissée	au	lecteur).	
	
	
Q.21/	On	a	:	

𝑍!(ℎ) = Q ¹𝑒H6#6#&'7D6#
!

"-#6∈G!

	

	

= Q Q ¹𝑒H6#6#&'7D6#
!

"-#(6",…,6!)∈{±#}!('6'-±#

	

	

= Q Q 𝑒H6'6"7D6'¬»»­»»®
-M(6',6")

�¹𝑒H6#6#&'7D6#¬»»»­»»»®
-M(6#,6#&')

!.#

"-5

� 𝑒H6! 6'N
)!&'*)'

7D6!¬»»»»­»»»»®
-M(6!,6')(6",…,6!)∈{±#}!('6'-±#

	

	
On	utilise	la	question	précédente	pour	conclure	:	
	

𝑍!(ℎ) = Q 𝐴(𝑥#, 𝑥#)!
6'∈{±#}

= tr(𝐴!)	

	
	
Q.22/	Le	polynôme	caractéristique	de	la	matrice	𝐴	vaut	:	
	

𝜒M = 𝑋5 − tr(𝐴)𝑋 + det(𝐴) = 𝑋5 − 2𝑒H cosh(ℎ)𝑋 + 2 sinh(2𝛽)	
	
Le	discriminant	de	ce	polynôme	vaut	:	
	

Δ = 4𝑒5H cosh5(ℎ) − 8 sinh(2𝛽)	
	
Or,	Δ > 0.	En	effet	:	
	

Δ = 4𝑒5H cosh5(ℎ) − 4k𝑒5H − 𝑒.5Hl	
	

= 4𝑒5Hksinh5(ℎ) + 𝑒.OHl > 0	
	
Les	deux	solutions	(valeurs	propres)	sont	donc	:	
	

𝜆± = 𝑒H cosh(ℎ) ± À𝑒5H cosh5(ℎ) − 2 sinh(2𝛽)	

	
	
Q.23/	La	trace	est	un	invariant	de	similitude.	En	particulier,	pour	ℎ ∈ ℝ7,	on	a	:	
	

𝑍!(ℎ) = tr(𝐴!) = 𝜆7! + 𝜆.! = 𝜆7! {1 + a
𝜆.
𝜆7
e
!

|	

	
Ainsi,	
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𝜓!(ℎ) ≔
1
𝑛
lnk𝑍!(ℎ)l = ln(𝜆7) +

1
𝑛
ln{1 + a

𝜆.
𝜆7
e
!

|	

	
Or,	P(

P&
< 1	donc	:	

	
1
𝑛
ln {1 + a

𝜆.
𝜆7
e
!

| ∼
!→7R

1
𝑛 a
𝜆.
𝜆7
e
!

→
!→7R

0	

	
Finalement,	on	obtient	la	limite	voulue.		
	
	
Q.24/	D’après	la	question,	pour	tout	ℎ ∈ ℝ7,		
	

𝜓(ℎ) = ln {𝑒H 𝑐𝑜𝑠ℎ(ℎ) + À𝑒5H 𝑐𝑜𝑠ℎ5(ℎ) − 2 𝑠𝑖𝑛ℎ(2𝛽)|	

	
𝜓	est	dérivable	sur	ℝ7∗ .	Ainsi,	d’après	le	résultat	admis,	on	a	pour	tout	ℎ ∈ ℝ7∗ ,	
	

𝑚(ℎ) = 𝜓B(ℎ) =
𝑒H sinh(ℎ) + 𝑒5H × cosh(ℎ) sinh(ℎ)

È𝑒5H 𝑐𝑜𝑠ℎ5(ℎ) − 2 𝑠𝑖𝑛ℎ(2𝛽)

𝑒H 𝑐𝑜𝑠ℎ(ℎ) + È𝑒5H 𝑐𝑜𝑠ℎ5(ℎ) − 2 𝑠𝑖𝑛ℎ(2𝛽)
	

	
On	déduit	alors	:	
	

𝑚 = lim
D→;&

𝑚(ℎ) = 0	
	
NB	:	En	particulier,	le	modèle	d’Ising	unidimensionnel	ne	présente	pas	d’aimantation	spontanée.	
On	dit	qu’il	ne	présente	pas	de	transition	de	phase	ferro/paramagnétique.	
	
	
Q.25/	On	rappelle	que	:	
	
	

𝐽!
(1) =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛
0

1
𝑛

⋯
1
𝑛

1
𝑛

0 ⋱
1
𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1
𝑛

1
𝑛 ⋯ 0⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

	

	
Soit	ℎ ∈ ℝ7.	Soit	𝑥 ∈ Λ!.	
	

Q 𝐽!
(1)(𝑖, 𝑗)𝑥"𝑥%

#$",%$!

=QxQ𝐽!
(1)(𝑖, 𝑗)𝑥%

!

%-#

z𝑥"

!

"-#

=Q

⎝

⎜
⎛1
𝑛

Q𝑥%

!

%-#
%T"

���
-U!(6).6#

⎠

⎟
⎞
𝑥"

!

"-#

=
1
𝑛
Q(𝑠!(𝑥) − 𝑥")𝑥"

!

"-#

	

	

=
1
𝑛
𝑠!(𝑥)5 −

1
𝑛
Q𝑥"5Î

-#

!

"-#

	

	

=
1
𝑛
𝑠!(𝑥)5 − 1	
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Ainsi,	
	

𝐻!(ℎ, 𝑥) =
𝛽
2
−
𝛽
2𝑛
𝑠!(𝑥)5 − ℎ𝑠!(𝑥)	

	
Et	on	obtient	la	forme	voulue	pour	𝑍!.	
	
	
Q.26/	Classique.	Le	critère	de	Riemann	fait	l’affaire.	
	
	
Q.27/	On	complète	le	carré	:	
	

Ï
d𝑡

√2𝜋𝑎
𝑒VW.

W"
5X

7R

.R
= Ï

d𝑡
√2𝜋𝑎

𝑒.
#
5XYW

".5XVWZ
7R

.R
	

	

= Ï
d𝑡

√2𝜋𝑎
𝑒.

#
5XY(W.XV)

".(XV)"Z
7R

.R
	

	

= 𝑒
XV"
5 Ï

d𝑡
√2𝜋𝑎

𝑒.
(W.XV)"

5X
7R

.R
	

	
La	valeur	de	l’intégrale	est	invariante	par	translation	𝑡 ↦ 𝑡 − 𝑎𝑢,	donc	:	
	

= 𝑒
XV"
5 Ï

d𝑡
√2𝜋𝑎

𝑒.
W"
5X

7R

.R
	

	
En	posant	𝑥 = W

√X
,	on	obtient	d’après	la	question	précédente	:	

	

Ï
d𝑡

√2𝜋𝑎
𝑒VW.

W"
5X

7R

.R
= 𝑒

XV"
5 	

	
	
Q.28/	On	calcule	:	
	

𝑍!(ℎ) = 𝑒.
H
5 Q 𝑒

H
5!U!(6)

"
𝑒D	U!(6)

6∈G!

	

	
Posons	:	𝑢 = 𝑠!(𝑥),	et	𝑎 =

H
!
.	Alors,	d’après	la	question	précédente,	on	obtient	le	résultat	voulu.	

	
	
Q.29/	Raisonnons	par	récurrence	sur	𝑛.	
	
Initialisation	(𝑛 = 1)	:	
	

Q ¹𝑒(W7D)6#
#

"-#6∈G'

= 𝑒W7D + 𝑒.(W7D) = 2 cosh(𝑡 + ℎ)	

	
Hérédité	:	Supposons	que	le	résultat	soit	vrai	au	rang	𝑛.	
	

Q ¹𝑒(W7D)6#
!7#

"-#6∈G!&'

= Q Q ¹𝑒(W7D)6#
!

"-#

𝑒(W7D)6!&'
6∈G!6!&'∈{±#}
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= Q ¹𝑒(W7D)6#
!

"-#6∈G!

𝑒W7D + Q ¹𝑒(W7D)6#
!

"-#6∈G!

𝑒.(W7D)	

	

= Q ¹𝑒(W7D)6#
!

"-#6∈G!

(2 cosh(𝑡 + ℎ))	

	
Puis,	en	appliquant	l’hypothèse	de	récurrence,		
	

= (2 cosh(𝑡 + ℎ))!7#	
	
Ce	qui	conclut.	
	
	
Q.30/	En	revenant	à	la	définition	de	𝑠!,	on	remarque	que	:	
	

Q 𝑒(W7D)U!(6)

6∈G!

= Q ¹𝑒(W7D)6#
!

"-#6∈G!

= (2 cosh(𝑡 + ℎ))!	

	
Ainsi,	en	reprenant	l’expression	de	𝑍!	donnée	à	la	question	28,	on	obtient	l’expression	voulue	en	
fonction	de	la	fonction	𝐺D .	
	
	
Q.31/	𝐺D	est	bien	définie	et	dérivable	sur	ℝ.	Soit	𝑥 ∈ ℝ7.	
	

𝐺DB (𝑥) =
𝑥 − ℎ
𝛽

− tanh(𝑥)	

	
L’équation	donnant	les	points	critiques	est	donc	:		
	

𝑥 − ℎ = 𝛽 tanh(𝑥)	
	
Cette	équation	fait	apparaître	une	valeur	critique	de	𝛽	(𝛽 = 1)	qui	nous	oblige	à	distinguer	deux	
cas.	
	
Cas	𝛽 ≤ 1 ∶	On	calcule	:	
	

𝐺DBB(𝑥) = tanh5(𝑥) +
1
𝛽
− 1

¬­®
-]

≥ 𝛼 ≥ 0	

	
𝐺DBB	est	donc	strictement	positive	presque	partout	(sauf	en	un	point	où	elle	peut	éventuellement	
s’annuler,	𝑥 = 0).	Ainsi,	𝐺D	est	strictement	convexe.	D’après	le	théorème	de	la	bijection,	elle	admet	
donc	un	unique	minimum	sur	ℝ7.	
	
Cas	 𝛽 > 1 ∶	 Dans	 ce	 cas,	 𝐺D	 n’est	 plus	 nécessairement	 strictement	 convexe,	 et	 il	 peut	 exister	
plusieurs	points	critiques.		
	
En	revanche,	on	peut	librement	utiliser	le	fait	que	𝐺D	soit	continue	et	coercive,	i.e.	 lim6→7R

𝐺D(𝑥) =
+∞	:	
	

𝐺D(𝑥) ∼
6→7R

𝑥5

2𝛽
− 𝑥 → +∞	
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Soit	𝑎 > 0.	Posons	Ω = {𝑥 ∈ ℝ7 ∶ 𝐺D(𝑥) ≤ 𝐺D(𝑎)}.	Alors,	Ω = 𝐺D.#([0, 𝑎])	et	𝐺D	est	continue,	donc	
Ω	est	fermé.	En	outre,	puisque	𝐺D	est	coercive,	Ω	est	borné.	Ainsi,	𝐺D	est	un	compact.	D’après	le	
théorème	des	bornes	atteintes,	𝐺D	admet	un	minimum	dans	Ω	:	
	

∃𝑢D ∈ ℝ7 ∶ 𝐺D(𝑢D) = inf
6∈^

𝐺D(𝑥)	
Or,	par	construction	de	Ω,		
	

inf
6∈^

𝐺D(𝑥) = inf
6∈ℝ&

𝐺D(𝑥)	

	
Ainsi,	𝐺D	admet	un	minimum	sur	ℝ7	atteint	en	𝑢D .	
	

(a) L’équation	des	points	critiques	se	résume	à	𝑥 = 𝛽 tanh(𝑥).	0	est	solution,	or	cette	solution	
est	unique	car	𝛽 ≤ 1,	donc	𝑢D = 0.	

(b) Si	𝛽 > 1,	alors	𝐺DBB(0) < 0,	donc	0	ne	peut	pas	être	un	minimum.	Or	le	minimum	est	atteint	
dans	ℝ7,	donc	𝑢D > 0.	

(c) On	a	:	
(i) Par	définition	d’un	extremum,	𝐺DB (𝑢D) = 0	;	
(ii) 𝐺;B(𝑢D) =

V+
H
− tanh(𝑢D)	or	𝑢D	est	solution	de	l’équation	des	points	critiques,	donc	en	

particulier	tanh(𝑢D) =
V+.D
H
,	ainsi	:	ℎ = 𝛽𝐺;B(𝑢D)	;	

(iii) 𝑢D	est	solution	de	 l’équation	des	points	critiques	:	𝑢D = ℎ + 𝛽 tanh(𝑢D)�������
`;

	donc	ℎ > 0	
implique	𝑢D > 0.	D’où	:	

	

𝐺DBB(𝑢D) =
1
𝛽
− (1 − tanh5(𝑢D))¬»»»»­»»»»®

a;
> 0	

	
	
Q.32/	Quand	ℎ = 0,	la	fonction	𝐺D	est	paire,	donc	symétrique	par	rapport	à	l’axe	des	ordonnées.	
En	revanche,	dès	lors	que	ℎ > 0,	la	symétrie	est	brisée,	et	 les	valeurs	prises	par	𝐺D	sur	ℝ.	ont	
tendance	à	être	supérieures	à	celles	prises	sur	ℝ7.	En	particulier,	pour	tout	𝑥 ∈ ℝ7,	𝐺D(−𝑥) ≥
𝐺D(𝑥).	Ainsi,	le	minimum	est	nécessairement	atteint	sur	ℝ7,	c’est	𝑢D .	
	
	
Q.33/	Soit	ℎ > 0.	
	

𝜓!(ℎ) ≔
1
𝑛
lnk𝑍!(ℎ)l	

	
D’après	la	question	30,	on	a	:	
	

𝜓!(ℎ) =
1
𝑛
lnxÝ

𝑛
2𝑒H𝜋𝛽

Ï 𝑒.!b+(6)d𝑥
7R

.R
z	

	

=
1
𝑛
lnxÝ

𝑛
2𝑒H𝜋𝛽

Ï 𝑒.!b+c(6.V+).!b+(V+)d𝑥
7R

.R
z	

	

= −𝐺D(𝑢D) −
1
2𝑛
lnk2𝑒H𝜋𝛽l +

1
𝑛
ln{Ï 𝑒.!b+c(6.V+)√𝑛d𝑥

7R

.R
|	

	
Dans	 le	dernier	 terme,	 la	 translation	de	𝑢D	 ne	 change	pas	 la	 valeur	de	 l’intégrale.	On	 effectue	
ensuite	le	changement	de	variable	𝑡 = √𝑛𝑥.	On	déduit	la	forme	voulue.	
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Q.34/	On	effectue	un	développement	limité	de	𝐺DÞ	au	voisinage	de	𝑥 = 0.	
	

𝐺DÞ(𝑥) =
6→;

x𝐺D(𝑢D) + 𝑥 𝐺DB (𝑢D)�����
-;

+
𝑥5

2
𝐺DBB(𝑢D) + 𝑂(𝑥@)z −min𝐺D¬»­»®

-b+(V+)
=
𝑥5

2
𝐺DBB(𝑢D) + 𝑂(𝑥@)	

	
Ainsi,	en	posant	𝛾D = 𝐺DBB(𝑢D) > 0,	on	déduit	:	
	

𝑓D(𝑥) =
6→;

𝛾D
2
	

	
En	outre,	𝑓D	est	continue	sur	ℝ∗.	Cela	 implique	que	𝑓D	est	prolongeable	par	continuité	en	0	en	
posant	:	
	

𝑓D(0) =
𝛾D
2
	

	
	
Q.35/	Pour	tout	𝑥 ∈ ℝ,	𝑓D(𝑥) > 0	donc	il	existe	𝑐D > 0	tel	que	pour	tout	𝑥 ∈ ℝ,	on	a	𝑓D(𝑥) ≥ 𝑐D .	
	
	
Q.36/	On	a	:	
	

Ï 𝑒
.!b+cd W

√!
e
d𝑡

7R

.R
= Ï 𝑒

.W"f+d
W
√!

e
d𝑡

7R

.R
	

	
D’une	part,	pour	tout	𝑡 ∈ ℝ,	
	

lim
!→7R

𝑒
.W"f+d

W
√!

e
= 𝑒.W"f+(;) = 𝑒.

g+
5 W

"
	

	
D’autre	part,	pour	tout	𝑡 ∈ ℝ,		
	

𝑒
.W"f+d

W
√!

e
≤ 𝑒.h+W" 	

	
et	𝑡 ↦ 𝑒.h+W" 	est	intégrable	sur	ℝ	car	𝑐D > 0.	
	
Ainsi,	d’après	le	théorème	de	convergence	dominée,	on	a	:	
	

lim
!→7R

Ï 𝑒
.!b+cd W

√!
e
d𝑡

7R

.R
= Ï 𝑒.

g+
5 W

"
d𝑡

7R

.R
= Ý

2𝜋
𝛾D
	

	
Par	conséquent,		
	

𝜓!(ℎ) = −𝐺D(𝑢D) −
1
2𝑛
lnk2𝑒H𝜋𝛽l¬»»»­»»»®

→
!→&-

;

+
1
𝑛
ln {Ï 𝑒.!b+c(6.V+)√𝑛d𝑥

7R

.R
|

¬»»»»»»»»­»»»»»»»»®
→

!→&-
;

→
!→7R

− 𝐺D(𝑢D)	

	
soit,		
	

𝜓(ℎ) = −𝐺D(𝑢D)	
	
	
Q.37/	On	a	:	
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𝐺;B(𝑥) =
𝑥
𝛽
− tanh(𝑥)	

	
Cette	fonction	est	continue	comme	somme	de	fonctions	continues	(même	dérivable).	En	outre,		
	

𝐺;BB(𝑥) =
1
𝛽
− (1 − tanh5(𝑥))	

	
Cas	𝛽 > 1	:	
	
Pour	 tout	 𝑥 ∈ [𝑢;, +∞),	 𝑥 ≥ 𝑢; > 0	 donc	 𝐺;BB(𝑥) > 0.	 Cela	 implique	 que	 𝐺;B 	 est	 strictement	
croissante	 sur	 [𝑢;, +∞).	 D’après	 le	 théorème	 de	 la	 bijection,	 elle	 réalise	 une	 bijection	 dans	
𝐺;Bk[𝑢;, +∞)l.	Or,	
	

𝐺;B (𝑢;) = 0, lim
6→7R

𝐺;B(𝑥) = +∞	
	
D’où	𝐺;B 	réalise	une	bijection	de	[𝑢;, +∞)	dans	ℝ7.	
	
Cas	𝛽 ≤ 1	:	
	
Dans	 ce	 cas,	 𝑢; = 0.	 Ainsi,	 𝐺;BB > 0	 presque	 partout	 (sauf	 éventuellement	 en	 0).	 Donc	 𝐺;B 	 est	
strictement	croissante	sur	ℝ7,	et	la	même	conclusion	que	précédemment	s’applique.	
	
	
Ainsi,	d’après	la	question	31,	
	

𝑢D = 𝐺;B.# a
ℎ
𝛽e
	

	
Cela	prouve	que	𝑢 ∶ ℎ ↦ 𝑢D	est	continue	sur	ℝ7.	En	outre,	pour	tout	ℎ > 0,	𝐺;BB(𝑢D) =

#
H
> 0	(on	a	

utilisé	le	point	(iii)	de	la	question	c	de	la	question	31).	𝑢	est	dérivable	sur	ℝ7∗ 	et	:	
	

𝑢B(ℎ) =
1
𝛽

1

𝐺;BB {𝐺;B
.# aℎ𝛽e|

=
1
𝛽

1
𝐺;BB(𝑢D)

=
1
𝛽
1
1
𝛽
= 1	

	
	
Q.38/	D’après	la	question	36,	𝜓	est	dérivable	sur	ℝ7∗ 	comme	composée	de	fonctions	dérivables	
sur	ℝ7∗ .	En	outre,	
	

𝑚(ℎ) = 𝜓B(ℎ) = −𝑢B(ℎ)���
-# d

dℎ
{
(𝑥 − ℎ)5

2𝛽
− ln(2 cosh(𝑥))| (𝑢D) =

𝑢D − ℎ
𝛽

	

	
	
Q.39/	On	a	:	
	

𝑚7 = lim
D→;&

𝑚(ℎ) = lim
D→;&

𝑢(ℎ) − ℎ
𝛽

= lim
D→;&

x𝑢; + ℎ𝑢B(0	)���
-#

+ 𝑂(ℎ5)z − ℎ

𝛽
=
𝑢;
𝛽
	

	
D’après	la	question	31,	distinguons	deux	cas.	
	
Cas	𝛽 ≤ 1	:	𝑢; = 0	donc	𝑚7 = 0	;	
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Cas	𝛽 > 1	:	Alors	𝑢; > 0	donc	𝑚7 > 0.	
	
CQFD.	
	
NB	:	 On	 vient	 de	mettre	 en	 évidence	 un	 paramètre	 d’ordre	:	𝑚7	!	 Il	 s’agit	 d’un	 paramètre	 qui	
caractérise	 une	 transition	 de	 phase.	 Ici,	 la	 température	 critique	 de	 transition	 de	 phase	 (dite	
température	de	Curie)	est	donnée	par	𝛽 = 1	(inversement	proportionnel).		
	

- En-dessous	 de	 cette	 température	 (pour	 𝛽 > 1),	 le	 matériau	 considéré	 possède	 une	
aimantation	permanente	𝑚7 > 0,	résultat	de	l’interaction	des	moments	magnétiques.	On	
parle	de	phase	ferromagnétique.		

	
- Au-dessus	 de	 cette	 température	 (pour	 𝛽 ≤ 1),	 le	 matériau	 ne	 peut	 posséder	 qu’une	

aimantation	 temporaire.	 En	 l’absence	 de	 champ	 extérieur	 (ℎ → 07),	 le	 matériau	 ne	
possède	 pas	 d’aimantation	;	 les	moments	magnétiques	 sont	 désordonnés.	 On	 parle	 de	
phase	paramagnétique.	
	

	
Q.40/	 L’intégrande	 est	 continue	 sur	 ℝ	 par	 composée	 de	 fonctions	 continues	 (l’espérance	 est	
linéaire	en	dimension	finie,	donc	continue).	
	
En	outre,	par	l’inégalité	triangulaire,	et	par	croissance	de	l’espérance,	
	

∀𝑥 ∈ ℝ, ã𝔼k𝑓(𝑥)lã ≤ 𝔼(|𝑓(𝑥)|) ≤ ‖𝑓‖R	
	
Ainsi,	pour	tout	𝑡 ∈ ℝ,	
	

å𝔼k𝑓(𝑥)l𝑒.
W"
5 å ≤ ‖𝑓‖R𝑒

.W
"

5 	

	

et	on	conclut	en	rappelant	que	𝑡 ↦ 𝑒.
."

" 	est	intégrable	sur	ℝ	(question	26).	
	
	
Q.41/	On	a	:	
	

å𝐸!,f − 𝔼{𝑓 a𝑛
#
O𝑀!e|å =

i.5k
èÏ é𝔼x𝑓 �

𝑡

𝑛
#
O
+ 𝑛

#
O𝑀!�z − 𝔼{𝑓 a𝑛

#
O𝑀!e|ê 𝑒

.W
"

5
d𝑡
√2𝜋

7R

.R
è	

	
Par	linéarité	de	l’espérance,		
	

= èÏ 𝔼x𝑓 �
𝑡

𝑛
#
O
+ 𝑛

#
O𝑀!� − 𝑓 a𝑛

#
O𝑀!ez 𝑒

.W
"

5
d𝑡
√2𝜋

7R

.R
è	

	
Par	l’inégalité	de	la	moyenne	pour	l’intégrale,	et	l’inégalité	triangulaire	pour	l’espérance	:	
	

≤ Ï 𝔼�ë𝑓 �
𝑡

𝑛
#
O
+ 𝑛

#
O𝑀!� − 𝑓 a𝑛

#
O𝑀!eë� 𝑒

.W
"

5
d𝑡
√2𝜋

7R

.R
	

	
Or,	𝑓	est	𝐾-lipschitzienne,	donc	:	
	

≤
𝐾

𝑛
#
O√2𝜋

Ï |𝑡|𝑒.
W"
5 d𝑡

7R

.R
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=
2𝐾

𝑛
#
O√2𝜋

Ï 𝑡𝑒.
W"
5 d𝑡

7R

;
	

	
Or,	
	

Ï 𝑡𝑒.
W"
5 d𝑡

7R

;
= î−𝑒.

W"
5 ï

;

7R

= 1	

	
Finalement,	on	a	bien	:	
	

å𝐸!,f − 𝔼{𝑓 a𝑛
#
O𝑀!e|å ≤

2𝐾

𝑛
#
O√2𝜋

	

	
On	en	déduit	que	:	
	

lim
!→7R

𝔼{𝑓 a𝑛
#
O𝑀!e| = lim

!→7R
𝐸!,f = Ï 𝑓(𝑢)𝜑R(𝑢)d𝑢

7R

.R
	

	
	
Q.42/	Soient	𝑢, 𝑣 ∈ ℝ.	On	distingue	les	différents	cas	possibles.	
	

𝑢, 𝑣 > 𝑥 +
1
𝑘
	 |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| = 0 ≤ 𝑘|𝑢 − 𝑣|	

𝑢, 𝑣 ≤ 𝑥	 |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| = 0 ≤ 𝑘|𝑢 − 𝑣|	

𝑢, 𝑣 ∈ a𝑥, 𝑥 +
1
𝑘
ò	 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣) = 1 − 𝑘(𝑢 − 𝑥) − 1 + 𝑘(𝑣 − 𝑥) = 𝑘(𝑣 − 𝑢)

⇒ |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| ≤ 𝑘|𝑢 − 𝑣|	

𝑢 ≤ 𝑥	et	𝑣 ∈ a𝑥, 𝑥 +
1
𝑘
ò	

𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣) = 1 − 1 + 𝑘(𝑣 − 𝑥) = 𝑘(𝑣 − 𝑥)
= 𝑘(𝑣 − 𝑢) − 𝑘(𝑥 − 𝑢)¬»»­»»®

`;
≤ 𝑘(𝑣 − 𝑢)

⇒ |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| ≤ 𝑘|𝑢 − 𝑣|	

𝑢 ≤ 𝑥	et	𝑣 > 𝑥 +
1
𝑘
	 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣) = 1	et	|𝑢 − 𝑣| ≥

1
𝑘
⇒ |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| ≤ 𝑘|𝑢 − 𝑣|	

𝑢 ∈ a𝑥, 𝑥 +
1
𝑘
ò 	et	𝑣 > 𝑥 +

1
𝑘
	

𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣) = 1 − 𝑘(𝑢 − 𝑥) = 1 − 𝑘(𝑢 − 𝑣) − 𝑘 (𝑣 − 𝑥)¬»­»®
l#4

⇒ |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| ≤ 𝑘|𝑢 − 𝑣|	
	
Dans	tous	les	cas,	𝑓	est	bien	𝑘-lipschitzienne	sur	ℝ.	
	
	
Q.43/	Soit	𝜀 > 0.	Soit	𝑘 ≥ 5

mn-
	

	

ℙ a𝑛
#
O𝑀! ≤ 𝑥e = 𝔼a1

!
'
/o!$6

e ≤ 𝔼{𝑓4 a𝑛
#
O𝑀!e|	

	
D’après	 ce	 qui	 précède,	 𝑓4 	 est	 𝑘-lipschitzienne	 sur	ℝ,	 donc	 on	 peut	 appliquer	 l’inégalité	 de	 la	
question	41.	
	

ℙ a𝑛
#
O𝑀! ≤ 𝑥e ≤ Ï 𝑓4(𝑢)𝜑R(𝑢)d𝑢

7R

.R
+

2𝑘

𝑛
#
O√2𝜋

	

	
On	choisit	𝑛;	tel	que	pour	tout	𝑛 ≥ 𝑛;,	on	a	:	

cpge-paradise.com
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2𝑘

𝑛
#
O√2𝜋

≤
𝜀
2
⇒ 𝑛 ≥ {

8
𝜀5𝑍R√2𝜋

|
O

	

	
Posons	alors	:	
	

𝑛; = õ{
8

𝜀5𝑍R√2𝜋
|
O

ö	

	
On	obtient	alors	l’inégalité	voulue.	
	
	
Q.44/	L’inégalité	précédente	est	valable	pour	n’importe	quelle	valeur	de	𝜀,	aussi	petite	soit-elle.	
En	particulier,	𝑛; → +∞	et	𝑘 → +∞	si	et	seulement	si	𝜀 → 07.	Or,	
	

lim
!→7R

Ï 𝜑R(𝑢)d𝑢
67#4

.R
= Ï 𝜑R(𝑢)d𝑢

6

.R
	

	
Donc,	
	

lim
!→7R

ℙa𝑛
#
O𝑀! ≤ 𝑥e = Ï 𝜑R(𝑢)d𝑢

6

.R
	

	
CQFD.	
	
NB	:	Il	s’agit	d’une	forme	de	théorème	central	limite	non	standard.	La	présence	d’une	densité	de	

probabilité	en	𝑒.
)/

'"	–	et	non	gaussienne	–	est	typique	d’un	comportement	au	point	critique	d’un	
modèle	de	transition	de	phase.			

cpge-paradise.com


