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BRIAD I
Epreuve d’Informatique 2 MPI 2025

Le jeu de Shannon

Préliminaires

L’éprenve est composce d'un probléme unique, comportant 33 (1[1.(‘,Stl()IlS. ) 1 L

Dans ce probldme, nous nous intéressons au jeu de Sluumm.t, qui est V3 geih ge stratégie
dans lequel 1'un des joucurs doit parvenir a établir une certaine connexion enl[l)osant des
picees de jeu, tandis que son opposant doit 'en empécher en essayant (10.10 vloquer. Le
brobléme est divisé en trois sections. Dans la premicre section (page 1), nous introduisons Jes
regles du jeu et une ¢tude de tournois. Dans la deuxiéme section (I’ﬂgf.3 5)1 nous f}nal.YSOHS les
stratégies de jeu conduisant P'un des joueurs & la victoire. Dans la troisieme section (Pagle 7),
nous ¢tudions la construction de deux arbres couvrants disjoints dans un g.raphe, ¢e quli est
un prérequis de P'une des stratégies d’un joueur, vue dans la deuxiéme SGCEIO{I. -

Dans tout I'énoncé, un méme identificateur éerit dans deux polices de caractere'zs d‘lfferentes
désigne la méme entité, mais du point de vue mathématique pour la police en italique (par

exemple n) et du point de vue informatique pour celle en romain avec espacement fixe (par
exemple n).

Travail attendu

Pour répondre a une question, il est permis de réutiliser le résultat d’une question précédente,
meme sans avoir réussi a établir ce résultat.

Selon les consignes, il faudra coder des fonctions A I'aide du langage de programmation C
exclusivement, en reprenant le prototype de fonction fourni par le sujet, ou en pseudo-code
(c.-a-d. dans une syntaxe souple mais conforme aux possibilités offertes par le langage C)
Inclure les entétes tels que <assert.h>, <stdbool .h>, etc., n'est pas demandé.

Quand I’énoncé demande de coder une fonction, sauf indication explicite, il n’est pas
nécessaire de justifier que celle-ci est correcte ou de tester que des préconditions sont satisfaites.

Le baréme tient compte de la clarté et de la concision des programmes :
de choisir des noms de variables intelligibles ou encore
blocs ou par des fonctions auxiliaires dont on dé

nous recommandons

de structurer de longs codes par des
crira le role.

1 Le jeu de Shannon

1.1 Implémentation du jeu en langage C

Un graphe non orienté et connexe G = (V,E) est fixé, ainsi que

deux sommets particuliers :
le sommet s et le sommet ¢. La lettre n désigne le nombre

de sommets.

Définition : Le jeu de Shannon sur le graphe G est un jeu qui se joue entre deux joueurs,
Positus et Minus, qui agissent  tour de role.

Chaque coup consiste & marquer une aréte qui
n’a pas été marquée précédemment. Dans ce jeu, Positus remporte la victoire 8'il parvient
a marquer un ensemble d’arétes dans lequel les sommets s ot t sont reliés par un chemin
(appelé aussi une chaine d’arétes). Minus gagne le jeu si toutes les aré

tes ont été marquées
sans que Posilus ne soit parvenu i relier les sommets s et t.
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En pratique, Positus « verronille » des arétes tandis que Minus « supprime » des arétes

encore jouables.

Indication C @ Dauns Pensemble du sujet, les sommets du graphe G = (V| ) sont numérotés
entre et n =1, 5 ={0,1,2,... .0 — 1}, Par convention, les sommets s et # correspondent
aux sommets de numéros 0 et 1. Les arétes deg graphes sont de la forme {u,v} et donc F est
un sous-ensemble de P(8) = {X ¢ § | |X]| = 2}. Nous notons M C E I'ensemble des arétes
marquées. Nous introduisons les déclarations suivantes.

ﬁ#define s 0

1.

2. #define t 1

3.

4 struct link {

5. int node;

6. struct link * next;

“ X

8. typedef struct link link_t;

9.
10. struct game {
11. int n; // Nombre de sommets
12. int nm; // Nombre d’aretes non marquees
13. link_t ** adj_arr; // Voisins non marques
14. int * cmps; // Composantes connexes creees par Positus
15. 1}
16. typedef struct game game_t;
17.

18. game_t gm;

Le type link_t permet de représenter des maillons de listes simplement chainées. Le graphe
(V, E ~ M) est représenté par un tableau de listes d’adjacences. Le type game_t permet de
représenter un jeu de Shannon en cours de déroulement. Dans les enregistrements de ce type

]

— le champ n désigne le nombre de sommets,
— le champ nm désigne le nombre d’arétes non marquées,

le champ adj_arr renvoie a un tableau de pointeurs otl, pour tout entier u compris entre
0 et n—1, le pointeur adj_array[u] désigne le premier maillon d’une liste simplement
chainée contenant tous les voisins du sommet « dans le graphe (V,E~ M),

le champ cmps renvoie 4 un tableau permettant de représenter les sommets reliés entre

eux par des arétes marquées par Positus selon une convention détaillée aux questions 6
et 7.

Une variable globale gn est utilisée dans tout le sujet pour désigner le jeu en cours. On
notera que les arétes marquées au cours du jeu sont perdues et ne figurent plus dans la
variable gm.

01 - Eerire une fonction C void gm_init(int n) qui initialise la variable globale gm afin

qu’elle contienne un jeu sur le graphe i n sommets et zéro arétes. Il est attendu que le tableau
gm.cmps contienne initialement les entiers 0, 1, ..., n — 1, dans cet ordre.
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(12 Eerire une fonction C void gn_addedge(int u, int v) dont ldfelt ) ((1)21]011?19,1 Une
arcte entre les sommets 4 of v an graphe stocké dans la variable globale gn. On veillers 3
representer une ardte par deux arcs orientés (u, v) et (v, u).

0 3 - Ecrire une

b Q o] 1
f()ll(:t.i()ll C vool gm_remove(int u, int v) dont Ieffet est de retirer une
arcte entre l(\\‘

sommets u et v au graphe gn et dont la valeur de retour est true si I
3 arerer 3 - » ’ ’ 3
suppression s’est bien déroulée, et false sinon.

Nous rappelons que la structue « unir & trouver » (ou, en anglais, union find) permet de
représenter les classes d’équivalence d’une relation d’équivalence pour un ensemble E. O
choisit d’implémenter cette structure a Paide d’un tableau associatif A, de taille n pour un
ensemble E de cardinal n dont les éléments sont numérotés de 0 & n — 1. Le tableau rend
compte d'une forét oy chaque arbre est orienté des feuilles vers la racine et représente une
classe d’équivalence. Pour un élément de numéro u, Afu] vaut u s'il s’agit de la racine, que

Pon appellera identifiant de la classe, ou A[u| vaut le numéro de son parent dans I'arbre
dans tout autre cas.

0 4 - Ecrire une fonction C int uf_find(int n, int * A, int u) dont la valeur de retour

est 'identifiant de la classe a laquelle appartient ’élément u dans la relation représentée
par A. Le tableau A ne doit pas étre modifié.

[J 5 - Ecrire une fonction C bool uf_unite(int n, int * A, int u, int v) dont l'effet est
de réunir les classes des éléments u et v dans la relation d’équivalence représentée par A. Il

n'y a pas d’effet si les éléments u et v appartiennent déja a la méme classe. La valeur de
retour est true si A a été modifié et false sinon.

Nous appelons Mt C E I'ensemble des arétes marquées par le joueur Positus. Nous
notons «~p la relation d’équivalence dans laquelle deux sommets v et v sont en relation si et
seulement s'il existe une chaine entre u et v formée d’arétes de M+, Les classes d'équivalence
sont ainsi les composantes connexes du graphe (V, M+). Nous utilisons le champ cmps de la
variable gm afin de stocker cette relation d'équivalence selon une structure « unir & trouver ».

(0 6 — Ecrire une fonction C int gm_find(int u) dont la valeur de retour est identifiant de
la composante connexe & laquelle appartient le sommet « dans le graphe (V, M').

O 7 - Ecrire une fonction C void gn_unite(int u,

int v) dont effet est de réunir les
composantes connexes des sommets u et v.

0 8 - Ecrire une fonction C bool has_P_won(void) dont la

valeur de retour indique si le jeu
est dans un état gagnant pour le joueur Positus.

0 9 - Ecrire une fonction C bool has_P_lost(veid) dont la valeur de

retour indique si le
jeu est dans un état perdant pour le joueur Positus.
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(710 Ecrire une fonetion C void play_P(nt u, int v) dont Peffet est de transformer la
variable gm en jouant 'aréte entre les sommets 4 of v par le joueur Positus. On se défendra,

A Taide d'une assertion, du cas on le coup jonud par Positus est illicite.

(111  Ecrire une fonction C void play_M(int u, int v) dont Peffet est de transformer la

variable gn en jouant Faréte entre les sommets u of o par le joueur Minus. On se défendra, &

Faide d'une assertion, du cas ot le coup joné par Minus est illicite.

1.2 Etude de tournois en langage SQL

Un tournoi de jeux de Shannon est une compé

tition dans laquelle s’affrontent exactement
deux joueurs (A et B) au cours de plusie

urs matchs. Le vainqueur d’un tournoi est le joueur

qui a gagne le plus grand nombre de matchs. Le role de chaque joueur (Positus ou Minus)
peut changer entre chaque match.

On dispose d'une base de donnée SQI, composée de trois tables (les clés primaires sont
soulignées)

— Joueurs(JoueurID, NomJ)
— Tournois(TournoilD, NomT, JoueurAID, JoueurBID)
— Matchs(MatchID, TournoilD, RoleJoueurA, VainqueurID)

dont voici certains extraits :

[ JoueurID ] Nomﬂ LTourrloiID ] NomT | JoueurAID l JouourBIlﬂ
2 Alice TournoiDul2Dec 2 8
8 TournoiDul7Fev 7 3
7 Charllc/' (7 TournoiDu29Mai 8 2
| MatchID | TournoilD | RoleJoueurA | VainqueurID |
119 82 Positus 2
934 82 Minus 8
925 82 Minus 2
384 61 Positus 2

Par exemple, le tournoi du 12 décembre a opposé Alice et Bob, il s’est joué en 3 matchs.
Alice, qui a gagné deux des trois matchs, a été victorieuse.

(] 12 - Ecrire une requéte SQL renvoyant le nombre de matchs joués dans chaque tournoi.
[ 13 - Eerire une requéte SQL renvoyant le nombre de tournois gagnés par chaque joueur,
[ 14 - Ecrire une requéte SQL renvoyant le nombre de fois o chaque joueur a joué le role

de Positus.
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2 Stratégies de jeu

2.1 Stratégies gagnantes

: § 18k s le jeu se termine toujours et justifo. .
O 15 Démontrer, A aide d’un variant, que le jeu ] Justifier il g
Peut pas se terminer par un mateh nul.
16 Rappeler la définition du terme stratégie gagnante.

vy y g dratédoia o s &1l o1
0O 17 Nous supposons que Positus dispose d’une stratégie gagnante s’i] Joue en seconq
Dé

v N 5 s ~ '] § mie
montrer qu'il dispose aussi d'une stratégie gagnante §’il joue en premier.

18

2 . . . . : ) .
Démontrer qu’il existe trois types d’instances du jeu de Shannon :

un type d’instance dans laquelle Positus dispose d'une strategie gagnante qu'il spjt
premier ou second joueur,
un type dans 1

aquelle Minus dispose d’une stratégie gagnante qu’il
second joueur,

soit premier ou

et enfin un type dans laquelle le

joueur qui commence la partie dispose d’une stratégie
gagnante.

On donnera un exemple de graphe G illustrant chacun des trois types.

2.2 Une stratégie pour Positus

Définition :  Selon la terminologie usuelle, nous appelons arbre couvrant tout sous-

den —1 arétes T C E ne contenant pas de cycle. 1] est rappelé les faits suivants -

— le graphe (V, T) est connexe;

— tout ajout d’une aréte e € E \ T, & un arbre couvrant T, crée un unique cycle noté
C(T,e);

ensemble

— si T est un arbre couvrant, alors, pour tout co

1ple de sommetg ue
unique chemin simple reliant v et v

t v de V, il existe un
avec des arétes de T,

(3 19 - Soient deux arbreh; couvrants T C F et T' C F ot une aréte o appartenant i 7.
Montrer qu'il existe une aréte 4 appartenant 3 T’ telle que Pensemble T — TU{B}\ {a}
est encore un arbre couvrant.

Indication C : Nous représentons tout arbre couvrant par un tableau T de taille n tel que
T[0] vaut 0 et, pour tout autre sommet u, Tlu] vaut le parent dy sommet u dans 'arbre
enraciné en ().

Pour représenter un arc, nous déclarons g
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19. struct pair {

20 int first;

21. int second;

2. } . . -

23. typedef struct pair pair_t;
(0 20 - Ecrire une fonction C pair_t edge_find(int n, int * T, int * Tprime, pair_t alpha)
ainsi spécifiée : |
Précondition : Les variables T et Tprime contiennent des arbres couvrants T et T sur les
meémes

n sommets. La variable o est un arc de I'arbre T orienté des feuilles vers la racine.
Valeur de retour : Une aréte B, appartenant & I’arbre T’

y telle que 7" = T U {B} < {a} est
encore un arbre couvrant.

O 21 —Ecrire une fonction C void eq

ge_swap(int n,
ainsi spécifiée :

int * T, pair_t alpha, pair_t beta)

lles vers la racine. La variable 3 est une aréte qui
W'appartient pas A ’arbre T telle que T

=TU{B} \ {a} est un arbre couvrant,.
Effet : Le tableau T est transformé afin de contenir I’arbre T,

Dans ce qui suit, nous supposons que Minus joue en premier.
Définition :  Pour tout ensemble de

sommets U C V qui contient les sommets s
notons Gy le graphe induit par U, c’e

st-a-dire le sous-graphe (U, Ey) oy,
By ={{v,v} € E|uwe U}.
Pour tout entier naturel k, nous notons M f

apres que k coups ont été joués par Positus. De méme, nous notons
des k arétes marquées par Minus apres que k coups ont étés jouds pa
appelons (X4) P'assertion suivante !

et t, nous

C E Tensemble des k arétes marquées par Positus,

M, CE I’ensemble
r Minus. Enfin, nous

Apres que 2k coups ont été joués par Minys et Positus, il existe un ensemble de
sommets U contenant les sommets s ot t ainsi que deux arbres couvrant le graphe
induit Gy, que ’on note T, C Ey et T} C Ey, tels que l'on a T}, N T, = M et (Fy)
(T, UTH)N M, = 2.

[J 22 - Soit k un entier naturel. Dans ce
et déja étés jouds et que I’assertion (T)
choisit de marquer une

tte question, nous Supposons que 2k coups ont d’ores

est vérifiée ; pour son (k +1)° coup, le Joueur Minus
aréte appartenant a Parbre T. Montrer que le Joueur Positus peut
alors trouver une aréte 3 marquer telle que assertion (T11) est vérifide,

[0 23 - Soit k un entier naturel. Dans cette question, nous su
Joués et que Iassertion (M) est vérifiée; le joueur Minus mar

ia e Ty g joue tus
a l'arbre Ty, ni a arbre T}. Montrer que le joueur Posit
I'assertion (Mtx41) est vérifice.

Pposons que 2k coups ont étés
‘ue une aréte n’appartenant nj

peut marquer une arate telle que
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s de la partie, il existe un entier naturel kg ]

f Y v 81 all cour
D 24 - D(‘lll()l]((l (lll(, S1 at X e
3 i i ors Posttus S ¢ une strategie gaguante.
(’1‘,\ ) ost Siltlb‘[‘ill‘-(‘,, i\‘l()lh 1031,tu.s [)()590(1 g
‘0

(] bl
{ue T'aggq,.

tion

. B . \
] 25 - Dans cette question, nous supposons que la paire {s,1} n’appartient pas 3 E et -

_Dans cet i fi , ) ;
notons G le graphe obtenu a partir de G en ajoutant une a.retc supplémentaire entre Jog
s ot t. Nous supposons que I’assertion (") est vraie pour le nouveau graphe (i

somets i Kol o
our Positus dispose d’une strategie gagnante lorsqu'il joue ep premier

Démontrer que le jou

3 Arbres couvrants disjoints

. H L b B .
Dans toute cette section, nous supposons que la paire { S, t} .n appartient pAa.S al ens?mble des
arctes E. Nous notons G le graphe obtenu a partir de G en ajoutant une aréte supplémentaire

entre les sommets s et ¢. Nous appelons £ ensemble d’arétes E U {s,t}.

3.1 Une condition suffisante pour ("Xy)

Soient T C E et T' C E deux arbres couvrants de G et ap une arréte n’appartenant pas a
TUT'. Notons Ly = {ag}. Notons L; C £ I'unique cycle C(T, o) présent dans I'ensemble

TU {CI()}.

Définition : Pour tout couple d’arbres couvrants, T C E et T" C E, notons §(T,T') le
cardinal de lintersection T'NT". Deux arbres couvrants Ty et Ty sont éloignés si le couple
(Tp, T3) atteint le minimum global de la fonction 0 parmi tous les couples d’arbres couvrants
de G.

Définition : Une aréte o € E est principale s'il existe un couple d’arbres couvrants T et T’
éloignés, tel que l'aréte o n’appartient pas a T U T".

" 4 AR E L apparte r

2l al
8T, T") < &(T, T).
Si L; ne contient aucune aréte de ’ "
U C(T,a) qu alcune arote (}" T n T’, nous appelons Ly C E la réunion des cycles
»@) qui se créent lorsque 'on ajoute & T’ Pune des arétes de L.

a€ly

[J 27 - En supposant qu’il exis &
f sant qu il existe une aréte @y € Ly appartenant 3 ', construir
arbres couvrants T et T' du graphe @ tels que . T construire den
§(T,T') < §(T, T").

Ph S l‘ ”" 3 Y .
1s generalement, nous construisons par récurrence la

(I’CIISC]IJ})]CS darétes ol Suite crolssante (Lk')kEN - E
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pour tout entier k > 1, si Pensemble Ly, ne contient ancune aréte de T'NT’, alors on

pose
l"lkl | = U (‘v(rlv’ v

(I(-qu

pour tout entier & > 0, si Pensemble Ly, ne contient aucune aréte de TNT', alors on

pose
L‘Zk L2 = U (](T’ ¥

a€log

9Q 2 $
(128 — Démontrer que 'un ou Pautre des cas suivants se produit :
- la suite (Ly)gen € EN n'est définie que pour un nombre fini de termes et dans ce cas
montrer qu'il existe deux arbres couvrants T' et T’ du graphe G tels que

§(T,T') < &(T,T') ;

— ou bien la suite (Ly)gen € E est définie pour tout rang & et donc qu ’il existe un rang a
partir duquel la suite est égale & une constante Aag) C E.

0 29 - Démontrer que, si aréte {s,t} est une aréte principale du graphe G, alors I'asser-
tion (X)) est vérifiée.

3.2 Recherche des arétes principales

[J 30 — Nommer un algorithme qui construit un arbre couvrant pour le graphe G et qui soit
cohérent avec les choix opérés par le type game_t de représenter un graphe par des listes
d’adjacence.

Soit T et T' un couple d’arbres couvrants ¢loignés. On pose

P= U A(OL()).

agEEN(TUT?)

On appelle U I'ensemble des arétes incidentes & P. On appelle ny le cardinal de U, mp le
cardinal de P, et ¢ = |E ~ (TUT')| le nombre d’arétes hors de T et T". On note & le nombre
de composantes connexes de (U, P).

Soit T et 7" un autre couple d’arbres couvrants éloignés.

Notons & le cardinal de (E ~ (TUT")) N P.

[J 31 — Montrer que
¢z ¢ 2 mp—2ny — k).

En déduire que le cas 2 de la question 28 se produit pour toute aréte cp uniquement quand
T et T" sont ¢éloignés.

[ 32 — D’apres la question 28, pour toute aréte g n’appartenant pas & TU 7", ’ensemble
A(ag) C E est bien défini. Démontrer que P est I'ensemble des arétes principales.

Page 8 sur 9 Tournez la page S.V,P.



cpge-paradise.com

Epreuve d’Informatique 2 MPI 2025

[J 33 Expliquer comment on peut construire 'ensemble des arétes principales et en déduire
une stratégic gagnante pour un joueur. Une réponse en pseudo-code est permise, mais seule
la logique de programmation sera évalude.

FIN DE L’EPREUVE
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