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Modele SIR pour la propagation d'épidémie et séries de Dirichlet

Notations
Soit J un intervalile de R.

* L'ensemble C¥(J,R) avee k € N* désigne 'ensemble des fonctions f : J — R dont
les dérivées jusqu'a ordre k existent ot tolles que f% soit continue sur .J,

* L'ensemble C>(J, R) désigne 'ensemblo des fonctions f : J — R indéfiniment
dérivables sur J.

* 3i f:J = R une fonction bornée, on note

Iy = sup {|f ()], x € J} . !

Introduction
Dans ce sujet, on étudie 'équation différentielle non linéaire
! 1 (x)
(B): y(@)+u)+1= e
dont I'inconnue est une fonction y : R, — R. On montrera en P
5 : - SO YR S per ; :
equation peut-étre utilisée pour caractériser In propagation d’'unc

sein d'une population d’individus.
On admet dans tout le sujet que le probléme de Cauchy

artic V que cette
¢épidémie non létale an

]

(C): { V() +y(e)+1 = %(._kt-r)
y(0) =0

admet une unique solution y € C®(Ry,R), que 'on va chercher approcher de plusicurs
manieres.
Partie | : Linéarisation de (F)

Pour approcher la solution y du probléme de Cauchy (C'), on propose dans un premier

*

temps de linéariser I'équation (E). Comme jest continue et vérifie y(0) = 0, on remarque

au voisinage de 0 que -
[ exp(y(z)) ~ 1+ y{m
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On propose done d’approcher ¥ par la solution de I'équation différentielle linéaire
¢ 1
(Ee):  w'(z) +uf) +1 = 5(1 +u(e)),

kH . i . - o
dont P'inconnue est une fonction u : Ry — R. On introduit de méme le probléme de
Cauchy associé

u'(z) +u(x)+1= %(1 +ulr))

Ce)
o u(0) =0

/1/ b Justifier qu'il existe une unique solution u au probléme de Cauchy (Cy), donner
son expression et dresser son tableau de variation.

> Montrer qu'il existe une unique solution constante de I'équation (), notée v € R,
et vérifier que la solution u trouvée en question 1 satisfait

i, u(a) =

On admet & présent dans toute la suite du sujet que les propriétés observées sur u,
la solution de (C)), restent vérifices sur y, 1a solution de (C). En particulier, on admet

que :

» y est décroissante sur Ry,

e lim y(z)=c,onceR.

Z=40

b Montrer que ¢ est une solution constante de (K), puis que () admet exactement
deux solutions constantes notées ¢; et e telles que ¢; < 0 < ¢. En déduire la

valeur de ¢ en fonetion de ¢; et e..

Partie Il : Séries de Dirichlet

On propose dans cette partie d'étudier des sérics de fonctions particulitres appelées

séries de Dirichlet.

Définition 1 Une série de fonctr’oni Y féi est dite de Dirichlet si

n>0

Vre Ry fulz)= Hﬂc_lﬂza

Tournez la page S.V.P.
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ott la suite de réels (an)aen vérifie, pour une valeur donnée MeR,,
——

M
VReN |a,| < i2—
et la suite de réels (An)nen est strictement croissante et vérifie
=0, niﬂto An = +4og, et An Phe 28 0 (n}_.-

; —
Pour tout k € N, on définit alors la quantité
n=I1

/t/ > Montrer que pour tout k & N, les réels by sont bien définis.

ﬁ Montrer que toute série de Dirichlet > fu converge uniformément sur Ry. On
—ee HEU
note alors f sa somme. Justifier que f est continue sur R,.

9/ > Exprimer f(0) et :11'11100 f(z) en fonction de ay et by.

7 > Soit k € N*. Montrer que f € C*(R4, R) et donner une expression de  +3 f5)(z).
Exprimer ensuite f l:’”({]) en fonction de by.

8 o Montrer que si f(x) = 0 pour tout z € R, alors a,, = 0 pour tout n € N.

Partie 11l : Relations sur les coefficients de la série de
Dirichlet

Revenons au probléme de Cauchy (C), et & I'étude de sa solution y € C*(Ry, R),
Supposons dorénavant que y est la somme d’une série de Dirichlet, c'est-a-dire que

400
Ff';r ERy ylx)=) a“ﬂ"“"’]
n=0

oil les suites (an)uen et (An)nen vérifient les propriétés mentionnées en Définition 1. On

introduit également la fonction g € C*(R, R) définie par
Vze R, g(z) =™,

9 v Exprimer ag et by en fonction de la constante ¢ introduite en partie I.

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

e-paradise.com

}ﬂ/b En utilisant 'équation (E) satisfaite par y, calculer by.

11 > Montrer que pour tout k € N*,
g (0) = (—1)"dx,

ot les coeflicients dy sont définis par

| E (k-1
do =1, ot k=1 r!;_.‘:L i1 i ibi.

i=1

12 > Soit k € N*. En utilisant 'équation (E), satisfaite par y, exhiber une relation de
récurrence liant by g, by et dy.

Partie IV : Approximation de la solution y

Soit N € N*. Pour approcher la solution y de (C'), on propose dans cette part ie
de tronquer toutes les sommes en s'arrétant au terme de rang N. Les résultats de la
Partie IIT permettent d’obtenir une approximation des quantités g, définies pour tout

k € N par
N
;3_# = E .-"\:‘;ﬂ.".
n=1
On introduit également la fonction tronquée yy : Ry —+ R définie par

N
vreR, yn(x) =) a.e

n=

—AnT

=

En se donnant les valeurs de la suite (Ap)aen, on veut dans cette partie calculer les
valeurs des coefficients a,, pour n de 1 & N. On utilisera les notations

() ﬁl]
I r
A= = ecRY, e B= bjl ERY.
ay Bn-
13 © Montrer que
M

lyw = Yo, < L

et déduire que yy converge uniformément vers y sur Ry. Proposer ensuite un
intervalle J € R; oi la majoration de |yxy — y||~.s serait plus fine.

Tournez la page S.V.I.
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o 2 icitera.
14 &> Montrer que VA= Bon Ve M ~(R) est une matrice que l'on expl

: ; N
15 & Prouver que le systtme VA = B admet une unique solution A € ™.

Partie V : Modgle de propagation d'épidémie SIR

s 5 A ] - # et 1 i
Pour modéliser la propagation d'une ¢pidémie non létale au sein d'une population
d'individus, on peut utiliser le modele de propagation d'épidémie appelé SIR. Dans ce
modéle, la population est séparée en trois groupes

* Le groupe des personnes susceptibles, n’ayant pas attrapé la maladie, est noté S et
sa proportion au cours du temps est représentée par la fonction S € C*(R,, R).

* Le groupe des personnes infectées par la maladie est noté [ et sa proportion au
cours du temps est représentée par la fonction I e C™(Ry, R).

* Le groupe des personnes ayant contracté la maladie puis récupéré est noté R, On
suppose qu'un individu ne peut attraper la maladic qu'une seule fois dans sa vie.
Une fois dans le groupe des individus récupérés, il y reste définitivement et ne
redevient jamais susceptible. La proportion du groupe R au cours du temps est
représentée par la fonction R € C*(R4,R)

On a ainsi la relation

Vee Ry  S(x)+ Ix) + R(z) = 1.

Dans un modéle de propagation d'épidémie SIR, ces trois fonctions sont de plus des

solutions d'un probléme de Canchy associé & un systéme d’équations différentielles non
linéaires

S'(x) = ~I(2)S(x)
; I'(z) = I(z)S(x) — I(x)
®: 1 R@) = 10 '
5(0)=So, I(0)=1Iy, R(0)= R,

ol Sy, fy, Ry € [0,1] sont les conditions initiales. On admet dans la sujte le résult
suivant ;

at

Théoréme 1 Pour (So, fo, Ro) fizés, le probléme de Cauchy (F) admet une unique so-
lution (5,1, R) € (C*(Ry,R))’. De plus, si (S,1,R) et (S,I,R) sont les solutions
associces aur condilions initiales (Soy do, Ry) et (Sy, I, Ha), alors

(So.To. Ro) # (S0, lo. Ro) = VzeR, [.q(x),f(r},fl’{:i:)]?é(g{ﬂf},f{r),ﬁ(m)).

[y |
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e Shllpposmm que Sy = 0. Donner P'expression du triplet solution (8,1, R) du sys-
teme ().

17 » Montrer que si Sp > 0 alors la fonction S du triplet solution (S, 1, R) de (F') ne
£ . N ’ = & pud
s'annule jamais, et en déduire que S est strictement positive.

18 & Supposons que Sy > 0. Montrer que la fonction S du triplet solution (5,1, R) de
(F') vérifie la relation

On se place a partir de maintenant dans le cas ol Sp = 1/2, I =1/2 et Bo = 0. On
introduit de plus la fonction h : Ry — R délinie par

(=)

Vee Ry h(z)=In (%h) = In (25(x)) .
0

19 > Montrer que h est solution du probléme de Cauchy (C).

Pour approcher la fonction S, on introduit la fonction Sy : Ry — R définie par

1 N
Vre Ry Sy(r)=See™™ = gexp (L aﬂe_w) .

=0

20 » Montrer que Sy converge uniformément vers S sur R, quand N — +co et que

MM
ISy — Sleciry < N

Partie VI : Modéle probabiliste

Toutes les variables aléatoires que I'on sera amené a considérer dans la suite sont
définies sur un espace probabilisé (22, A, P). On rappelle que (:) est nul si b > a.
Pour toute suite de variables aléatoires (Up)n>0, on note :

vneN, AU, =Us41—Un

Tournez la page S.V.I.
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g divi et 1'on fixe
Dans tout ce qui suit, on considére une population P de M = 1 individus,

K € {0,...,M}. On note

E = {(s,i,r) € N%, s+i+r=M}.

On considére maintenant un autre modéle de propagation de la méme épidémie non
létale pendant plusicurs jours au scin de la population P.

Chaque matin, la population se répartit en trois classes distinctes : les personnes
susceptibles (jamais infectées), les personnes infectdes, et les personnes rétablies (et
désormais immunisées). On note S, I, et i, les effectifs des trois classes au matin du
n-iéme jour et 'on convient que

So=0,0p>1,

de sorte que I'on ne soit pas dans un cas trivial ot I'épidémie est finie ou ne peut pas
comimencer.

Lorsqu’au matin du n-itme jour, (S,, I,,, R,) = (s.1, r) € E, I'évolution quotidienne
est la suivante :

— dans la journée, chacune des s personnes saines rencontre, indépendamment des
autres, A" personnes au hasard parmi les M personnes de la population totale. Dés
que P'une au moins des rencontres se fait avee une personne infectée, la personne
saine en question devient infectée le lendemain matin ;

dans le méme temps, chaque personne infectée pent guérir a la fin de la journée
avec une probabilité p fixée dans |0, 1],

21 © Soit (s,1,r) € E. Conditionnellement & I'événement ((5',..f,,, R,) = [s,i,r)), quelle
est la probabilité, notée p(i), pour une personne susceptible d’étre infectée lors de
cette journée

22 b Soit Z une variable aléatoire a valeurs dans {0,..., M}, montrer que ;

M
ElZl= Y ( kl‘(Z:kl(Sn,fn,ﬁn}:(s,i,r)))P((gmf“,fa’,,)z(s,i,r]).
(sdir)el \k=0
(1)

23 & Justifier que pour tout n > 0, les variables aléatoires S, I, ot R, ainsi que les
variables aléatoires ASy,, Al et AR, ont une espérance finie.

24 & Etablir lidentité suivante

E [m"t,.] = pE [1] !
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25 & Etablir Pidentité suivante : pour (s,i,r) € E, pour tout k € {0+, sh
" o i 5 A\E :
P(ﬂSn =—k 1 (Sny In, Ra) = (5,14, T)) = (L) (p[z]) (1 = 3"[‘})

26 = Montrer que

a—k

E [ﬂgn] =B [gn P(fn)] )

puis en déduire I'équation satisfaite par E [& fn]-

FIN DU PROBLEME
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