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Inégalités de Khintchine

Inégalité de Holder

1 1
Soient p,q € |1, +oo] tels que — + — = 1. Soient X,Y € L%(Q) que I'on suppose toutes les deux positives.
P q

1 > Inégalité de Young.
Siz =0 ouy =0, I'inégalité est triviale.
Supposons > 0 et y > 0.

. L -1 e iy
La fonction In : R} — R est concave ( car sa dérivée seconde est x — —5 < 0 ). L'inégalité de concavité donne ,
x

1
pour tous a,b>0et)\=;O elo, 1],
In(Aa+ (1— A)b) > Aln () + (1 — A)1n (b)

donc

1 1 11
comme —1In (a) + =In (b) =In (a;b;) alors
¢ a b 11
— 4+ — >arba.
b q

Cette inégalité appliquée a : a = xP et b = y? s’écrit

P q
Ainsi |Vz,y € Ry, zy < —+y— i
p q

2 > Inégalité de Holder pour les variables aléatoires :

e Soient X,Y € L%(2) positives.
Si E(X?) =0, comme X? > 0, alors X? = 0 presque stirement (p.s.), donc X =0 p.s. Alors XY =0 p.s., et
E(XY) = 0. L’inégalité est donc vérifiée. De méme si E(Y'?) = 0.
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o Supposons || X[, = (E(X?))"? = L et V]|, = (E(Y7)"" = 1.

D’apres Q1, pour tout w € €2, on a

X(w)Y (w) < +
(W)Y (w) p .
ce qu’on peut écrire
XP v4
XY <—+—
p q

L’espérance est une application linéaire et croissante , donc :

1 1 11
E(XY) < —E(X?) + ~E(Y!) =~ 4+ - =1.
p q poq
Comme || X||, =1 et [|[Y]|; =1, on a bien E(XY) < || X|,||Y,-
Si [ X[lp > 0 et [|Yly >0, posons X' = - et Y/ = g7 . Ona E((X)") =1 et E((Y')") = 1. D’apres le

cas précédent on a E(X'Y’) < 1. Substituons X’ et Y’ par leurs expressions :

X v 1
E( > _ E(XY) <1
XN IYNlg /11X pl1Y llg

done | E(XY) < | X[,V ]I, = (E(X))"/P(E(v7))"/*

Sip=g=2,
On a alors 1/p+1/qg=1/241/2 = 1. Les conditions sont vérifiées. L’inégalité de Holder devient :
E(YY) < (E(X%) 7 (E(?) .

C’est I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour ’espérance.

Preuve directe :
Considérons le polynéme en t € R: P(t) = E((X — tY)Q). Puisque (X — tY)2 > 0, son espérance est positive
ou nulle : P(t) > 0 pour tout ¢. Développons P(t) :

P(t) =E(X? - 2tXY + #?Y?) = E(X?) — 2tE(XY) + t*E(Y?).

P(t) est un polynéme du second degré en t.
Si E(Y?) =0, alors Y = 0 p.s., E(XY) = 0, I'inégalité est vraie.
Si E(YZ) > 0, alors P(t) est un trinéme du second degré qui reste toujours positif ou nul. Son discriminant

A doit étre négatif ou nul. On a
A =4((E(XY))? —E(X?)E(Y?)) <.

donc

(E(XY))* < E(X?)E(Y?).

Comme X,Y > 0 alors E(XY) > 0, ce qui donne :

E(XY) < /E(x2),/E(v?) = (E(X?)*(E(¥?)">.

2
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Une inégalité de déviation

Soit (X;) une suite de v.a.i. indépendantes suivant la loi de Rademacher (P(X; =1) =P(X; = —-1) =1/2).

i€1,n]

4 © On utilise les développements en série entieére : On a pour tout ¢t € R

_ /2 _ _
h () = ,;) err T Z_:O IR DE

On compare les coefficients des termes t2¢.

Onasik=0, 3% =1,

Si k> 1 alors

(2k)!  (2k)(2k — 1)...(k + 1)

2k kI ok

h
et on a 5 > 1 pour tout h € {k+1,...,2k} , donc

|
(2k)! > 1
2k k! —
. 1 1 - s e
Par conséquent, m < Tk Comme tous les termes des séries sont positifs, on peut sommer les inégalités terme
a terme :
() i t2k oo t2k t2/2
ch(t) = < — =
| — k.|
prs (2k)! pr k!

d’ou le résultat .

n
5> Soit t >0et (c1,...,¢,) € R™ Posons S = Y ¢; X;.
=1

e On a
n
E(e) = E<exp <tZC¢XZ'>)
i=1
n
= E(HetCiXi).
i=1
Les variables aléatoires X; sont indépendantes donc les variables aléatoires Y; = et“Xi sont donc aussi

indépendantes. L’espérance du produit de variables indépendantes est le produit des espérances donc :

n

E(etS) — H E(etciXi).
i=1
e Calculons E(efciXi).

1
X, prend les valeurs 1 et —1 avec probabilités 3 chacune, donc par le théoréeme du transfert :
etci + eftci

E(etciXi) _ etci(l)P(Xi — 1) + etci(—l)P(Xi = _1) = 72 =ch (tci).
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e Conclusion :

On a

et d’apres la question Q4
2
ch (tcl) < e(tci) /2 — etQC?/2'

n
cg).
=1

Ce qui donne

[\

n
t
E(etS) < t2c2/2 _ (
(e )_He exp | 5

=1 7
d’ou le résultat.
6 > Soitt >0,x>0et (c1,...,c,) €R™
n n
Posons S = > ¢;X; , Y =e" et V2= .
i=1 i=1

E(Y)

a

e Comme Y est positive et a = e'® > 0 , I'inégalité de Markov pour Y et a donne : P(Y >a) < , donc

E(exS)

P(e$5 Z etl’) é etx

En utilisant le résultat de Q5 , E(eS) < ez V?/2,

er?V?/2

P(e:rS > et:r) < ft:pe:rQVz/Q'

etm =

e Le résultat est valable pour la famille (—cy, ..., —cy,) , donc
P(e—ccS > eta:) < e—ta:earQVz/Z
On a 'inclusion des évenements :
{ex|5\ > etz} C |:ez\5| > etm] C {e—xS > etw} U {exs > etm}

donc

P(ex|S| > eta:) < P(e—:cS > etm) + P(ezS > etx) < 2€_mex2‘/2/2.

d’ott P(exw‘ > el?) < 2e~twer?V?/2 |

n n

7 > On garde les mémes notations : S = > ¢;X; et V2= 3 2. On a supposé V2 >0 .
i=1 i=1

Soit t >0et x> 0.

On a

7191 > ef*] = [|S] > a]
La question Q6 donne
P((|S] > z) < 2e te®"V*/2

Considérons la fonction g; : A — )‘22‘/ 2 At pour A > 0.

On a g;(\) = A\VZ — ¢, elle s’annule en \g = % , ol g; atteint son minimum . La valeur minimale est donc

t 12
M\v2) = T
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Donc

P(|S|>z) < 20 e ? VP2 < 9e=t/2V7

D’ou le résultat demandé.
Inégalités de Khintchine

Soit p € [1,+oo[. Soit (X;);cq1,n] une suite v.a.r. Rademacher, indépendantes. Soit (ci,...,c,) € R™

8 > Soit X une v.a. r positive et finie. Soit Fx(t) = P(X > t) pour ¢t > 0.

e Convergence de l'intégrale :
» En 0 :
Comme p > lalors t — tP~lest bornée au voisinage de 0 de plus on a |Fx(t)| = [P(X >t)] < 1, donc la
fonction ¢ — tP~1Fx(t) est intégrable au voisinage de 0 .
» En +o0:
X une variable aléatoire finie ( X (Q2) est un ensemble fini ) et elle est bornée. Soit M = max X (Q2), donc

X(w) < M pour tout w € Q |, par suite. Fx(t) =P(X >¢)=0si¢t> M. Donc on a

x M
p—1 p—1
/0 Pt /O = Py (£)dt

D’ou la convergence de l'intégrale .

e Soit X une v.a. réelle positive et finie. Posons X (Q) = {z1, 22, ..., 2y} avec

0<z1 <29<- < Ty =M (M =maxX(Q))

= Zxﬁ P(X = zx)

k=1
On décompose l'intégrale (en prenant xg :=0) :

+o0 Tm
/ ptP L Fx (t)dt :/ ptPIP(X > t)dt = Z/ ptPIP(X > t)dt
0 0 Thk—1
Pour tout ¢ € |zg_1, 2| on a P(X > t) = P(X > ) (constante), donc

—+o00 1 Tk 1 m
/O ptP L Fx (t Z P(X > :ck)/ ptP~ldt =Y P(X > ay) (2] — af_y).

k=1 Tr—1 k=1
Simplifions cette somme
m m m
S OPX >ap)(ah —al_) =D P(X >ap) af — Y P(X >uay) af_,
k=1 k=1 k=1
m m—1
= Z P(X > ay) of — P(X >xzj41) x? (Changement j =k — 1)
k=1 j=0
m—1
=D ap (P(X =) = P(X 2 ap41)) + 27, P(X 2 an) — 2 P(X > 1)
k=1
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Or, I'événement [X > x| est la réunion disjointe de [X = x| et[X > z441]. Donc,
P(X > xk) = P(X = xk) + P(X > xkﬂ)

Ce qui implique :
P(X > ) = P(X > 2p41) = P(X = my)

De plus, comme z,, est la plus grande valeur, 'événement [X > z,,]| est simplement [X = x,,], donc
P(X > zp) = P(X = x5).

On obtient alors

m m—1
S OPX Zap)(ah —ah_y) = > #hP(X = ap) + 2h,P(X = ay,)
k=1 k=1
par suite
+o00 m
/ ptP T Fx(t)dt = > aiP(X = a3) = E(XP)
0 k=1

o] “+oo
Ainsi | E(XP) :p/ tPIP(X > t)dt :p/ tP= L Fx (t)dt.
0

0

n
9 > On suppose > ¢ = 1.
i=1

o0
e Convergence de l'intégrale / e 24y .
0

. 1
La fonction ¢ : ¢ — t3¢~"/2 est continue sur [0, +o0| et ©(t) il 0<t2> , donc ¢ est intégrable sur [0, +oo[
o
. D’ou la convergence de l'intégrale .

n n
e Soit S = Y ¢;X;. On suppose V2 = Y ¢? = 1. On applique la formule de Q8 & la variable aléatoire |S|*.
i=1 i=1

E(SY) = E(|S|Y) = 4/000 H1P(|S| > )t

De Q7 on a
P(|S| >¢) <P(|S| >t) <2 /2 (V2=1).

Ce qui donne |E(S*) < 8 / e V2t |
0

o0
Une intégration par parties donne 8/ B3e=/2dt = 16 .
0

10 > Soit S = 3" ¢; Xi.
=1

e On a par linéarité de I'espérance :

CiCjE(Xin) .
1

B(S) =B(Q_ D e XiXj) =3 ]

i=1j5=1 i=1j

e Calcul de E(X;X)).
Sii=j, E(X;X;) = E(X?). Puisque X; prend les valeurs 1 ou —1, donc X? = let E(X?) = 1.
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Si i # j, les variables X; et X; sont indépendantes , donc E(X;X;) = E(X;)E(Xj).
Calculons E(Xj;) :

E(X;))=1-P(X;=1)+(-1)-P(X; =—-1)=1-(1/2) —1-(1/2) = 0.

Donc, si i # j, E(X;X;) =0x0=0.
Ainsi E(XZX]) = 61’,]' .

e Conclusion :

La somme se simplifie :

n n

E(S?) = En:cicZ-E(Xf) + aici(0)=> 1= ¢
i=1

i#j i=1 i=1

D’ou |E(S?) = i 2.
i=1

11 > Soit S = i c; X;. Soit V = 3 C?.
i=1 \ i=1

On veut montrer ||S], < Bpl|S|l2 (avec ||S]|, = E( \S\p)l/p).

D’apres Q10, on a

1/2 1/2
ISl = E(s%)* = (v3)* = V.

Si V =0, alors tous les ¢; sont nuls, S = 0, et I'inégalité est vraie pour tout f,,.

Supposons V' > 0. Soit ¢; = % Alors

n

1 n
Z(C§)2 = WZQZ =1
i=1

i=1
: ! = / 1
Soit S’ = ‘21 ;Xi = 5.
1=
Par un raisonnement similaire a la question Q9 on obtient pour tout p > 1 :

E(|S']7) < 2p/0 124t = K,

Ce qui donne E(|£8|") < K, et E(|S]") < K, V7.
En prenant (3, = K;/p on a (E( |S|p)1/p < ByV.
Ainsi | |[Slp < Bpl|S]l2] -

12 > On suppose p > 2. Montrons que||S|j2 < ||S]|, avec S = i ¢i X
Si p = 2, 'inégalité est évidente . =
Supposons p > 2, prenons ¢ = p/2 > 1 et r > 0 tel que

1 1 g—1 p-—2

1= -_F <
r q q p
Appliquons I'inégalité de Holder a |S|> = |S|? - 1, avec les exposants ¢ = p/2 et r = p/(p — 2) :
E(ISP) =E(ISP-1) <E((ISP)") " B
On a E(|S]”) =E($%) et E((1S)") = E(|S]") = E(|S[") , done
E(IS*) < E(Is]P)"" -1

7



cpge-paradise.com

Substituons g = p/2 :
2
E(ISI*) <E(ISP)*"

Ainsi

1/2 1
E(S1*)"? <E(|S]7)""

Ce qui s’écrit aussi | ||S]|2 < ||5]lp- |-

(Remarque :On peut utilise l’inégalité de Jensen. Pour r = p/2 > 1, la fonction ¢(x) = " est convexe sur Ry,

alors on a : $(E(S?)) < E(¢(S?)), soit (E(S?))P/2 < E((S?)P/?) = E(|S|P)...)

13 > On suppose 1 <p<2.

On résout 1’équation d’inconnue 6.

1_ 0, 1-0
2 4
On a
1 6 1-90 D
5=, 1 p +p(1—0) -
L’application z + 1 est croissante sur [1,2[, doncsip e [1,2[, 0 = 4%1) € [%, 1[. D'ou 6 € ]0,1].
—x

14 > On suppose 1 <p< 2.

n
Soit S = > ¢; X;. On veut montrer
i=1

E(S%) < (E(ISP")*/P(E(IsI*)) 072,

On a
10 n 1-6
2 4
donc
1= 1 n 1
(p/20) = (2/(1-9))
Ecrivons
E(5%) = (S|P )
2
et utilisons 'inégalité de Holder avec les exposants a = % et b= 135"

(ISP E(SPO))
(E(|S|%2)) 1/a (E(|S|2b(1—9)))1/b

E(S?)

IN

A

Comme 26a = p et 2b(1 — 0) = 4 alors
26 1-0)/2
E(?) < (E(ISI)*" (E(s)™

15 > On suppose 1 <p<2.
Montrer qu’il existe &, > 0 tel que &,||S|2 < ||S|p -
De 'inégalité de Q14 , avec § = p/(4 —p) on a :

E(S%) < (E(IS1")™" (E(s|%) "2
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soit encore

2(1-6
Isily < IS IS 13" @)

d’apres Q11 on a :
1S4 < BallS]l2-

on remplace dans 'inégalité (1) :

9 _
ISl < 1ISI27 (Bl S]1,)2 .
—0 20| co112(1—6
< B sE s
Si [|S]|2 = 0, I'inégalité est triviale.
Si ||S]|2 > 0, on divise par HHS||2(1 0,
ISl = IS5~ < 84782
par suite
18]l < B8]
Comme 0 = ﬁ alors 1770 = @. Donc

Isll, < IS8

Posons d&, = ﬁ4 2-P)/p 64(p 2/ Comme B4 > 0 (en fait By = (8 5 t3e~t*/2qt) V4 2) , &, (égale a 4P=2)/P)
est bien défini et strictement positif.

Ainsi deSHQ < ||SHP

16 > Dans cette question on revient au cas général : p > 1.
De Q12 on a HSH2 < HSHp sip>2.
De Q15 on a a5, < ||SHp sil<p<2.

En posant o, = 1sip>2et o) =, si 1 < p <2, on obtient apHSH2 < HSHp pour tout p > 1, avec «a; > 0.

Une premiere conséquence

Soit (X,-)Z.GN une suite de v.a.r.i. Rademacher.
17 > Soit ¢ lapplication définie sur (LO(Q))2 par p(X,Y) =E(XY) .
LP(€2) est 'espace vectoriel des v.a. r sur (2, P(Q),P).

Vérifions les propriétés d’'un produit scalaire.

e Symétrie :

o(Y,X) =E(YX) = E(XY) = ¢(X,Y).

e Bilinéarité : Par symétrie, il suffit de vérifier la linéarité a gauche.

Soient X1, X»,Y € L°(Q), a,b € R.
o(aX1+bX2,Y) =E((aX1+bX2)Y) = E(aX 1Y + bX5Y).

9
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Par linéarité de ’espérance :
gD(CLXl + bXo, Y) = CLE(X1Y) + bE(XQY) = agp(Xl,Y) + bgO(XQ,Y)

e Positive : (X, X) = E(X?). Puisque X? > 0 alors E(X?) > 0.

e Définie : Si ¢(X,X) = 0, alors E(X?) = 0. Comme X? est une v.a. positive, E(X?) = 0 implique X? = 0
presque stirement. Ceci signifie X = 0 presque stirement. Par hypothése, on confond v.a.r nulle et v.a.r
presque stirement nulle. Donc ¢(X, X) = 0 implique X =0 .

( On confond donc L°(QQ) avec l’ensemble quotient L°(Q)/R avec R la relation d’égalité presque sirement

des v.a.r qui est une relation d’équivalence sur L°(€2) )

¢ est bien un produit scalaire sur L°(€2).

o0

18 > Soit Papplication ¥ : u € RN — " u;X; |, avec les X; qui sont des variables aléatoires indépendantes et
i=0

qui suivent une loi de Rademacher.

o RMN) est espace des suites réelles nulles & partir d’un certain rang. Si u = (u;) e RN alors il existe

i€N

e’} Ky
K, € N tel que u; = 0 pour i > K. ¢(u) = Y wuX; = Y u; X;. Cest une somme finie de variables
0

1=0 i=
aléatoires, donc c’est une variable aléatoire et ¢ (u) € LO(€2).

1) prend bien ses valeurs dans L°(€2).
e Le produit scalaire sur RN est (u,v) = % u;v;. (Cest une somme finie). Le produit scalaire sur L°(Q) est
o(X,Y) = E(XY). =
Montrons que ¢ (3 (u), % (v)) = (u,v) , pour tout u,v € RMN.
Soient u,v € RN, Tl existe K = max (K, K,) tel que u; = v; = 0 pour i > K donc

K K
Y(u) = Z%’Xz‘ et ¢P(v) = Zvaj.
i=0 Jj=0

et on a

(W (u),Y(v) = E(P(u)y(v))
= E((;”iXi)~(;)Uij))-

K K

= E(D_> uiw;XiX;)

i—0 j—=0
K K
= > > uvE(XX;)

i=0j=0

Comme vu en Q10 on a E(X;X;) = d;; donc

K
p(¥(u), v (v) = Y uwi = (u,v).
i=0
Donc ¢ (¢ (u),1(v)) = (u,v), 1 conserve le produit scalaire (c’est une isométrie linéaire ).

10
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19 > R est image de RN) par 1, donc c’est un sous-espace vectoriel de L(€2).
K

Soit Y € R, il est de la forme Y = Y ¢; X; . Les inégalités de Khintchine (Q11, Q12, Q15) affirment que pour
i=0
tout p € [1,+oo[, il existe des constantes «,, 8, > 0 telles que pour tout Y € R :

apl[Ylle < [[Y]l, < BpllY 2

Ceci montre que toute norme |||, est équivalente & la norme ||-||2 sur R.

Ainsi pour tout p, ¢ € [1,+00], les normes ||-||, et ||| sont équivalentes sur R.

Une deuxieme conséquence

On suppose n = 2% avec k € N*.
20 > Soit a = (ay,...,a;) € R,
e Considérons 'espace probabilisé Q = { — 1, 1}k , de cardinal n , muni de la tribu P(£2) et de la probabilité
uniforme P, ot P({¢}) = 1/n = 1/2* pour tout ¢ = (e1,...,ex) € Q.
e Pouri=1,...,k, soit X;:Q — { —1,1} la variable aléatoire définie par X;(¢) = ¢;.
Vérifions que les X; sont des variables de Rademacher indépendantes sur (2, P(Q2),P) :
Soit (A1,..., k) € { —1,1}k on a

P(X1 =Mooy X = M) = P({(As - M) }) = o
etside {—1,1}

Card {(e1,...,65) €Q | &, =A}  2k1 1
P(Xi=2) = Card () o2k 2

k
e Considérons la variable aléatoire S = > a; X; sur Q.
i=1
L’espérance de [S|P : on a

E(IS[P) = > 1S(e)PP({e}) ( formule d’espérance cas fini )
e

donc
k

1
E(ISP) = > Z€zaz|p
ce{-11}"
Ce qui donne
1 k
151, = EISP)7 = X 1Y eal’)”
ET

D’apres Q10 on a

E(S%) =Y a? = (lall§)”

. k
par suite | || S| = HaHg

11
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D’apres Q19 il existe aq, 81 > 0 tels que

ar||Slz < [[S]l < B1llS][2-

k 1 b k
arllallf7 < = Y0 [ el < Billall3

n ;
k =1
ee{-11}
D’ou la relation .

21 > Soit ={-1, 1}k. Ordonnons les n = 2F éléments de 2 de maniére arbitraire : e, () .. ()

k .
Considérons l'application linéaire T : R¥ — R™ définie par : T(a1,...,ax) = (T1,...,2y), ol ; = > f-:,gj)ai.
=1
k

C’est-a-dire, la j-itme composante de T'(a) est la valeur S(e1)) avec S = 3 a; X; .
i=1

e Calculons HT(a)H;{n :

Le calcul fait dans Q20 donne

9 1
ES) = Y (Tew)-
ae{—lJ}k =1
donc
(IT(a)ll5")? = nE(S?).
k k n k
Draprés Q0, E(5?) = 32 af = ([ally )", done (IT(@);")" =n(lall; )°.

Ceci implique ||T(a)||§n = \/ﬁHaHslc :

e T est injective .
On a

T(a) =04 7@ =0 < [a|} =0 < a=0.

Donc ker T'= {0} et T est injective.

e L’espace F.
Soit F' = Im(T) , c’est un sous-espace vectoriel de R” et dim(F) = dim(R¥) = k.

T est surjective de R* vers F', donc induit une bijection de R* vers F.
k
Soit z € F alors = T'(a) pour un unique a € R*. On a donc ||z||z = \/HHCLHs :
Considérons la norme 1 de z dans R” :
RE n n k ) k
llly =D lwil =1 eail = D1 eiail.
J=1 Jj=1 i=1 c€Q i=1
D’apres Q20, on a :

k k
nal”‘le < zllre < n&”aHg )

12
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donc

1 k 1
nap—||zl|2 < HCBHT < nbr—=|z|l2.
n n

Vn vn

k
Ainsi | ary/nzllz < [ < givalale.

13



