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Inégalité de Hölder

1. Si x = 0 ou y = 0, l’inégalité est immédiate. Supposons que x > 0 et y > 0. On a par concavité du logarithme (puisque
1
p + 1

q = 1) :

ln
(
xp

p
+ yq

q

)
≥ 1
p

ln(xp) + 1
q

ln(yq)

Alors, par croissance de l’exponentielle, on a :

xp

p
+ yq

q
≥ exp

(
1
p

ln(xp) + 1
q

ln(yq)
)

= exp
(
ln(x) + ln(y)

)
= exp

(
ln(xy)

)
D’où :

xy ≤ xp

p
+ yq

q

2. Supposons que E[Xp] = E[Y q] = 1. Alors, par le théorème de transfert, on a :

E[XY ] =
∑

(x,y)∈X(Ω)×Y (Ω)

xyP(X = x, Y = y)

=
∑

x∈X(Ω)

∑
y∈Y (Ω)

xyP(X = x, Y = y)

=
∑

x∈X(Ω)

∑
y∈Y (Ω)

xyP(X = x)P(Y = y) (car X et Y sont indépendantes)

≤
∑

x∈X(Ω)

∑
y∈Y (Ω)

(
xp

p
+ yq

q

)
P(X = x)P(Y = y) (par la question 1.)

Or on a : ∑
x∈X(Ω)

∑
y∈Y (Ω)

(
xp

p
+ yq

q

)
P(X = x)P(Y = y)

=
∑

x∈X(Ω)

 ∑
y∈Y (Ω)

P(Y = y)


︸ ︷︷ ︸

=1

xp

p
P(X = x) +

∑
y∈Y (Ω)

 ∑
x∈X(Ω)

P(X = x)


︸ ︷︷ ︸

=1

yq

q
P(Y = y)

= 1
p

∑
x∈X(Ω)

xpP(X = x) + 1
q

∑
y∈Y (Ω)

yqP(Y = y)

= 1
p
E[Xp] + 1

q
E[Y q] (par le théorème de transfert)

= 1
p

+ 1
q

= 1

D’où finalement :
E[XY ] ≤ 1 (1)

Dans le cas général, si X = 0 ou Y = 0, l’inégalité est immédiate. Si X ̸= 0 et Y ̸= 0, alors on a :

E[Xp] ̸= 0 et E[Y q] ̸= 0

Posons :
X ′ := 1(

E[Xp]
)1

p

X et Y ′ := 1(
E[Y q]

)1
q

Y
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Ainsi on a
E[X ′p] = E[Y ′q] = 1

par linéarité de l’espérance. Donc, par l’équation (1), il vient :

E[X ′Y ′] ≤ 1

Or on a :
E[X ′Y ′] = 1(

E[Xp]
)1

p

1(
E[Y q]

)1
q

E[XY ]

D’où :
E[XY ] ≤

(
E[Xp]

)1
p
(
E[Y q]

)1
q

3. Dans les cas p = 2, q = 2, on retrouve l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour les variables aléatoires positives. Pour la démontrer
de manière directe, considérons la fonction f définie par :

∀t ∈ R, f(t) := E
[
(X + tY )2

]
On a :

∀t ∈ R, f(t) := E
[
X2 + 2tXY + t2Y 2] = E

[
X2]+ 2tE[XY ] + t2E

[
Y 2]

Donc f est polynomiale en t de degré 2 et positive sur R. Donc son discriminant associé est négatif, i.e. :

4
(
E[XY ]

)2 − 4E
[
X2]E[Y 2] ≤ 0 ⇐⇒

(
E[XY ]

)2 ≤ E
[
X2]E[Y 2]

Donc, comme E[XY ] ≥ 0 car X,Y ≥ 0, on a :

E[XY ] ≤
(
E
[
X2])1

2
(
E
[
Y 2])1

2

4. On a :

∀t ∈ R, exp
(
t2

2

)
=

+∞∑
n=0

1
2nn! t

2n et ch(t) =
+∞∑
n=0

1
(2n)! t

2n

Or on a :

∀n ∈ N, n! 2n ≤ n!
2n∏

k=n+1
k︸ ︷︷ ︸

=1 si n=0

= (2n)!

D’où :
∀t ∈ R,∀n ∈ N,

1
(2n)! t

2n ≤ 1
2nn! t

2n

Ainsi :

∀t ∈ R, ch(t) ≤ exp
(
t2

2

)
5. Puisque les (Xi)1≤i≤n sont indépendantes et comme la fonction x 7−→ exp(tcix) est continue pour tout i ∈ J1 ;nK, il en est de

même pour les
(
exp(tciXi)

)
1≤i≤n

. Donc on a :

E

[
exp
(
t

n∑
i=1

ciXi

)]
= E

[
n∏

i=1
exp(tciXi)

]
=

n∏
i=1
E
[
exp(tciXi)

]
Or, par le théorème de transfert, on a pour tout i ∈ J1 ;nK :

E
[
exp(tciXi)

]
= etciP(Xi = 1) + e−tciP(Xi = −1) = etci

2 + e−tci

2 = ch(tci)

Donc par la question 4., on a pour tout i ∈ J1 ;nK :

E
[
exp(tciXi)

]
≤ exp

(
t2c2

i

2

)
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Et d’où :
n∏

i=1
E
[
exp(tciXi)

]
≤

n∏
i=1

exp
(
t2c2

i

2

)
= exp

(
n∑

i=1

t2c2
i

2

)
Ainsi :

E

[
exp
(
t

n∑
i=1

ciXi

)]
≤ exp

(
t2

2

n∑
i=1

c2
i

)

6. Si x = 0, on a trivialement :
P(1 > 1) = 0 ≤ 2 = 1 × 1

Si x > 0, on a :

exp
(
x

∣∣∣∣∣
n∑

i=1
ciXi

∣∣∣∣∣
)
> etx ⇐⇒

∣∣∣∣∣
n∑

i=1
ciXi

∣∣∣∣∣ > t (car x ̸= 0)

⇐⇒
n∑

i=1
ciXi > t ou −

n∑
i=1

ciXi > t

⇐⇒ exp
(
x

n∑
i=1

ciXi

)
> etx ou exp

(
−x

n∑
i=1

ciXi

)
> etx

i.e. : {
exp
(
x

∣∣∣∣∣
n∑

i=1
ciXi

∣∣∣∣∣
)
> etx

}
=
{

exp
(
x

n∑
i=1

ciXi

)
> etx

}
∪

{
exp
(

−x
n∑

i=1
ciXi

)
> etx

}
D’où :

P

(
exp
(
x

∣∣∣∣∣
n∑

i=1
ciXi

∣∣∣∣∣
)
> etx

)
≤ P

(
exp
(
x

n∑
i=1

ciXi

)
> etx

)
+ P

(
exp
(

−x
n∑

i=1
ciXi

)
> etx

)

≤ P

(
exp
(
x

n∑
i=1

ciXi

)
≥ etx

)
+ P

(
exp
(

−x
n∑

i=1
ciXi

)
≥ etx

)
Or, par l’inégalité de Markov, on a :

P

(
exp
(
x

n∑
i=1

ciXi

)
≥ etx

)
≤ e−txE

[
exp
(
t

n∑
i=1

ciXi

)]
Et

P

(
exp
(

−x
n∑

i=1
ciXi

)
≥ etx

)
≤ e−txE

[
exp
(

−t
n∑

i=1
ciXi

)]
Mais, par la question 5., on a :

E

[
exp
(
t

n∑
i=1

ciXi

)]
≤ exp

(
t2

2

n∑
i=1

c2
i

)
Et :

E

[
exp
(

−t
n∑

i=1
ciXi

)]
= E

[
exp
(
t

n∑
i=1

(−ci)Xi

)]
≤ exp

(
t2

2

n∑
i=1

c2
i

)
Finalement, on a :

P

(
exp
(
x

∣∣∣∣∣
n∑

i=1
ciXi

∣∣∣∣∣
)
> etx

)
≤ 2e−tx exp

(
x2

2

n∑
i=1

c2
i

)

7. Comme (c1, . . . , cn) ̸= 0, on a
n∑

i=1
c2

i > 0. Posons :

c :=
n∑

i=1
c2

i et x := t

c
≥ 0

Jules PIRONY 4 jules.pirony@orange.fr
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Si t = 0, l’inégalité est immédiate. Si t > 0, on a x > 0 et donc :

exp
(
x

∣∣∣∣∣
n∑

i=1
ciXi

∣∣∣∣∣
)
> etx ⇐⇒

∣∣∣∣∣
n∑

i=1
ciXi

∣∣∣∣∣ > t

D’où :

P

(∣∣∣∣∣
n∑

i=1
ciXi

∣∣∣∣∣ > t

)
= P

(
exp
(
x

∣∣∣∣∣
n∑

i=1
ciXi

∣∣∣∣∣
)
> etx

)
Or, par la question 6., on a :

P

(
exp
(
x

∣∣∣∣∣
n∑

i=1
ciXi

∣∣∣∣∣
)
> etx

)
≤ 2e−tx exp

(
cx2

2

)
= 2 exp

(
t2

2c − t2

c

)
= 2 exp

(
− t2

2c

)
Donc :

P

(∣∣∣∣∣
n∑

i=1
ciXi

∣∣∣∣∣ > t

)
≤ 2 exp

(
− t2

2c

)
où c =

n∑
i=1

c2
i

Inégalités de Khintchine

8. Puisque X est finie, FX est à support borné. Donc, comme p ≥ 1, la fonction t 7−→ tp−1FX(t) est bien définie sur R∗, continue
par morceaux et à support borné. Donc :∫ +∞

0
tp−1FX(t) dt est finie, i.e. elle converge.

Comme X(Ω) est supposé fini, posons X(Ω) =
{
t1, . . . , tm

}
avec m ∈ N∗ et t1 < t2 < · · · < tm.

Si m = 1 alors l’inégalité est triviale (par le théorème de transfert) :

E[Xp] = tp1 = p

∫ t1

0
tp−1 dt = p

∫ +∞

0
tp−1FX(t) dt

Si m ≥ 2, on a donc pour tout i ∈ J1 ;m− 1K :

∀t ∈ [ti ; ti+1[, FX(t) = P(X > t) = P(X > ti) =
m∑

k=i+1
P(X = tk)

Ainsi que :

∀t ∈ [0 ; t1[, FX(t) = 1 =
m∑

k=1
P(X = tk) et ∀t ∈ [tm ; +∞[, FX(t) = 0

On a donc, en posant t0 := 0 :

p

∫ +∞

0
tp−1FX(t) dt = p

∫ tm

t0

tp−1FX(t) dt

= p

m−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

tp−1FX(t) dt

= p

m−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

tp−1
m∑

k=i+1
P(X = tk) dt

= p

m−1∑
i=0

m∑
k=i+1

(
p

∫ ti+1

ti

tp−1 dt
)
P(X = tk)

Jules PIRONY 5 jules.pirony@orange.fr
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=
m−1∑
i=0

m∑
k=i+1

(
tpi+1 − tpi

)
P(X = tk)

=
m∑

k=1

k−1∑
i=0

(
tpi+1 − tpi

)
P(X = tk)

=
m∑

k=1
(tpk − tp0)P(X = tk)

=
m∑

k=1
tpkP(X = tk)

Ainsi, par le théorème de transfert, il vient que :

E[Xp] = p

∫ +∞

0
tp−1FX(t) dt

Notation : Jusqu’à la fin de cette partie, on va systématiquement poser :

Y :=
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

ciXi

∣∣∣∣∣
9. La fonction t 7−→ t3 exp

(
− t2

2

)
est continue positive sur [0 ; +∞[. De plus, par croissance comparée, on a :

t3 exp
(

− t2

2

)
= o

t→+∞

(
1
t2

)

Et par critère de Riemann, t 7−→ 1
t2 est intégrable sur [1 ; +∞[. Donc t 7−→ t3 exp

(
− t2

2

)
est intégrable sur [0 ; +∞[.

Puisque les (Xi)1≤i≤n suivent toutes une loi de Rademacher, par construction Y est positive et finie. Donc, par la question
8., on a :

E[Y ] = 4
∫ +∞

0
t3FY (t) dt

Or, comme
n∑

i=1
c2

i = 1, par la question 7., on a :

FY (t) = P

(∣∣∣∣∣
n∑

i=1
ciXi

∣∣∣∣∣ > t

)
≤ 2 exp

(
− t2

2

)
D’où :

E

( n∑
i=1

ciXi

)4 ≤ 8
∫ +∞

0
t3 exp

(
− t2

2

)
dt

10. On a :

Y 2 =
(

n∑
i=1

ciXi

)2
=

n∑
i=1

c2
iX

2
i + 2

∑
1≤i<j≤n

cicjXiXj

Comme les (Xi)1≤i≤n sont indépendantes, on a donc :

E
[
Y 2] =

n∑
i=1

c2
iE
[
X2

i

]
+ 2

∑
1≤i<j≤n

cicjE[Xi]E[Xj ]

Les (Xi)1≤i≤n suivant toutes une loi de Rademacher, on a pour tout i ∈ J1 ;nK :

Jules PIRONY 6 jules.pirony@orange.fr
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• par définition :
E[Xi] = −P(X = −1) + P(Xi = 1) = −1

2 + 1
2 = 0

• par le théorème de transfert :

E
[
X2

i

]
= (−1)2P(X = −1) + (1)2 · P(Xi = 1) = 1

2 + 1
2 = 1

D’où :
E
[
Y 2] =

n∑
i=1

c2
i

i.e. :

E

( n∑
i=1

ciXi

)2 =
n∑

i=1
c2

i

11. Y étant finie positive, par la question 8., on a :

E[Y p] = p

∫ +∞

0
tp−1P(Y > t) dt

Supposons que
n∑

i=1
c2

i = 1. Alors on a par la question 7. :

0 ≤ E[Y p] ≤ 2p
∫ +∞

0
tp−1 exp

(
− t2

2

)
dt

Et d’où : (
E[Y p]

)1
p ≤

(
2p
∫ +∞

0
tp−1 exp

(
− t2

2

)
dt
)1

p

Posons :

βp :=
(

2p
∫ +∞

0
tp−1 exp

(
− t2

2

)
dt
)1

p

> 0

Remarque : En effectuant le changement de variable t =
√

2x, licite sur R∗ (la fonction x 7−→
√

2x est strictement
croissante et C1-bijective de R∗ −→ R∗), on obtient que :

2p
∫ +∞

0
tp−1 exp

(
− t2

2

)
dt = 2p

∫ +∞

0
(2x)

p−1
2 e−x 1√

2x
dx = 2p2

p−2
2

∫ +∞

0
x

p−2
2 e−x dx = p2

p
2 Γ
(p

2

)
On a alors :

βp :=
√

2
(
pΓ
(p

2

))1
p

On a donc : (
E[Y p]

)1
p ≤ βp (2)

Dans le cas général, si Y = 0, l’inégalité est immédiate. Si Y ̸= 0, alors on a par la question 10. :
n∑

i=1
c2

i = E
[
Y 2] ̸= 0

Jules PIRONY 7 jules.pirony@orange.fr
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Posons :

c :=
n∑

i=1
c2

i et Y ′ :=
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

c′
iXi

∣∣∣∣∣ où ∀i ∈ J1 ;nK, c′
i = ci√

c

Alors on a :
n∑

i=1
c′2

i = 1
c

n∑
i=1

c2
i = 1

Et donc, par l’équation (2), il vient : (
E[Y ′p]

)1
p ≤ βp

Or, par la question 10., on a : (
E[Y ′p]

)1
p = 1√

c

(
E[Y p]

)1
p = 1(

E[Y 2]
)1

2

(
E[Y p]

)1
p

D’où finalement : (
E[Y p]

)1
p ≤ βp

(
E
[
Y 2])1

2

i.e. : E
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

ciXi

∣∣∣∣∣
p
1

p

≤ βp

E
( n∑

i=1
ciXi

)21
2

12. Si p = 2, alors l’inégalité est immédiate. Si p > 2, on a :
p

2 ≥ 1 et p

p− 2 ≥ 1 ainsi que 1
p
2

+ 1
p

p−2
= 2
p

+ p− 2
p

= 1

Posons :
Z := 1supp(Y ) = 1{Y ̸=0} =

{
1 si Y ̸= 0
0 si Y = 0

Alors Y 2 et Z sont positives, et par la question 2., on a :

0 ≤ E
[
Y 2] = E

[
Y 2Z

]
≤
(
E
[
(Y 2)

p
2

])2
p
(
E
[
Z

p
p−2

]
︸ ︷︷ ︸

=1

)p−2
p =

(
E[Y p]

)2
p

D’où : (
E
[
Y 2])1

2 ≤
(
E[Y p]

)1
p

i.e. : E
( n∑

i=1
ciXi

)21
2

≤

E
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

ciXi

∣∣∣∣∣
p
1

p

13. On a :
1
2 = θ

p
+ 1 − θ

4 ⇐⇒ 1
4 =

(
1
p

− 1
4

)
θ ⇐⇒ 1 =

(
4
p

− 1
)
θ ⇐⇒ θ = p

4 − p

Et p
4−p ∈

[ 1
3 ; 1

[
⊂ ]0 ; 1[. Donc il existe bien θ ∈ ]0 ; 1[ tel que 1

2 = θ

p
+ 1 − θ

4 .

14. Il vient donc que :
p

2θ ≥ 1 et 2
1 − θ

≥ 1 ainsi que 1
p
2θ

+ 1
2

1−θ

= 2
(
θ

p
+ 1 − θ

4

)
= 1

Comme Y 2θ et Y 2−2θ sont positives, on a par la question 2. :

E
[
Y 2] = E

[
Y 2θY 2−2θ

]
≤
(
E
[
(Y 2θ)

p
2θ

])2θ
p
(
E
[
(Y 2−2θ) 2

1−θ

])1−θ
2

=
(
E[Y p]

)2θ
p
(
E
[
Y 4])1−θ

2

i.e. :

E

( n∑
i=1

ciXi

)2 ≤

E
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

ciXi

∣∣∣∣∣
p
2θ

p
E

( n∑
i=1

ciXi

)4
1−θ

2
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15. Ainsi, par suite, on a : (
E
[
Y 2]) 1

2θ ≤
(
E[Y p]

)1
p
(
E
[(
Y 4)])1−θ

4θ

Supposons que
n∑

i=1
c2

i = 1. Alors on a par la question 10. :

(
E
[
Y 2]) 1

2θ = 1 =
(
E
[
Y 2])1

2

D’où : (
E
[
Y 2])1

2 ≤
(
E[Y p]

)1
p
(
E
[(
Y 4)])1−θ

4θ

Et par la question 9., il vient donc que :

(
E
[
Y 2])1

2 ≤
(
E[Y p]

)1
p ·
(

8
∫ +∞

0
t3 exp

(
− t2

2

)
dt
)1−θ

4θ

︸ ︷︷ ︸
>0

D’où : (
8
∫ +∞

0
t3 exp

(
− t2

2

)
dt
)θ−1

4θ

·
(
E
[
Y 2])1

2 ≤
(
E[Y p]

)1
p

Posons :

α̃p :=
(

8
∫ +∞

0
t3 exp

(
− t2

2

)
dt
)θ−1

4θ

> 0

Remarque : En effectuant le changement de variable t =
√

2x, licite sur R∗ (la fonction x 7−→
√

2x est strictement
croissante et C1-bijective de R∗ −→ R∗), on obtient que :

8
∫ +∞

0
t3 exp

(
− t2

2

)
dt = 8

∫ +∞

0
(2x)

3
2 e−x 1√

2x
dx = 16

∫ +∞

0
xe−x dx = 16Γ(2) = 16

D’autre part, on a par la question 13.
1 − θ

4θ =
1 − p

4−p
4p

4−p

= 4 − 2p
4p = 1

p
− 1

2

Donc : (
8
∫ +∞

0
t3 exp

(
− t2

2

)
dt
)1−θ

4θ

= 16
1−θ
4θ = 16

1
p − 1

2 = 16
1
p

4
On alors :

α̃p := 4
16

1
p

On a donc :
α̃p

(
E
[
Y 2])1

2 ≤
(
E[Y p]

)1
p (3)

Dans le cas général, si Y = 0, l’inégalité est immédiate. Si Y ̸= 0, alors on a par la question 10. :
n∑

i=1
c2

i = E
[
Y 2] ̸= 0

Posons :

c :=
n∑

i=1
c2

i et Y ′ :=
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

c′
iXi

∣∣∣∣∣ où ∀i ∈ J1 ;nK, c′
i = ci√

c
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Alors on a :
n∑

i=1
c′2

i = 1
c

n∑
i=1

c2
i = 1

Et donc, par l’équation (3), il vient :
α̃p

(
E
[
Y ′2])1

2 ≤
(
E[Y ′p]

)1
p

Or : (
E
[
Y ′2])1

2 = 1√
c

(
E
[
Y 2])1

2 et
(
E[Y ′p]

)1
p = 1√

c

(
E[Y p]

)1
p

D’où finalement :
α̃p

(
E
[
Y 2])1

2 ≤ (E[Y p])
1
p

i.e. :

α̃p

E
( n∑

i=1
ciXi

)21
2

≤

E
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

ciXi

∣∣∣∣∣
p
1

p

16. Posons :
αp :=

{
α̃p si 1 ≤ p < 2
1 si p ≥ 2

Alors αp > 0 et par les questions 12. et 15., on obtient :

αp

(
E
[
Y 2])1

2 ≤
(
E[Y p]

)1
p

i.e. :

αp

E
( n∑

i=1
ciXi

)21
2

≤

E
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

ciXi

∣∣∣∣∣
p
1

p

Remarque : On peut aussi poser :
αp := min

(
1, α̃p

)

Bilan : On a donc montré que, pour p ∈ [1 ; +∞[ et n ∈ N∗, il existe des réels αp, βp > 0 tel que pour toute suite (Xi)1≤i≤n

de variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Rademacher et pour tout (c1, . . . , cn) ∈ Rn, on a :

αp

∥∥∥∥∥
n∑

i=1
ciXi

∥∥∥∥∥
2

≤

∥∥∥∥∥
n∑

i=1
ciXi

∥∥∥∥∥
p

≤ βp

∥∥∥∥∥
n∑

i=1
ciXi

∥∥∥∥∥
2

Une première conséquence

17. Soient X,Y, Z ∈ L0(Ω) et λ, µ ∈ R. On a :

• φ est symétrique :
φ(X,Y ) = E[XY ] = E[Y X] = φ(Y,X)

• φ est linéaire à gauche :

φ(λX + µY,Z) = E
[
(λX + µY )Z

]
= E[λXZ + µY Z] = λE[XZ] + µE[Y Z] = λφ(X,Z) + µφ(Y,Z)

et à droite, puisque symétrique.
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• φ est définie :
φ(X,X) = 0 ⇐⇒

(
E
[
X2])1

2 = 0 ⇐⇒ X = 0 (car ∥ · ∥2 est une norme)

• φ est positive :
φ(X,X) = E

[
X2] ≥ 0

Donc φ est une forme bilinéaire symétrique définie positive, i.e. φ est un produit scalaire sur L0(Ω).

18. Soit u ∈ R(N). Donc il existe N ∈ N tel que :
∀n ≥ N, un = 0

D’où :

ψ(u) =
+∞∑
i=0

uiXi =
N∑

i=0
uiXi

Puisque pour tout i ∈ J1 ;NK, Xi ∈ L0(Ω), on a :

ψ(u) =
N∑

i=0
uiXi ∈ L0(Ω)

Ainsi, on a bien ψ
(
R(N)

)
⊆ L0(Ω).

Soient u, v ∈ R(N). Donc il existe Nu ∈ N et Nv ∈ N tels que :

∀n ≥ Nu, un = 0 et ∀n ≥ Nv, vn = 0

D’où :

φ
(
ψ(u), ψ(v)

)
= E

Nu∑
i=0

Nv∑
j=0

uivjXiXj

 =
Nu∑
i=0

Nv∑
j=0

uivjE[XiXj ]

Or, les (Xi)i≥0 sont indépendantes et suivent toutes une loi de Rademacher. Donc on a pour tout (i, j) ∈ J1 ;NuK × J1 ;NvK :

i = j =⇒ E[XiXj ] = E
[
X2

i

]
= 1 et i ̸= j =⇒ E[XiXj ] = E[Xi]E[Xj ] = 0

Ainsi que :
∀i, j > N := min

(
Nu, Nv

)
, ui = 0 ou vi = 0

Donc :
Nu∑
i=0

Nv∑
j=0

uivjE[XiXj ] =
N∑

n=0
unvn =

+∞∑
n=0

unvn

i.e. :
φ
(
ψ(u), ψ(v)

)
= ⟨u , v⟩

Donc ψ conserve le produit scalaire. C’est donc une isométrie.

19. Soient p, q ≥ 1. Soit X ∈ R = ψ
(
R(N)). Alors il existe u ∈ R(N) telle que :

X = ψ(u) =
+∞∑
i=0

uiXi

qui est une somme finie.
Donc, par les questions 11. et 16., il existe respectivement αp, βp > 0 et αq, βq > 0 tels que :

αp∥X∥2 ≤ ∥X∥p ≤ βp∥X∥2 et αq∥X∥2 ≤ ∥X∥q ≤ βq∥X∥2

D’où :
αq

βp
∥X∥p ≤ ∥X∥q ≤ βq

αp
∥X∥p

Ainsi, les normes ∥ · ∥p et ∥ · ∥q sont équivalentes sur R.
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Une deuxième conséquence

20. Posons :

X :=
k∑

i=1
aiXi

On a :
k∏

i=1
Xi(Ω) =

{
−1, 1

}k

Ainsi, par la formule de transfert, on a :

∥X∥1 = E
[
|X|
]

=
∑

(ε1,...,εk)∈{−1,1}k

∣∣∣∣∣
k∑

i=1
aiεi

∣∣∣∣∣ P(X1 = ε1, . . . , Xn = εn

)
Or les (Xi)1≤i≤k sont indépendantes. Donc :

∥X∥1 =
∑

(ε1,...,εk)∈{−1,1}k

∣∣∣∣∣
k∑

i=1
aiεi

∣∣∣∣∣ ·
k∏

i=1
P
(
Xi = εi

)
=

∑
(ε1,...,εk)∈{−1,1}k

∣∣∣∣∣
k∑

i=1
aiεi

∣∣∣∣∣ 1
2k

= 1
n

∑
(ε1,...,εk)∈{−1,1}k

∣∣∣∣∣
k∑

i=1
aiεi

∣∣∣∣∣ (car n = 2k)

D’autre part, on a par la question 10. :

∥X∥2 =

E
( k∑

i=1
aiXi

)21
2

=
(

k∑
i=1

a2
i

)1
2

= ∥(a1, · · · , ak)∥R
k

2 (4)

Or par les questions 11. et 16., il existe α1, β1 > 0 tel que :

α1∥X∥2 ≤ ∥X∥1 ≤ β1∥X∥2

D’où finalement :

α1n∥(a1, · · · , ak)∥R
k

2 ≤
∑

(ε1,...,εk)∈{−1,1}k

∣∣∣∣∣
k∑

i=1
aiεi

∣∣∣∣∣ ≤ β1n∥(a1, · · · , ak)∥R
k

2

21. Remarquons que :
#
{

−1, 1
}

= 2k = n

Fixons un ordre arbitraire de rangement des éléments de
{

−1, 1
}k et considérons l’application T : Rk −→ Rn définie par :

∀(a1, · · · , ak) ∈ Rk, T (a1, · · · , ak) :=
(

k∑
i=1

aiεi

)
(ε1,...,εk)∈{−1,1}k

On a T ∈ L
(
Rk,Rn

)
car en dimension finie et par linéarité de la somme.

Posons alors :
H := T

(
Rk
)

Soit (a1, · · · , ak) ∈ Ker(T ). Par la question 21., on a :

α1n∥(a1, · · · , ak)∥R
k

2 ≤
∑

(ε1,...,εk)∈{−1,1}k

∣∣∣∣∣
k∑

i=1
aiεi

∣∣∣∣∣ = ∥T (a1, · · · , ak)∥R
n

1 = 0
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Donc, comme α1n > 0, il vient que :

∥(a1, · · · , ak)∥R
k

2 = 0 et donc (a1, · · · , ak) = 0Rk

Ainsi :
Ker(T ) =

{
0Rk

}
Étant en dimension finie, il en découle que T est bijective de Rk dans T

(
Rk
)

= H. Donc dimH = k.

Soit x ∈ H. Il existe donc α := (a1, · · · , ak) ∈ Rk tel que x = T (a). Or dans la question 21., on a établi, par la question 10.,
l’équation (4) :

∥α∥R
k

2 = ∥(a1, · · · , ak)∥R
k

2 =

E
( k∑

i=1
aiXi

)21
2

D’où, par le théorème de transfert et par indépendance des (Xi)1≤i≤k :

∥α∥R
k

2 =

 ∑
(ε1,...,εk)∈{−1,1}k

(
k∑

i=1
aiεi

)2
P
(
X1 = ε1, . . . , Xn = εn

)2

=

 ∑
(ε1,...,εk)∈{−1,1}k

(
k∑

i=1
aiεi

)2 k∏
i=1

P
(
Xi = εi

)2

=

 ∑
(ε1,...,εk)∈{−1,1}k

(
k∑

i=1
aiεi

)2
1
2k

1
2

= 1√
n

 ∑
(ε1,...,εk)∈{−1,1}k

(
k∑

i=1
aiεi

)21
2

(car n = 2k)

= 1√
n

∥T (a)∥R
n

2

= 1√
n

∥x∥R
n

2

Or, par la question 21., on a :
α1n∥a∥R

k

2 ≤ ∥T (a)∥R
n

1 = ∥x∥R
n

1 ≤ β1n∥a∥R
k

2

D’où finalement :
α1

√
n∥x∥R

n

2 ≤ ∥x∥R
n

1 ≤ β1
√
n∥x∥R

n

2
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