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Proposition de correction : MINES MP Maths 2 2025

Awatef Nasri
khaled. jebari@imt-atlantique.net

26 avril 2025

Attention : Il s’agit d’une proposition de corrigé rédigée de maniere impulsive. Si vous repérez
une erreur ou une imprécision, n’hésitez pas a me contacter par mail.

A. propriétés du polynoéme p, et stabilité des racines

1)

p(X) =Y apX*
k=0

Alors pour x € R* :
1

n
"p () =" Z apx ™k
T
k=0
n
- S aat
k=0
n
=3 i
k=0

par définition :

Alors :

2)

=) Supposons que p A pg = 1, alors il existe @, S € R[X] tel que pQ + Spy = 1

Supposons que p posséde une racine stable «, alors p(a) = 0 et po(a) = a"p(a~!) = 0 donc
(pQ + Spp)(a) = 0 # 1 absurde d’ou le résultat.

<)par contraposée : supposons que p A pg # 1, alors il existe a € R* tel que (X — ) est un
facteur commun entre p et pg, tel que p(a) = po(a) = p(a™) =0 d’ou le résultat.
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3)
On a:

7=1
=apy 1_[(%_1 - X)aj
j=1
=(=1)" H a; {an H(X - a;l)]
j=1 j=1

Comme les (oj)1<j<n sont stables, alors
n
Hajzl et {ajzlgjgn}:{aj*lzlgjgn}
j=1

Donc :
po(X) = (=1)"p(X)
On déduit donc qu'il existe A € {—1,1} tel que :

P = Apo
4)
On a d’apres 3 :
n 1
p(X) =AX"p (X)

Alors, en dérivant, on aura :

P(X) = nX""1p (;) xn <_;2) y ()1()

En multipliant par X, on aura :

1 1
X/X — X?’L el Xn—l/ -
p(X)=An p(X) A p<X>

Comme deg(p’) =n — 1, on déduit :

h=Xp' =np—Ap)o

ho(X) = X (;)

—nx"p () = AX" 0 ()

=npo— AXp'  (car (po)o =p Vp)

n
= —p—A\Xp
3P p

= \np — \Xp' (car N2 =1)
= Anp — Xp')
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5)
Ona a; <--- < ap, les n racines distinctes de p (ils sont chacune de multiplicité 1)
D’apres le théoreme de Rolle, 3y, ...,7—1 € R tel que
<M << < noi < Yno1 < 0p
et

P(v)=0 V1i<i<n—1 et degp))=n—1

Donc p’ est scindé sur R

On a
ho = A(np — Xp') = A(np — h)

Alors
hoANh=pAh=pAXp ordapreés ce qui précede pAXp ' =1=hAhy=1
Supposons que p’ admet une racine stable, alors il existe o € R* tel que
P(@) = (#)ola) =0

On a h(a) = ap’(a) =0 Or h(a) = np(a) — X (p')o(a) =0 = p(a) =0
T

ho(a) = A(np(a) — ap/(a)) =0

Alors

Donc
ho(a) = h(a) = 0 = « est une racine stable de h

Ce qui contredit h A hg = 1 A travers question 2. Donc p’ n’admet pas de racine stable.
2¢me Méthode (Tuz) : Montrons que :

PAP)=1

P'A@)=p Amp—h)  (car h=np—Apo)
=9 Ahg (car hg = A(np — h))
= Xp Ahg (car X ne divise pas hg)
=hA hg
=1

D’ou le résultat

B. Liberté d’une famille des polynoémes

6)
Soit j € [1,n] On a :

filai) = an T[T (1= agai) [] (i — o)

k=j+1 k=1
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En supposant qu’il existe 7,k tels que 1 <i <k <n et aap =1

Siie[l,j—1], alors fj(a;) =0, car le 2° produit s’annule.

Sii>jork>j,alors k> j+1or apa; =1, donc le 1* produit s’annule.

Donc fj(a;) =0, ceci est vrai Vj € [1,n]

Alors «; est racine de f; pour tout j € [1,n]
Supposons que (f1,..., fn) est libre, donc cette famille est une famille libre de R,,_1[X] de taille
n = dim(R,_1[X])

Alors (f1,..., fn) est une base de R,,_1[X]

Il suffit de choisir un polynémes dans R,,_1[X] qui ne s’annule pas en «;, pour contredire le
fait qu’il s’écrit comme combinaison linéaire des f;

D’oti le résultat.

7)
Soit j € [1,n]
Pour f € E, on a «a; est une racine de (1 —a; X)f — (1 — ajz)f(aj)
Alors :
(1—a;X)f — (1= a3)f(ey)
X — Q;

€E(x) = P(E)CE

Onan(OE) =0g
Soient f,ge Fet A€ R

(1= a; X)(f +Ag) — (1 = a§)(f + Ag)(a)
X —Oéj
(1-a;X)f = (1 -af)f(ay) (1-0a;X)g—(1-a3)g(ey)
X — aj + A X — ij
= P;(f) + APj(g)

Donc Pj est un endomorphisme de E, pour tout j € [1,n].
Remarque (*) : On pose f = g tel que @ s’écrit comme produit fini de facteurs (1 — o, X).

Pi(f+Xg) =

Alors :
P P(a;)
1—a;X)=—(1-a?)——
8 Q 77 Q(qy)
Pi(f) o

(1—0a;X)Q(a;)P — (1 - a3)P(a;)Q
(X —a;)Q(e)Q

On remarque que «; est une racine de (1 — a; X)Q(a;)P — (1 — a?)P(aj)Q
Alors

avec P € R[X]

Q|

Pi(f) =

Soit f € ker(P;), alors :
(1-a;X)f—(1—a3)f(a) =0

~ (1=ad)f(ay) 1
f - 1 *]an < Vect (1 — Oth)

Donc :

Alors :

1 1
ker(_Pj) (- VeCt (1_01])() or VeCt <1_O[J)(> C ker(P])
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Donc :
1
ker(_Pj) = VeCt (1_0[])(>
8)
Soit j € [1,n], g€ E

P, ((X—aj)!J) _ (X —aj)g-(1-0a})-0

1— OéjX X — Oéj — 9
9)
Prenons 71, ..., v, tels que
n
> kg =
k=1
Montrons par récurrence que v; = -+ =y, =0

k=1
On a, pour j € [1,n] :
-1
an H1(X — ;)
9= —5
H (1 - OéZX)
i=1
Pour j =1,
Qn .
g1 = T ax = gi(a1) #0 et gj(a1)=0 Vj>2
(Le produit du numérateur s’annule)
Donc :
n
> Yegrlon) =mgi(e1) =0= =0
k=1
Supposons y; = - -+ = yj—1 = 0, montrons que v; = 0
On a:

n
> gk =0
k=j

Siaj ¢ {og |1 <k <j—1}, on est bien, et on aura le résultat par la méme méthode que
I’initialisation.
Sinon, si a; apparait exactement m fois dans cet ensemble, alors :

j—m—1
an(X — aj)m 1;11 (X — ;)

ll[ (1 — OzZX)
=1

gi =

tel que les oy, restants dans le produit sont tous # «;
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D’apres la question 8 (on note Pj(k) =PjoPjo---0Pj):

k fois

k =
P gy) = j =
IT(1—apX)
k=1
Alors
j—m—1
o (1—-a;X)"ay, kH (X —ag)
=1
P (g;) = ;
H (1 — OékX)
k=1
Pour i > j + 1, le produit dans le numérateur de g; admet au moins (m + 1) termes égaux a
(X —ay)
Donc :
P (gi)(az) =0
On a
. plm)
Z VP (9k) =0
k=j
On a alors :

> P (gr) ) = 1P (g5) (03) = 0 =7 =0
k=j

Car P\ (g;)(a) # 0
Comme les (o )1<k<n ne sont pas stables, on conclut que :

v =0

D’ou le résultat et on déduit que (f1,..., f,) est libre.
Alors on a cette équivalence :

‘ (f1,.-., fn) est libre <= p n’admet aucune racine stable

(le sens direct est démontré par contraposée a travers question 6 et 'autre sens a travers le reste
de partie B)
C. Expression de la matrice J(p)

10)
On a:

Les 1 sont sur la (i + 1)-iéme diagonale en dessous de la diagonale principale.
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= (SHiv=|1 Vo<i<n-—1

0 i+1

Donc (ST)iU = e;41 V0 < i < n—1, avec e;j le j-éme vecteur de la base canonique de
M, 1(R)

Alors ((ST)iU) est une base de M,, 1(R)

0<i<n—1
11)
On remarque que :
(X = X)fi = (1 - aj1X)fj
Alors :
B;fi(s) = Cjt1fi1(s)
En transposant, on aura
fj(S)TBjT = fi+(s ) OJ+1

En multipliant les deux derniéres égalités, on a :

£i(8)'BIB;f(s) = fi+1(s)TCT 1 Ciir fiza(s)

On a alors :
n n—1
2 1) (C] 0y = B B))y(s) = f3(5)7CTCf5(5) = fi() B B, f(9)]
= j=1
(5)T(CLCy, — BIBy) fuls)
n—1
= > [H&)TCTCs i) = Fi1(8)T iy Cafi (s)]
j=1
+ fn(8)"(Ch Cr = BY By) fu(s)
= f1(s)"CTC1f1(s) = fu(8)"BE By fu(s) (Téléscopage)
= po(S)Tpo( ) (S)TP(S)
=J(p)
12)

On a, pour 1 <i,j5<n:

" " 0;; siie[2,n
(ST9), Z j = Z Ok+1,i0k+1,j = { ! [2,m]

=1 = 0  sinon
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Donc :

STS = o =1,-UU"

Soit j € [1,n] :

C/Cj— B Bj = (I, — a;ST) (In — 0;S) = (ST — aj 1) (S — ajl;,)
=I,— ;ST — ;S +a;8TS — TS + ;ST + ;S — i,
=(1-a)l,—(1-0a})s"s
=(1-a),—(1—-a3)(I, - UUT)
=(1-a)uu”

13)

On a d’apres 12 :
= > [#(S)TUUT i(8)] (1 = o)L,

=1

o

Donc, pour 1 <14,5 <n:

@)y = X3 [ASTOTT ()], (1 - ad)dy

k=1¢=1

=[SO fe(9)]. (1 —ad)
k=1 J

=3 [AEHU] [UTH(STT] (1 - a})
k=1 ! J

= V(1 — ap) Vi
k=1

Or: .

(VDVT )iy =% Vi Dre Vg = Z Vir(1 — )V = (T (p);
k=1/¢=1

Donc :

J(p)=VvDVT
14)

Si p posséde une racine stable, alors, d’apres 6, (fi,..., fn) est liée.

Donc (fl(ST) L fa(STU ) est liée. (Il existe une combinaison linéaire des f; avec des
coefficients non tous nuls, on applique cette combinaison a ST, puis on multiplie le résultat par
U)

Par conséquent, V n’est pas inversible, donc det(V') = 0.

Alors :

det(J(p)) = det(D) - det(V)* =0

Donc J(p) n’est pas inversible.
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D. Cas ou J(p) est inversible : critére de Schur-Cohn
15)
Soit A, B € M, (R) tels que 3P € GL,,(R) vérifiant :

A=P'BpP

Soit F un s.e.v. de M, 1(R) vérifiant (C4). Montrons qu’il existe un s.e.v. de méme dimension
que F' qui vérifie (Cp).

On a:
XTBX = XTP7 AP 'Xx = (P71 X)TA(PIX)

Notons F/ = {PX | X € F}.
Alors F’ est un s.e.v. isomorphe a F' (car P € GL,(R)), donc :

dim F’ = dim F
Soit Y € F', alors Y = PX avec X € F.

YIBY = (P'PX)TA(PT'PX)=XTAX >0 = F' vaifie (Cp)

Donc :
{dim F' | F s.e.v. vérifiant (C4)} C {dim F' | F' s.e.v. vérifiant (Cp)}

Par passage au max, on aura d(B) > d(A) et en considérant B = (P~)TAP~! avec P~ ¢
GL,(R), on obtient aussi d(A) > d(B)

16)
Soit M € S, (R). D’apres le théoréme spectral, 3P € GL,(R) tel que :

A1
M =PTDP avec D= et Sp(M) = {)\,...,\n}
An

Notons {ix | 1 < k < 7(M)} les indices des valeurs propres strictement positives (avec leurs
multiplicités).

Notons e; le j-ieme vecteur de la base canonique de M,, 1(R)

Alors on pose :

Fy = {P'X|X ¢ Vect(eik)}KKﬂ(M) = P! (Vect(e;, )

Soit Y € Fiy \ {0}, donc il existe a, ..., arn € R tel que :

w(M)

Yy = p! Z e,
k=1
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Alors :
YI'my = (PY)TD(PY)
(M) w(M)
= ake% Z Qe
k=1
(M) 7r(M)
- ake%k Z ajAjei;
k=1 7j=1
(M) (M)
= arajAj (€, €i;)
k=1 j=1
Alors :
m(M)
YIMY = ) o) >0 (Y #0)
j=1

Donc Fys est de dimension 7(M) et vérifie (Cps).
D’ou le résultat :
d(M) > n(M)

17)
D’apres la formule de Grassmann, on a :
dim(Fj; N G) = dim(Fj;) + dim(G) — dim(Fj; + G)
Or:

dim(Fiy) + dim(G) — dim(Fj; + G) > (n — (M) + 1 + (M) — dim(M,, ; (R))

—m(M))+1+n(M)—n

(VAR VARV,

(n
1

Alors :
dim(Fi; NG) > 1

1l existe donc X € Fi; NG\ {0}
Ona X eF ]\lm donc il est inclus dans I'espace associé aux valeurs propres nulles ou négatives

de M donc :
XTMX <0
Mais X € G, qui vérifie (Cps), donc :
XTMX >0
Contradiction.
Donc :
d(M) =m(M)
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18)
Si J(p) est inversible, d’apres le contraposée de 14, p ne posséde aucune racine stable.
D’apres 13 :
J(p) =VDVT € S,(R)
Donc, d’apres 17 :
m(J(p)) = d(J (p))
Or, d’apres 9, comme p ne posseéde aucune racine stable, la famille (fi,..., f,) est libre, et

donc (f1(STYU,..., fo(ST)U) est libre. Donc V est inversible et J(p) = VDV, alors d’apres
15 :

d(J (p)) = d(D)

Comme D est diagonale, d(D) correspond & la dimension de l'espace associé aux valeurs
propres strictement négatives, donc autrement dit & o <1 <= «; €] —1,1[. Donc d(D) = o(p)

Ainsi, on déduit le critere de Schur—Cohn :

lo(p) = (T (p))]

E. Condition nécéssaire et suffisante d’inversibilité

19)

Si p n’admet pas de racine stable, alors D est inversible (tous les coefficients diagonaux sont
non nuls), or J(p) n’est pas inversible.

Et comme J(p) = VDVT (d’apres 13), on a :
det(J(p)) = det(D) - det(V)* =0 avec det(D) # 0= det(V) =0
Donc V n’est pas inversible.
Alors la famille (f1(ST)U, ..., f,(ST)U) est lie, d’ou l'existence de ¢ € R,,_1[X] \ {0} tel

que :
q(ST)U = On,l

20)

On sait que :

(sTY" =0 et (ST)'U = o £0
1

D’apres 19, il existe 7g,...,7n—1 € R, non tous nuls, tels que :
n—1
Z ’yk(ST)kU =0
k=0

En multipliant par (S7)?~!, on obtient :
WSH"U=0 = =0

Supposons que yg = - -- = 7; = 0. Montrons que 741 =0
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En multipliant cette égalité par (S7)"~7=2, on obtient :
(ST =0 = 411=0
On montre alors par récurrence que :
o= =Fno1 =0

Ce qui est absurde. On a donc montré par ’absurde que si p n’admet pas de racine stable,
alors J(p) est inversible.
Le sens contraire est garanti par 18.

On a alors cette équivalence :

‘J (p) inversible < p n’admet aucune racine stable

F. Un cas particulier

21)

On a d’apres 5 :
hAhyg=1

Alors d’aprés 2, h ne possede pas de racine stable.

Donc d’apres 20,
J (h) est inversible

22)

On remarque que :

Ainsi :
1

— (rX) —p(X)] = h

On remarque que l'application p — J(p) est continue (car J(p) est polynomiale en les
coefficients de p), donc :

J (T i 7 [p(rX) —p(X )]) 2L J(h) avec J(h) € GLn(R)  (d’apres 21)
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On a (Remarque : STS = UU” est diagonale, donc S et ST commutent, et ainsi tout
polynéme en S et ST commute) :

7z (X)) = () (@ X))o(S) = ()
(X))~ p(S)T)BX))(S) - p(S))]
= =5z [PX)(S) R X))o (S) = (B X)o(S) o(S)
—po($)T (p(rX))o(S) + po($) po(S)
X)) ()T (P X)(S) + (p(rX))(S)Tp(S)
(

7 (2 ) - p(x)]) =

(
(p(rX))

+p(5)" (p(rX))(S) = p(S)"p(S)]
g | 00X0) = B X)(S)D(S) - 5 (X )(S)p(S)”

+(p(rX))(S)"p(S) + (p(TX))(S)p(S)T} (J(p) = 0 dapres 3).

Comme p — pp est continue car elle est linéaire en dimension finie (on travaille dans R, [X]),
on remarque que :

J (ril[p(rX) —p(X)]> ~ G jl)Qj(p(TX)) (quand 7 — 17)

Alors :

1
(T

Alors GL,(R) est un ouvert de M,,(R), donc il existe 19 > 0 tel que

Tp(rX)) 225 7(h) avee J(h) € GLo(R) or GL,(R) = det™}(R\ {0})

vr el —mno, 1] J(p(rX)) € GL,(R)

donc

D’apres 20, on déduit que
Vr €]l —no, 1] p(rX) n’admet aucune racine stable.

Soit 0 < r < 1.
On a que (

ol Qn

4L ..., %) sont les racines de p(rX); il est bien scindé.

Siiesttelqueai>l,orr<1d0nc%>1,donc%>1.
Si 4 est tel que a; < —1, alors —a; > 1 donc —< > 1 donc %% < —1.

Prenons
r > max{|o;|; |a;| < 1}.

On a donc o
loi;| < 7 alors |—| < 1
r

Donc pour r > max{|a;|; |a;| < 1}, on a
a(p(rX)) = o(p).

En prenant
n = min {no, 1 — max{|a;; [os| <1}},

on obtient le résultat demandé.
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23)

D’apres 22, il existe 7 tel que Vr €]1 —n, 1],
comme J(p) € Sp(R), donc diagonalisable, en le multipliant par — 1,
cela inverse les valeurs propres positives et négatives.

w (G 70 xD) = 0= (5 T005))
—n— <j< 2(1”_T)p(TX)>> (1—r>0)

)p(rX)> (d’apres 22 et critére de Schur-Cohn)

2(1—r)
=n—o(p(rX))
=n—o(p) (dapres 22)
Tl_i}rllf{ v (2(7"71—1)F(r)> = Tl_i}rllr{ T (%:L_Dj(p(rX))) =n—o(p) D’ou le résultat

24)

Ona F:R} — S,(R), 7~ J(p(rX)) (polynomiale en r donc dérivable)
Elle est dérivable et on a :

F(r) = (p(rX))o(S)" (p(rX))o(S) — (p(rX))(S)" (p(rX))(S)
— 2n iT § o T
" Po , Po , p(rS™)p(rS)

=r¥"p (ST> p <S> — p(rST)p(rs)

r r

Donc : .
F'(r) = 2nr"p <S> P (S)
r r
on | ST, (ST S ST\ S , /8
B =L W R Vo A W =L
- STp/ (TST) p(rS) — Sp(rST)p/(rS)
Alors :

D’ou le résultat

25)
On a comme F(0)=J(p) =0

nFr)  n_,
21,5127 Wtol)
=, (0()"p(8) = nSTY ()" p(S) — np(S)" P () + 0(1)
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On a d’apres 4 :

I (h) = ho(S)" ho(S) — h(S)"h(S)
= (np(8)" = STP'(5)")(np(S) — Sp'(S)) — ST/ (57)Sp'(9)
= n?p(S)"p(S) — nSp(S) P (S) — nSp'(ST)p(S)
+ ST (8)"5p'(9) — ST (S)Sp' ()
= n?p(S)"p(S) — nSp(S)"P'(S) — nSTP'(S) p(S)
Alors

=1 ", 5 T +old)

26)

On admet que I'application définie sur S, (R) a valeurs dans R™ qui & une matrice symétrique
associe le n-uplet de ses valeurs propres réelles comptées avec leurs multiplicités, rangées dans
lordre décroissant, est continue. On note une telle fonction ¢

On a @ est continue alors d’apres 25 :

lim (2(7471_1)F(7")> = ¢ (J(h))

On note A1, ..., Ay, les valeurs propres de ﬁF(T) et A\i,..., A, les valeurs propres de
J([t]).
D’apres 21; J(h) est inversible alors A; # 0 pour tout 1 < i < n et on a

m A, =\ V1<i<n
r—1

On suppose 7(J(h))) =j alors \; >0 pour 1 <i<jet\; <0pourj+1<i<n.
D’apres la définition de la limite et on travaille avec une famille finie, il existe un voisinage
de 1 commun qu’on le note v(1) tel que pour tout r € v(1) :

Aipg >0 VI<i<j et N,<0 Vj+1<i<n
alors
n
—F =j= h
7 (G F ) = = =)
On déduit alors que

lim 7 <2(nF(T)) = m(J(h))

r—1 r— 1)

On a alors d’apres 23 :

m(J(h)) =n—o(p)

Donc

o(p) =n—m(J(h))
=n—o(h) (dapres 21 et 18)
(

=n—o(Xp)
=n—(1+0o@)) (0€-11)
— -1 o(p)

D’apreés 4 : p’ n’admet pas de racine stable.
Alors d’apreés 20, J(p') est inversible.
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Alors, d’apres le critére de Schur-Cohn, o(p’) = n(J(p)).
Ainsi,

olp)=n—-1-m(J®))

G. Méthode générale

27)

Onap=fg=(p1Apo)g,alors g = L.

Alors g n’admet aucune racine stable, donc d’apres 20, J(g) est inversible.

Et donc, d’apres le critere de Schur—Cohn :

a(g) =n(J(9))

28)

On a f = p A pg, les racines de f sont toutes stables, on les note 1, ..., Ym, 'yfl, oyt de
multiplicités nq,...,n,,. Alors

f= ﬁ[x—% — )"

=1
Siy; ¢ {1,—1}, alors
gi= (@ —v)(x—~")
Si~y; € {1,—1}, alors
— _ _ —1
gi=@—v)=gn=@—"")
On remarque que ces g; sont de racines stables et de multiplicité 1, et il existe donc £ € N*
tel que

f=1]g
=1

D’ou le résultat. et donc

p=fg=g192 99|

On sait que par définition de o :

l
= olg) +o(g)
=1
4
= (deggi — 1 —m(T(9))) + (T (g)) (dapres 26 et 27)
=1

1 ¢
= (n—degg) — £~ ZW(J(QQ)) +m(J(9)) <Car D_deggi+degg = ”)

=1

Donc
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VA
o(p) =n—degg—L—> (T (9) +7(T(9))

i=1

Fin de sujet
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