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1. Propriétés du polynéme p, et stabilité des racines

1. Pour tout z € R*,; on a :

D’ou :

On a donc, en considérant py € R(X), on a :

Or, par définition :

Donc :

D’ou :

Bilan : Via la premiere égalité, on obtient donc que :
Va € R*, ((y est une racine stable de p <= p(a) =0 et po(a) = 0)

ie. :

p admet une racine stable <= p et py possedent une racine non nulle Commune‘

2. Comme p est scindé et que 0 n’est pas racine de pg, on a par la question [1.]:

pApy#£1 <= il existe a € R* tel que X — a divise p et pyg
< il existe @ € R* tel que p(a) =0 et po(a) =0

Or par la question [I.] on a aussi :
1
Va € R*, po(a) = a"p( )

(0%

D’ou :

=0

1
pApo#1 < il existe « € R* tel que p(a) =0 et oz"p(a

N———

0

1
< il existe o € R* tel que p(a) =0 et p()

o
<= p admet une racine stable

Ainsi, par contraposée, on a :

pApyg=1 <= pn’admet pas de racine stable‘
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3. Puisque toutes les racines de p sont supposées stables, on a :

Viell;n], o #0 et p(ozj):p<1_> =0

Qj
Ainsi on a :
pofanH(lfan) anHaj<aX> =(-1) Haj anH(Xaj>
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1
et )
{aJ 1§j<n}—{ 1<]<n}
a;
D’ou : . .
pO:(_l)"Hajxp et Haj—l
j=1 j=1
Ainsi :
po=(=1)"p

Donc on a bien :
Ine{-1,1}, p=Apo

. Tout d’abord remarquons que par la question puisque A = +1, on a :
p=Apo et po=Ap

On a:

1

np — Alp'ly = Znaka [Z(k + 1)ak+1Xk]
0

k=0
n—1
= Znaka —AY (n=1-k+1)ap_1_p X"
k=0 k=0
n n—1
= Znaka — Z( — k)Aap_p X"
=0 k=0

Or, par I’équation ,ona:
Vk € [0;n —1], Aan—r = ag

D’ou :

np — Alp O—ZnakX Zn— aka

n—1
=na, X" + Z(n —(n— k))aka
k=0

n—1

=na, X" + Z kap X"
k=0

= kapX* = Xp/
k=1

D’ou finalement :

‘h:npf)\[p/]o‘

D’autre part, on a :
n

hg = Xp lz kaka] Z k)an— R XFE

k=0
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Et par I'équation :

Anp — Xp') = ndp — AXp = npo — \Xp' = Znan_ka — Z kxap X"
k=0 k=0

Or, par I'équation , on a aussi :
Vk € [0;n], Aag = an—k
D’ou :
n

n n
/\(np - Xp,) = Z nan—ka - Z kan—ka = Z(n - k)an—ka
k=0 k=0 k=0

D’ou finalement :

‘ho = A(np — Xp')

5. Si n = 1, alors p’ est constant donc scindé. Si n > 2, alors, puisque que pour tout k& € [1;n], p(ar) = 0, pour tout
k € [1;n —1], on a par le théoréme de Rolle :

Bk € Jak ;a1 P (Bk) =0

Et en particulier, on a :
Pr < P2 << fBn

Donc p’ posséde n — 1 = degp’ racines réelles simples. Ainsi

Ensuite, par la question [4] on a :
ho = Anp — A\h

D’ou :
hANhg=hAp=Xp Ap

Or par ce qui précede, p et p’ sont scindés et n’ont pas de racines communes. De plus, comme toutes les racines de p sont
supposées stables, en particulier 0 n’est pas racine de p. D’ou :

Xp Ap=1

Enfin, supposons par ’absurde que p’ admet une racine stable, i.e. il existe a € R* tel que :

i.e.

D’ou :

Et par la question [I]:

Et done, comme on a hg = A(np — Xp') par la question [4.] il vient que :
ho(@) = A(np(a) — Xp/(a)) = 0

Ainsi on a obtenu que :
h(a) = ho(a) =0

Ce qui contredit h A hg = 1. Donc | p’ n’admet pas de racine stable. ‘
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2. Liberté d’une famille de polynémes

6. Remarquons que I’hypothése impose que n > 2. Soient 1 < i < k < n tel que oy, = 1. Alors pour tout j € [1;n], on a :

e sii<j—1,alors:
j—1

H(O‘i —a;)=0 donc fila;) =0

=1
e sii>j,alors k> j+ 1, et puisque axa; = 1, il en découle que :

n

H (1-—oa;)=0 donc fi(a;) =0

I=j+1

Ainsi :

V) € [Lsn], f(ai) =0]

Maintenant, supposons par ’absurde que (f1,..., f,) est libre. Puisque l'on a :

Vj e [1;n], deg(fj)=n—1 et dmR,_1[X]=n

(f1,---, fn) est donc une base de R,,_1[X]. Mais alors, pour & € R\ {aq,...,an}, X —a € R,,_1[X] (car n > 2). Donc il
existe (A1,...,Ap) € R™ tel que :

X—a= Z)\jfj
j=1

Or, par le résulat précédent, on a :

> Aifilai) =0
j=1

Donc a; — a = 0, ce qui est absurde. Ainsi ’ (f1,--., fn) est liée. ‘

7. Soit j € [1;n] et soit f € E. Alors il existe (P, Q) € R[X]” tels que :

f et Q=] - aX)

kel

P
Q
oI C[l;n] (siI=oalors Q=1).

Comme p n’admet pas de racine stable, en particulier a; n’est pas stable, donc il n’existe pas k € [1;n] tel que oy, = D% ;e
J

pour tout k € [1;n], ara; # 1. D’ou Q(a;) # 0 et ainsi, on a :

b 1maX)g = (L-aD)gies  (1-a,X)Qay)P — (1 03)P(,)Q
i(f) = X o - (X = ,)Q(07)Q

Or a; est racine du polynéme (1 — a; X)Q(a;)P — (1 — a2)P(a;)Q, donc il existe P € R[X] tel que :

(1 - a;X)Q(a;)P — (1 - a?)P(a;)Q = (X — o) P

Posons P := ﬁ%)ﬁ On a donc :

D’autre part P; est trivialement linéaire et on a P;(0g) = Og. Donc | P; € L(E).

Soit f € Ker P;. Alors on a :
(1-a;X)f = (1—a3)f(a;) =0
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D'ou :
(1—0a2) floy)

f= 1= a,X) 6Vect<

Donc :

1
Ker P] g VeCt((la)())
J

Soit A € R. On a :

» A _)\—)\l_arj_o
NA1-0;X))  X—a;

1
Vect| —— | C Ker P;
eC((lam)—

Donc :

Ainsi :

Ker P; = Vect (

=am)

8. Soit j € [1;n] et soit g € E. On a :
Pj((X—OéjM) _ (X —aj)g—(j—aj)g _ (X —aj)g

1—a,X X —a T X-—o; Y
9. Sin =1, le résultat est trivial. Supposons n > 2. Soit (A1,...,A,) € R™ tel que :

> ANifi=0

j=1
Dot : .

> Aigi =0 (2)

j=1
Or, par construction, on a :

j—1
an H(X — ag)
Viell;n], g,= szl
[T - anx)
k=1
Dot :
g1(a1) #0 et Vi>2, gjla1)=0
Donc, par I’équation 7 ona:
0="> Xgjlar) =X g1(n)
j=1 750
Donc A\ = 0.
Montrons que pour tout ¢ € [1;n], A\; = 0. Si n =1, le résultat est déja établi. Si n > 2, supposons que pour m € [2;n], on
ait :
Viel;m—1], A =0
et montrons que A\, = 0.
Par hypothese, I'équation (2]) devient :
n
Z /\jgj =0 (3)
j=m

. Siam¢{ak : 1§k‘§m—1},alorsona:
Im(Qm) # 0 et (sim #n) Vi>m+1, gjlam)=0
Et donc I'équation donne \,, = 0.
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e Siqy, € {aj :1<k<m-— 1}, notons p € [1;m — 1] la multiplicité de «,,, dans cet ensemble. On a alors :

m—1
— ag) —am)" H (X — az)
k:l 1<k<m—1
apFom
Et (si m # n), pour tout j >m+1:
j—1 m— j—1
H —ay) H —ag) X (X — am) H (X —ay)
k=1 k=1 k=m-+1
j—1
= (X —an)"™ I X=an) [ (X—an)
1<k<m-—1 k=m+1
apFom

Ainsi, on a :

L ap(X — o)t

T 1<k1<—[ 1(X e
[T —anx) 250
k=1
Et (sim #n) :
j—1
an(X — o)™ T (X =)
. k=m+1
> - -
HamEh o ! 1<k1<_I 1(X o
[T - anx) e

k=1
Donc, d’apres la question[8] on a :

an(l — amn X)*
P (g = 200X T (x g
H 1~ e X) 1<k<m—1

apFam
k=1

ou P =P, o0---0P,. Et aussi (si m #n) :
—_——

12

j—1
an(l = amX)"(X —am) [] (X —ax)
Vi>m+1, Phlg)= - et [T &-an
[Ta-ax) e

Ainsi :
Ph(gm)(am) #0 et (sim#n)  Vi>m+1, Ph(gj)(am)=0

Or par linéarité de P,,, donc de P* et par I’équation , on a :

> N Ph(g) =
j=m

D’ou : B
0="" XPh(g;)(m) = Am Pl (gm)(am)
— ———
Jj=m 20
Donc A\, =

Ainsi, par récurrence forte (finie), on obtient que :

Vie[l:n], A =0

Donc ‘ (f1,-.., fn) est libre. ‘

Jules PIRONY 8
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Bilan : On a donc montré que si p n’admet pas de racine stable alors (fi,..., f,) est libre. Et & la question par
contraposée, on a montré que si (fi,..., fn) est libre alors p n’admet pas de racine stable. On a donc I’équivalence :
’p n’admet pas de racine stable <= (f1,..., f,) est libre‘

3. Expression de la matrice J(p)

10. On montre par récurrence que pour tout i € [0;n—1], (ST)? est la matrice composée seulement de 1 sur la i-éme sous-diagonale
et de 0 ailleurs (la diagonale principale étant la « 0-éme sous-digonale » ), i.e. :

0 . 0
0
T\ _ 0 0
ST =1|q1.:. Lij1 -+ i = (Inz 0)
0
0 0 1 0 O
D’ou :
0
_ 0
Vi € [[0,77, — 1]], (ST)lU =11 %L’;le: €i4+1
0
0

ou (i), <<, est la base canonique de M, 1(R).

Ainsi | (")) g<,<,,_, est une base de My, 1(R).

11. e Sin=1,ona:
fi(S)=a1 et p(S)=ai(S—a1) ainsique po(S)=ai(l—ais)

Et donc, on a bien :

FU(S)T(C Oy = BY B1) f1(S) = (C1A1()T CLA(S) = (B1f1(S)) Bifr(S)

e Sin > 2, alors remarquons que :
Vie[lin—1], (X—o))fj =0 -1 X)fj

D'ou :
Viellin=1], B;fi(S) = Cjt1fi1(S)

Ainsi on a :

ifo)T(Cf Cj = B B;) £;(S)

n—1
= fu(S) ' CLCrfn(S) = fn(S) " BEBufa(S) + > £5(8)"CTC;£5(S) = £;(S)" B} B f;(S)
j=1

Jules PIRONY 9 jules.pirony@orange.fr
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= (Cofn(S))" C fu(S) = (Bufu(S))" Bufu(S +20f1 )"Ci£5(S) = (B, £5(S))" B; f;(S)

= (Cuf(8)) Cfu(S) = (Bufu(S))" Bufu(S +ZCfJ ) Ci£5(S) = (Cia fi1(8) Ciia fia(S)

( VIL]LII( ) (ann(S)_(B fn( )) ann( ) (lel( )) lel(S)_(C"Ynfn(*Sv))T(jn,fn(S)
= (CLf1(9) " CLAI(S) = (Bufa(8)) B fu(S)

po(S) po(S ) p(S)"p(S)
J(p)

Dans tous les cas, on a bien :

> H©T(CfC; - B B)) 1;(8) = J(p)

12. Soit j € [1;n]. On a:
CTC;y = (I — ;ST) (I — a;8) = I, — a; (ST + §) +a257S

Et :
BTB; = (ST — a;1,) (S — o;I,) = STS — a; (ST + S) + 21,
D’ou :
C/C;—BIBj=(I,—5"S) +a;(S"S - I,) = (1 - a?) (I, — ST5)

Orona:

0 0 .- 0

sts=|0 ' =B
Do a0
0 - 0 1

ol (Ej ;)< j<, est la base canonique de M, (R). Et d’autre part, on a :

10 e 0
vor = |9 0 — By =1, - §7S
0 -« .- 0

Finalement, on obtient bien que :

13. Par les questions et on a donc :

=
=
[

> (1 —a}) (f(9TUUT £i(9))

k=1

Donc, pour tout (i, ) € [1;n]?, on a

)., = 31— ) [(1(3)T0) (U ()]

iim—aa[(fkw IRICRAC

I
NE

(1- ai)v;,k(vT)k,j

Vie(1—ai) (V")

I
NE

k,j
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Or, pour tout (4,5) € [1;n]? :

n

VDVT Zn: (Zn: Via(1 - alz)al’k> (V) = Z Vi (1= ag) (V1)
= =1

k=1

Ainsi, il vient que :

J(p)=VDVT

14. Si p admet une racine stable, alors par la question la famille (f1,..., fn) est liée. Il en résulte que la famille

(fl(ST)U7 sy fn(ST)U)
est une famille liée de M,, 1(R). Donc det V' =0, d’out :

det J(p Hl—a )det V2 =0
j=1

Donc ’ J(p) n’est pas inversible. ‘

4. Cas ou J(p) est inversible : critére de Schur-Cohn

15. Notons F' < M, 1(R) lorsque F' est un sous-espace vectoriel de M,, 1(R).
Soit F' < M,, 1(R) vérifiant (C4). On a par hypothese :

A=PTBP avec P € GL,(R)

Donc :
VX € F\ {01}, (PX)"B(PX)=XTAX >0

Posons F' := {PX : X € F} = PF. Donc F' < M, (R) vérifie (Cg). De plus, comme P € GL,(R), on a F’' ~ F, donc
dim F' = dim F”. Ainsi, on a :

{dimF i F < M, 1(R) vérifiant (CA)} C {dimF/ . F' < M, 1(R) vérifiant (CB)}

- d(B) > d(A)

Toujours par hypothése, on a :
B=(P") AP = Q" AQ

en posant @ := P~!. En raisonnant de maniére analogue avec @, on obtient que d(B) < d(A). D’ou :

16. Soit M € S,,(R). Alors par le théoréme spectral, il existe P € O, (R) telle que :
M = PT diag(Ay,..., )P

ou {)\1, cee )\n} = Sp(M), les \; étant comptées avec leur multiplicité.

Notons i1,...,ir(ar) les indices tels que A;, > 0, toujours comptées avec leur multiplicité. Considérons alors le sous-espace
vectoriel Fy < M, 1(R) défini par :

Fy = {PTX : X € Vect ((ez‘k)1gkgw(M))} =P VeCt((eik)lngﬂ'(ﬂ/f))

Jules PIRONY 11 jules.pirony@orange.fr
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17.

ol (€;),<;<, est toujours la base canonique de M,,(R).

On a alors Fj; ~ Vect((eik)lngW(M)) puisque P € O, (R) donc P € GL,(R). D’ou ‘ dim Fyy = n(M). ‘

Soit X € Fir \ {0p,1}. Donc il existe Y € Vect ((eik)lngW(M)) \ {01} tel que X = PTY. D’ot :
XTMX =YTPMPTY = YT diag(A1,..., )Y

Or Y € Vect ((eik)lgkgﬂ(M)) \ {051}, donc il existe (y1,...,Yx(ar) € R™M)\ {Ogncar) } tel que :

m(M)

Et donc :

(M) m(M)
YT diag(A1,..., \)Y = yjeiTj diag(A1, ..., An) Z Yk€iy,
j=1 k=1
m(M) m(M)
= v, Z NinYk€iy
j=1 k=1
w(M) w(M)
= Yk e, iy
j=1 k=1

Or pour tout j,k € [1;7(M)], on a:
ez;eik = Oij,i, — 04k

)

D’ou :

(M)
XTMX =Y"diag(A1,.. ., A)Y = > 42N, >0
j=1

Donc | Fyy vérifie (Cay). ‘

Par la formule de Grassman, on a :

dim(Fj; N G) = dim Fy; + dim G — dim(Fj; + G)

Ora:
dim Fi; =n — n(M) et dimG > (M) +1 ainsi que dim(Fj; +G) <n
D’ou :
dim(Fy; NG) >n—a(M)+a(M)+1-n
ie.:

dim(F; NG) > 1

Ainsi il existe X € Fi; NG tel que X # 0,,1. Or par construction, on a :

F3; = Vect ((ejk)lgkgn*W(MJ

ol j1,. .., Jn—m(m) sont les indices tels que Aj, < 0, comptées avec leur multiplicité.

Remarque : On a donc :

Donc, puisque X € F+, on a :

XTMX = (PX)" diag(\r,... . A)(PX) = Y ((PX),1)" N, <0

Jules PIRONY 12 jules.pirony@orange.fr
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18.

19.

Or X € G\ {0,,1}, donc par hypothéese sur G, on a :
XTMX >0
C’est absurde. Ainsi il n’existe pas de sous-espace vectoriel de M,,(R) vérifiant M de dimension supérieure & 7(M). Donc :

d(M) = =(M)

Par contraposée du résultat de la question ’si J(p) n’est pas inversible alors p ne posséde pas de racine stable. ‘

D’autre part, on a J(p) € S,,(R), donc par la question on obtient que :

m(J(p)) = d(J(p))

Mais par la question J(p) = VDVT. Or, si J(p) est inversible, en particulier, V est nécessairement inversible. D’ot1, par
la question :
d(J(p)) = d(D)

Comme D est diagonale, en particulier D € S,,(R) et donc :

Or on a par définition :

aD)= Y 1= > 1 =o0(p)

1<j<n 1<j<n
1—a?>0 aj €l-1:1]

Finalement :

7(J(p)) = o(p)

5. Condition nécessaire et suffisante d’inversibilité

Par la question onaJ(p)=VDVT dou

det J(p) = det D x det V>

j Donc si J(p) n’est pas inversible, alors :
detD =0 ou detV =0

Or, si p n’admet pas de racine stable, en particulier 1 n’est pas racine de p, i.e. on a :
Vie[l;n], a; #1

Donc :

detDzHl—a?;ﬁO

j=1
Et donc det V = 0. Ainsi la famille (f,(ST)U, ..., fo(ST)U) est liée, i.e. il existe (B1,...,5,) € R™\ {Orn} tel que :

Y Bif(STU =0
Jj=1

Posons :

q:=Y_ Bifj € Ro_1[X]

Jj=1

On a donc | ¢(ST)U = 0pn,1 |- Et par la question si p n'admet pas de racine stable, alors la (f1,..., f,) est libre. Donc, par

construction, | ¢ # 0.

Jules PIRONY 13 jules.pirony@orange.fr
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20. Le sens direct de 'implication est garanti par la question Montrons 'autre sens. Supposons que p n’admet pas de racine
stable et que J(p) n’est pas inversible. Alors par la question il existe (qo,.-.,qn—1) € R™\ {Ogn} tel que :

n—1
> a(ST)U =0, (4)
=0

Or on a montré & la question que

(ST U £0,, et (ST)'U=0,,

Donc par I’équation , on a :

— ) n—1 )
On 1= ST ZU = q; (ST)niukl U= q0 (ST)nilU

=0 si i>0 #0p 1

Donc gg = 0.

Montrons que pour tout i € [0;n—1], ¢; = 0. Sin = 1, le résultat est déja établi. Sin > 2, supposons que pour k € [1;n—1],
on a :
Vie[0;k—1], ¢ =0

L’équation devient alors :

n—1 .
Z %(ST)ZU =0pn,1 (5)
i—k

D’ou :
T\" - '« T\n—k—1+i Ty\n—1
On1 = (") Z =Yg (57 U=q. (S")" U
— 5 -7’
i=k i=k =0 si i>k #0p 1
Et donc ¢ = 0.

Ainsi, par principe de récurrence forte (finie), on a :
Vie[0;n—1], ¢ =0

Ce qui est absurde puisque (qo, - .., gn—1) 7 Ogn.

Donc si p n’admet pas de racine stable, alors J(p) est inversible. Ainsi, on a bien I’équivalence :

‘ J(p) est inversible <= p n’admet pas de racine stable‘

Bilan : On a donc montré que :

’ J(p) est inversible <= p n’admet pas de racine stable‘

Et dans ce cas, on a :

m(J(p)) = o(p)

6. Un cas particulier

21. On a:

h=Xp

Donc les racines de h sont O et les racines de p’.

Or, d’apres la question p’ n’admet pas de racine stable.
Donc h n’admet pas de racine stable, d’oti, par la question ‘ J(h) est inversible.

Jules PIRONY 14 jules.pirony@orange.fr



Jules PIRONY Mines-Ponts 2025 - MP/MPI - Maths 2 21 mai 2025

22. Pour tout r > 0, les racines de p(rX) sont -, ..., 2=, Donc, par hypothese, elles sont toutes de multiplicité 1. D’ot1, de fait,
p(rX) est scindé.

D’autre part, on a pour tout r > 0 et tout i € [1;n] :

Q; Q;
—e]-1;1] <= ‘—Z <1l <= |al <r
r T
Posons :
p = max<{|ai| D 1<i<n, ol < 1})
qui est bien défini car {al, e an} est, de fait, fini.

Alors on a 0 < p < 1 par construction et si r € |p;1[, on a pour tout i € [[1;n] :

»
|Ozi|<1:>|ai|<r:>‘J >1
T

<1 et |ai|21$|ai|2r:>‘%
,

i.e.

s
|| <1 <= ’—Z <1
T

Donc on a :

vrelp;1, o(p(rX)) =o(p)

Enfin, par défintion, on a pour tout r > 0 :
p(rX) admet une racine stable < p(rX) et p(%) ont une racine commune non nulle
a; T
< 3(j,k) € 1;n]?, L=—
k) € anl?, 2= =
< 3(j,k) € [1;n]?* r* = qjax

car les racines de p(rX) sont 21,... %= et comme les (O‘i)1gign sont stables, en particulier elles sont non nulles, d’ou les
racines de p(%) sont aLl’ ceey ﬁ
Posons :
§:= max({,/ajak : (4, k) € [1;n]?, ajox € ]0;1[} u {O})
qui est bien défini car {al, cee an} est, de fait, fini.

Remarque : Si { ajar (4, k) € [1;n]? ajou € }();1[} =@, alors 0 = 0.

Alors on a 0 < 4 < 1 par construction et :

relo;sl = V(j,k) €1;n]? ajar €]0;1] 1 7 # Jasak et  0<ri<l1

D’ou :
reld; 1l = V(i k) € [L;n]? r* # ajou

Ainsi, par I’équivalence précédente, il vient que pour tout r € |0;1[, p(rX) n’admet pas de racine stable.

Finalement, posons :

7= min(l fp,l—é)

Alors on a :
J1—=n;1[=10;+00[N]p;1[N];1]

Et donc | pour tout r € |1 —n; 1[, p(rX) est scindé, tel que o(p(rX)) = o(p) et n’admet aucune racine stable.
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23.

24.

Montrons le résulatat préliminaire suivant :
VM € Sp(R), w(—M)=n—m(M) (6)
Soit M € S,,(R), par le théoréme spectral, il existe P € O,,(R) tel que :
A — PT diag(()‘)/\eSp(M))P ot  —M=pPT diag((—)\))\esp(M)>P

D’ou le résultat.

Soit r €]0;1[. On a F(r) = J(p(rX)) € S,(R), donc :

Ainsi, par 'équation (6], on a :

Or, puisque 1 —r >0, on a :
n n

st = (3 )

D’autre part, par la question sire]l—n;1], F(r) € GL,(R) et donc :

1—r

J( Q(")p(rX)) € GL,(R)

Par la question [18.] on a :

(o(armrrn)) = oz o) = o)

Or, par la question sire]l—mn;1[,ona:
a(p(rX)) = o(p)

(557 0) ===+ 3y ) =m0t

e ”(2(rn— 0l Fm) e

Donc on a :

Et d’ou :

La fonction
F: R —  Sp(R)
r  — J (p(rX ))

est polynomiale en r, donc en particulier, elle est dérivable sur R* . De plus, on a pour tout r > 0 :

=S (52)78(1X)(9) - s S XIS (car =)

1X> (S)Tp(1X> (S) —p(rX)(S)Tp(rX)(S) (car \ € {—17 1})

D’ou, pour tout » > 0 :

T
F'(r)= 2m"2"_1p<5)p<5) 4 72"

. — STy (rST)p(rS) — p(TST)Sp/(’I“S)

R MEANCARNEAENES
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25.

26.

Donc, en particulier :
F'(1) = 2np(ST)p(S) — 2579 (S")p(S) — 2p(ST) Sp'(S)

i.e.

T T,

F'(1) = 2n(p(8)) " p(S) — 25T (p'($)) " p(S) — 2(p(5)) " P'(5)S

Puisque F' est dérivable sur R* , en particulier elle admet un DLy en 1 :

Fry=F1)+F'(1)(r-1)+ o(r—1)

r—1

Or on a p = Apg avec A € {—1, 1}, d’ott :

F(1) = J(p) = po(ST)po(S) = p(ST)n(S) = (1 ~ 1>p(ST)p(S) =0

Ainsi on a :

Montrons que §F’(1) = J(h). On a :
J(h) = ho(ST)ho(S) — h(ST)R(S)
Or, par la question [4] on a

ho(ST) = )\(np(ST) - sTp'(sT)) et ho(S) = A(np(S) - sp'(S))

D’ou :
ho (S™)ho(S) = (np(ST) — STy (ST)) (np(S) - Sp’(S)) (car A€ {-1,1})
=np(ST)p(S) — np(ST)Sp'(S) — STp' (ST)np(S) + STp' (ST)Sp'(S)
= n’p(ST)p(S) —np(ST)Sp'(S) — nSTp' (ST)p(S) + h(ST)h(S)
Donc :

J(h) = n*p(ST)p(S) —np(ST)Sp'(S) —nSTp'(ST)p(S)

- g [an(ST)p(S) — 25T (57)p(S) — 2p(5T)5p’(S)]

T T T ,

p(5) — 257 (1/(9))"p(S) — 2(p(5))"p <S>s}

- [2n(p<5>)
fF’ (d’apres [24.)

Ainsi, on a bien :

Notons ¥: S, (R) — R" lapplication qui & une matrice symétrique associe le n-uplet de ses valeurs propres réelles comptées
avec leurs multiplicités, rangées dans I'ordre décroissant. On admet donc que ¥ est continue. Or par la question ona:

2(rn— n i) = I
Donc :
#( 5y P ) o $(I0)
Posons :
(e spn) = VW) et N0 Gnneeesn) = 0 (5 PO
On a donc :

Vk e [1;n], lim pg, = g
r—1-
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27.

28.

Or, par la question J(h) € GL,(R) NS, (R), d’ott 0 ¢ Sp(J(h)). Donc pour tout k € [1;n], on a :
k<n(J(h) = w>0 e k>n(J(h) = <0
Donc pour tout k € [1;n], il existe e > 0 tel que pour tout r € |1 — e ;1[, on a :
k<w(J(h) = ppr>0 et k>n(J(h) = jpr<0

Posons :
€:= min(sl, . ,En) >0
On a donc :

n
‘v’re]l—e,l[, 7((2(’]‘—1

Donc, par la question on a :
o(p) =n—m(J(h))
Comme J(h) € GL,(R), par la question [18. on a :
m(J(h)) = o(h)
Or :
o(h) =o(Xp') =1+ 0(p))

Donc :
o(p)=n—o(h)=n—1-0o(p')

Or, par la question p’ n’admet pas de racine stable, donc par la question [18.] on a :

o(p') ==(J(")

Finalement :
olp)=n—oah)=n—-1-x(J(p))
7. Méthode générale
On a:
_
I P m

Or, par la question on apour o € R:
« est une racine stable de p <= « est racine de p et pg

Donc les racines de g sont les racines non stables de p et donc g n’admet pas de racine stable. Ainsi, par la question [I8] on
a J(g) € GL,(R) et :

o(g) =n(J(9))

Comme f = p A pg, ses racines sont toutes stables par la question Notons-les V1, ..., Ym, %, el % et ny,...,n,y, leur

multiplicité respective. On a donc :
m 1 Nk
r=TIec-m(x-2)]
el Yk

Posons :
Vk e [1;m], ¥ := an +2 Zn,
1<i<k 1<i<k
viFEl vi=%1

Notons £ := 1 ainsi que £ := £,, et construisons les (g;),,<,- On procéde de la facon suivante : pour tout k € [1;m],

e si v, # £1, alors on pose :

. 1
Vi € [lk—1;le], gi:=(X— %)(X - %)
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e si v, = %1, alors on pose :
Vi€ [le—150],  gi = (X — )

Ainsi et on a :

1<k<

yp#EEL =1
= X x_ 2 h X 2nk
= H (X =) - X H( — k)
1<k< Tk 1<k<m

VR EEL ye=%+1

Zk Zk

= T | ITo)x II | I«

1<k<m \i=f;_; 1<k<m \i=f_;

Y #EEL Yp=%1

ie. :

L

f=1l9

i=1

et les | (gi);<;<, sont a racines simples de multiplicité 1.

On a donc p =g x g1 - - - g¢ et par construction de g et des (g;);,;~, il vient que :

Or d’apres la question on a :
Vie [1:4], o(gi) =deggi —1—7(J(g;))

Et on a :
¢

Zdeggi =degf=n—degg

i=1

D’ou :
¢

Zo(gi) =n—degg—¥{— ZW(J(QQ))

i=1 i=1

Et d’apres la question [271]:
a(g) =7(J(9))

Donc, finalement, on a :

AR e

4
o(p) =7(J(9)) + n—degg— > w(J(g)))

i=1
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