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Étude des séries congruo-harmoniques alternées

1.

(
1

pk + q

)
k∈N

est une suite réelle positive décroissante et tendant vers 0. Donc par le critère

spécial des séries alternées, la série
∑
uk converge.

2. On a :

ϕ1,1(n) =

n∑
k=0

(−1)k

k + 1

Or :

1

k + 1
=

∫ 1

0

tkdt

Donc, par linéarité de l’intégrale :

ϕ1,1(n) =

∫ 1

0

n∑
k=0

(−t)kdt

Or, pour |t| < 1 :

1

1 + t
=

+∞∑
k=0

(−t)k

Donc, on obtient par changement d’indices :

n∑
k=0

(−t)k =
1

1 + t
−

+∞∑
k=n+1

(−t)k =
1

1 + t
− (−t)n+1 1

1 + t

On a donc bien le résultat voulu :

ϕ1,1(n) =

∫ 1

0

1

1 + t
− (−t)n+1 1

1 + t
dt =

∫ 1

0

1

1 + t
dt−

∫ 1

0

(−t)n+1

1 + t
dt

3. On a, par définition :

S1,1 = lim
n→+∞

ϕ1,1(n)
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On cherche donc à déterminer la limite, quand n tend vers +∞, de l’intégrale suivante :∫ 1

0

(−t)n+1

1 + t
dt

Si on note fn(t) =
(−t)n+1

1 + t
, on a :

• (fn) est une suite de fonctions continues par morceaux sur I = [0, 1]

• On a : ∀t ∈ I − {1}, limn→+∞ fn(t) = 0. On note f la fonction nulle sur I, elle est
continue par morceaux. (le point {1} ne compte pas pour notre limite)

• Hypothèse de domination: ∀t ∈ I, ∀n ∈ N, |fn(t)| ≤
1

1 + t
. Donc (fn) est dominée par ψ

définie sur I par : ψ(t) =
1

1 + t
et qui est intégrable sur I.

Par le théorème de convergence dominée, on a donc que :

lim
n→+∞

∫ 1

0

(−t)n+1

1 + t
dt = 0

Ainsi, par le résultat de la question précédente, on a:

lim
n→+∞

ϕ1,1(n) =

∫ 1

0

1

1 + t
dt = [ln(1 + t)]

1
0 = ln(2)

Donc : S1,1 = ln(2)

4. On a :

ϕ1,q(n) =

n∑
k=0

(−1)k

k + q

Comme précèdemment, on a :
1

k + q
=

∫ 1

0

tk+q−1dt.

Donc :

ϕ1,q(n) =

∫ 1

0

tq−1
n∑

k=0

(−t)kdt

En utilisant ce que l’on avait trouvé à la question 2 (pour l’expression de la somme dans

l’intégrale

n∑
k=0

(−t)k) , on a :

ϕ1,q(n) =

∫ 1

0

tq−1 1

1 + t
dt−

∫ 1

0

tq−1(−t)n+1 1

1 + t
dt
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Or, par le résultat de la question 2, on a :

ϕ1,1(q − 2) = ln(2) +

∫ 1

0

(−t)q−1

1 + t
dt

Donc, on a :

(−1)q
∫ 1

0

tq−1 1

1 + t
dt = ϕ1,1(q − 2)− ln(2)

D’où :

ϕ1,q(n) = (−1)q(ϕ1,1(q − 2)− ln(2))−
∫ 1

0

tq−1(−t)n+1 1

1 + t
dt

On montre que le dernier terme a une limite nulle de la même manière qu’à la question 3.
Cela donne donc en passant à la limite :

S1,q = (−1)q(ϕ1,1(q − 2)− ln(2))

5. On pose la fonction h définie sur I × R+ comme :

h(x, t) =
x(t+1)αp,q

1 + xαp,q

x 7→ h(x, t) est continue sur I pour t, p, q quelconques dans leurs domaines de définitions,
donc Ip,q est bien définie.

Utilisons le théorème de continuité des intégrales à paramètres pour montrer la continuité de
Ip,q.

• t 7→ h(x, t) est bien continue sur R+ pour tout x dans I.

• x 7→ h(x, t) est continue par morceaux sur I pour tout t dans R+.

• Hypothèse de domination On a : ∀x ∈ I, ∀t ∈ R+, |h(x, t)| ≤ g(x) =
1

1 + xαp,q
, donc h

est dominée par g, qui est bien continue par morceaux et intégrable sur I.

Ainsi, on a bien la continuité de Ip,q sur R+.

6. On reprend les notations de la question précédente.

• (h(x, n))n∈N est une suite de fonctions continues par morceaux sur I = [0, 1]

• On a : ∀x ∈ I − {1}, limn→+∞ h(x, n)(t) = 0. On note f la fonction nulle sur I, elle est
continue par morceaux.

• Hypothèse de domination: ∀x ∈ I, ∀n ∈ N, |h(x, n)| ≤ g(x). Donc (h(x, n)) est dominée
par g, qui est bien continue par morceaux et intégrable sur I.
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Par le théorème de convergence dominée, on a bien le résultat voulu : limn→+∞ Ip,q(n) = 0

7. On a :

n∑
k=0

(−xαp,q )k =
1− (−xαp,q )n+1

1 + xαp,q

On a :

ϕp,q(n) =

n∑
k=0

(−1)k

pk + q

On a aussi :

∫ 1

0

xαp,qkdx =
1

αp,qk + 1
=

q

pk + q

Donc :

ϕp,q(n) =

n∑
k=0

(−1)k

q

∫ 1

0

xαp,qkdx

Donc on fait rentrer la somme dans l’intégrale, et ainsi par le calcul fait précédemment :

ϕp,q(n) =
1

q

∫ 1

0

1− (−xαp,q )n+1

1 + xαp,q
dx =

1

q

(∫ 1

0

1

1 + xαp,q
dx+ (−1)n

∫ 1

0

(xαp,q )n+1

1 + xαp,q
dx

)

On reconnâıt l’expression de Ip,q(n), d’où :

ϕp,q(n) =
1

q

(∫ 1

0

1

1 + xαp,q
dx+ (−1)nIp,q(n)

)
8. On a, en passant à la limite :

Sp,q =
1

q

∫ 1

0

1

1 + xαp,q
dx

On pose t = x
1
q .

D’où : dt =
1

q
x

1
q−1dx =

1

q
t1−qdx

Ainsi, par changement de variables, on a :
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Sp,q =

∫ 1

0

tq−1

1 + tp
dt

9. On a, pour (p, q) ∈ E1 :

Sp,q =
1

p

+∞∑
k=0

(−1)k

k + 1
=

1

p
S1,1

D’où :

Sp,q =
ln(2)

p

10. On pose m tel que q = pm. On a donc :

ϕp,q(n) =

n∑
k=0

(−1)k

pk + pm
=

1

p
ϕ1,m(n)

Par la question 4, on a, en passant à la limite :

Sp,q = (−1)m
1

p
(ϕ1,1(m− 2)− ln(2)) =

(−1)m−1

p

(
ln(2)−

m−2∑
k=0

(−1)k

k + 1

)

D’où, par changement d’indices :

Sp,q =
(−1)m−1

p

(
ln(2)−

m−1∑
k=1

(−1)k−1

k

)

D’où le résultalt voulu pour λ = m = q/p.

11. On a la factorisation suivante, si p est pair :

Xp + 1 =

p∏
k=1

(X − ωp,k)

Et si p est pair :

Xp + 1 = (X + 1)

p∏
k=1

(X − ωp,k)

Où les (ωp,k)k∈[[1,p]] sont complexes non réels car le polynôme a au plus une racine réelle (qui
est -1).
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Comme le polynôme est réel, les (ωp,k)k∈[[1,p]] sont deux à deux conjugués. On a donc, quitte
à changer les notations :

∀k ∈ [[1, ⌊p/2⌋]], ωp,k = ωp,k+⌊p/2⌋

D’où par décomposition en éléments simples de F (X), on a l’existence des éléments (a0, b0, . . . , bp−1)
tels que :

F (X) =
1− (−1)p

2

a0
X + 1︸ ︷︷ ︸

=0 pour p pair

+

p−1∑
k=0

bk
X − ωp,k

Il reste à montrer que :

∀k ∈ [[0, ⌊p/2⌋ − 1]], bk = b,k+⌊p/2⌋

Or, F (x) = F (x) pour x réel.

On a donc le résultat voulu par unicité des coefficients pour la décomposition en éléments
simples.

D’où le résultat voulu avec : ωp,k = exp

(
i
π

p
+ i

2kπ

p

)
.

12. On a, comme p est impair :

Xp + 1

X + 1
=

p−1∑
k=0

(−1)kXk

Donc : F (X)(X + 1)(−1) =
(−1)q−1

p

On multiplie par X + 1 dans le résultat obtenu et on évalue en −1, on a donc :

a0 = F (X)(X + 1)(−1) =
(−1)q−1

p

Tous les pôles sont simples, on peut donc utiliser la formule ”
P

Q′ ” pour déterminer les bk :

∀k ∈ [[0, ⌊p/2⌋ − 1]], bk =
Xq−1

pXp−1
(ωp,k) =

1

p
(ωp,k)

q−p = −1

p
(ωp,k)

q

Car ωp
p,k = −1.

D’où, en reprenant la formule pour les ωp,k :
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bk = −1

p
e
iq(2k+1)

π

p

On a bien : bk = −1

p
eiqθk

13. On a, en mettant au même dénominateur :

bk
X − ωp,k

+
bk

X − ωp,k
=
X(bk + bk)− bkωp,k − bkωp,k

X2 −X(ωp,k + ωp,k) + 1

Or :

bk + bk = −2

p
ℜ(bk) = −2

p
cos(qθk)

Et :

ωp,k + ωp,k = 2ℜ(ωp,k) = 2 cos(θk)

Puis :

bkωp,k + bkωp,k = 2ℜ(bkωp,k) = −2

p
ℜ(exp(iqθk − iθk)) = −2

p
cos((q − 1)θk)

D’où :

bk
X − ωp,k

+
bk

X − ωp,k
=

X(−2

p
cos(qθk)) +

2

p
cos((q − 1)θk)

X2 − 2X cos(θk) + 1
= −2

p

X cos(qθk)− cos((q − 1)θk)

X2 − 2X cos(θk) + 1

On a bien, grâce aux deux questions précédentes :

F (X) =
1− (−1)p

2

(−1)q−1

p

1

X + 1
− 2

p

⌊p/2⌋−1∑
k=0

Fk(X)

14. On a : cos(qθk) = ℜ(exp(iqθk))

Donc on étudie la somme suivante :

⌊p/2⌋−1∑
k=0

exp(iqθk)

On a, en reprenant l’expression de θk :
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⌊p/2⌋−1∑
k=0

exp(iqθk) =

⌊p/2⌋−1∑
k=0

exp(
iqπ

p
) exp(

2iqπ

p
)k = exp(

iqπ

p
)

1− exp(
2iqπ

p
)⌊p/2⌋

1− exp(
2iqπ

p
)

On suppose p pair, on a donc :

⌊p/2⌋−1∑
k=0

exp(iqθk) = exp(
iqπ

p
)
1− exp(iqπ)

1− exp(
2iqπ

p
)

Si q est pair, on a directement le numérateur nul donc :

⌊p/2⌋−1∑
k=0

exp(iqθk) = 0

Si q est impair, on a :

⌊p/2⌋−1∑
k=0

exp(iqθk) =
2

exp(− iqπ
p

)− exp(
iqπ

p
)
=

2

−2i sin(
qπ

p
)

Dans ces deux cas, en passant à la partie réelle, on a bien que :

⌊p/2⌋−1∑
k=0

cos(qθk) = 0.

Supposons maintenant p impair, on a ainsi (comme ⌊p/2⌋ = p− 1

2
) :

⌊p/2⌋−1∑
k=0

exp(iqθk) = exp(
iqπ

p
)

1− exp(
iqπ(p− 1)

p
)

1− exp(
2iqπ

p
)

De la même manière que précèdemment :

exp(
iqπ

p
)

1

1− exp(
2iqπ

p
)
=

1

−2i sin(
qπ

p
)

D’où :

⌊p/2⌋−1∑
k=0

exp(iqθk) =

1− exp(iqπ) exp(− iqπ
p

)

−2i sin(
qπ

p
)

=

1 + (−1)q+1(cos(
iqπ

p
)− i sin(

iqπ

p
)

−2i sin(
qπ

p
)
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En passant à la partie réelle, on a bien :

⌊p/2⌋−1∑
k=0

cos(qθk) =
(−1)q+1

2
.

15. En utilisant le résultat de la question 8, on va intégrer l’expression de F (X) obtenue à la
question 13 puis utiliser le résultat admis sur les Fk(X).

D’où :

Sp,q =
1− (−1)p

2

(−1)q−1

p
ln(2)+

2

p

⌊p/2⌋−1∑
k=0

π

2p
(p− 1− 2k) sin(qθk)− cos(qθk) ln(2 sin(

θk
2
))


Or, d’après la question précédente :

1− (−1)p

2

(−1)q−1

p
ln(2) =

2

p
ln(2)

⌊p/2⌋−1∑
k=0

cos(qθk)

(Si l’on n’est point convaincu, refaire la disjonction p pair/impair)

D’où, en regroupant les sommes :

Sp,q =
2

p

⌊p/2⌋−1∑
k=0

π

2p
(p− 1− 2k) sin(qθk)− cos(qθk)

(
ln(2 sin(

θk
2
))− ln(2)

)
Or : ln(2 sin(

θk
2
))− ln(2) = ln(sin(

θk
2
)).

On a donc bien : Sp,q =
2

p

⌊p/2⌋−1∑
k=0

π

2p
(p− 1− 2k) sin(qθk)− cos(qθk) ln(sin(

θk
2
))


16. En remplaçant avec les valeurs données, on trouve : S2,1 =

π

4
et S3,1 =

1

9
(
√
3π + ln(8)).

(On retrouve bien la valeur de arctan(1) pour S2,1.)

17. Il est clair, vu les définitions de E1,E2 et E3, que An ∪Bn ∪ Cn = En

De plus, les évènements sont visiblement 2 à 2 incompatibles. {An, Bn, Cn} forment bien une partition de En.

18. (p = i)i∈[[1,n]] est un système complet d’évènement.

On a donc, par la formule des probabilités totales :
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P(An) =

n∑
i=1

P ((p = q) ∩ (p = i)) =

n∑
i=1

P ((p = i) ∩ (q = i))

Or les évènements (p = i) et (q = i) sont indépendants car le tirage est ”avec remise”.

Donc :

P(An) =

n∑
i=1

P(p = i)P(q = i) =

n∑
i=1

1

n2

D’où : P(An) =
1

n
.

De même, par la formule des probabilités totales :

P(Cn) =

n∑
i=1

P((p > q) ∩ (p = i)) =

n∑
i=1

P((q < i) ∩ (p = i)) =

n∑
i=1

P(q < i)P(p = i)

Ainsi, comme (q < 1) est impossible et que P(q < i) =
i− 1

n
:

P(Cn) =
1

n

n∑
i=2

i− 1

n

Donc : P(Cn) =
n(n− 1)

2n2
.

(Vérification : on retrouve bien que P(An) + 2P(Cn) = 1, ce qui est cohérent avec le fait que
(p < q), (p > q), (p = q) couvrent toutes les possibilités).

19. On va chercher la probabilité que l’on tire p et q tels que p|q. Cela revient en fait à calculer
P(An ∪Bn).

Pour ce faire, on va dénombrer le nombre de multiples de p (avec p parcourant [[1, n]]) inférieurs
à n.

Soit p ∈ [[1, n]].

Les multiples de p, inférieurs à n, sont {1.p, 2.p, . . . ,
⌊
n

p

⌋
.p}. Il y en a

⌊
n

p

⌋
.

Donc, si p parcourt tout l’intervalle, on a

n∑
p=1

⌊
n

p

⌋
possibilités pour p et q tels que p|q.

Or, au total, il y a n2 possibilités pour p et q. Donc : P(An ∪Bn) =
1

n2

n∑
p=1

⌊
n

p

⌋
.
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Comme An ∩Bn = ∅, on a :

P(Bn) =
1

n2

n∑
p=1

⌊
n

p

⌋
− 1

n

20. L’équivalent peut s’obtenir avec une comparaison série-intégrale.

On peut aussi écrire que :

ln(n+ 1)− ln(n) ∼ 1

n

Puis que :

n∑
k=1

1

k
diverge en +∞.

Donc par sommation des relations de comparaisons (peut-être HP en PC), puis par télescopage
:

Hn ∼
n∑

k=1

ln(k + 1)− ln(k) = ln(n+ 1)

Or : ln(n) ∼ ln(n+ 1).

Donc : Hn ∼ ln(n).

21. On a :
n

p
− 1 ≤

⌊
n

p

⌋
≤ n

p
.

Donc, en utilisant l’expression obtenue à la question 19 :

1

n
Hn − 1

n
≤ P(An ∪Bn) ≤

1

n
Hn

Or : Hn ∼ Hn − 1

n
∼ ln(n)

n
.

Donc : P(An ∪Bn) ∼
ln(n)

n
.

22. On a, comme {An, Bn, Cn} est une partition de En :

P(En) = P(An ∪Bn) + P(Cn) =
ln(n)

n
+ o

(
ln(n)

n

)
+
n(n− 1)

2n2

Donc en passant à la limite : limn→+∞ P(En) =
1

2

11

cpge-paradise.com



23. On rappelle que : Ip,q(n) =

∫ 1

0

x(1+n)αp,q

1 + xαp,q
dx

On pose : s = xn+1.

D’où : ds = (n+ 1)xndx.

Donc :

Ip,q(n) =

∫ 1

0

sαp,q

1 + sαp,q/(n+1)

ds

(n+ 1)sn/(n+1)

On utilise une nouvelle fois le théorème de convergence dominée sur nIp,q(n) (dont je ne
détaille pas les hypothèses), d’où :

nIp,q(n) −→
∫ 1

0

sαp,q−1

2
ds =

1

2αp,q

On a donc bien : Rp,q ∼ 1

2pn
.

24. D’après la question 7, on a :

ϕp,q(n) =
1

q

(∫ 1

0

1

1 + xαp,q
dx+ (−1)nIp,q(n)

)
Et donc on en avait déduit que :

ϕp,q(n) −→
1

q

∫ 1

0

1

1 + xαp,q
dx = l

De plus, la vitesse de convergence a un sens car on montre facilement que (ϕp,q(n)) est toujours
différent de sa limite l

Ainsi :

ϕp,q(n+ 1)− l

ϕp,q(n)− l
=

(−1)n+1Rp,q(n+ 1)

(−1)nRp,q(n)

En passant à la limite, on a, d’après la question précédente : V = 1.

La convergence est donc infra-linéaire.
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