Correction Mines PC 2025
Thomas Bodillis
En cas d’erreurs ou autres remarques, me contacter a bodilisthomas73@gmail.com

Etude des séries congruo-harmoniques alternées

1
1. < > est une suite réelle positive décroissante et tendant vers 0. Donc par le critere
Pk + 4/ jen

spécial des séries alternées,

la série > uy converge. ‘

2. On a:

—~

ora(n) =3 k+1

n _1)k
k=0

Donc, par linéarité de 'intégrale :

Or, pour |t| < 1:

EEDY
=0
1+¢ P
Donc, on obtient par changement d’indices :
n —+oo
1 1 1
S0t - 3 e oo

On a donc bien le résultat voulu :

1 1 1
1 1 1 —¢)ntl
é11(n) = — — (=) ——dt = —dt—/ (Gl dt
: o 1+t 141t o 1+t o L1+t

3. On a, par définition :

Si1 = ngﬂl_loo $1,1(n)
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On cherche donc a déterminer la limite, quand n tend vers 4+oo, de I'intégrale suivante :
1 1
—t n+
/ 0"
o 1+t

Si on note f,(t) = ﬂ

14t

e (f») est une suite de fonctions continues par morceaux sur I = [0, 1]

,ona:

e Ona: VvVt € I —{1},lim,— 400 fu(t) = 0. On note f la fonction nulle sur I, elle est
continue par morceaux. (le point {1} ne compte pas pour notre limite)

e Hypotheése de domination: Vt € I,Vn € N, |f,(¢) . Donce (f,,) est dominée par v

| <0
1+4+1¢

définie sur I par : ¥(t) = et qui est intégrable sur 1.

1
1+t
Par le théoreme de convergence dominée, on a donc que :

lim —
n—+too fo 141

Ainsi, par le résultat de la question précédente, on a:

1
. 1 1
Jim oua(m) = [ e = in(1+ 0] = )
Donc : | S1,1 =In(2)
. Ona:
~ (="
$1,4(n) =
k=0 ktq
1
Comme précedemment, on a : —— = / thra=1qg,
k+ q 0
Donc :

bram) = [0S0
k=0

En utilisant ce que l'on avait trouvé a la question 2 (pour l'expression de la somme dans
n

lintégrale Z(—t)k) ,0na:
k=0

1 1

1 1
= [ 9 —gt— | (=) —at
91.4(n) /O 1+t /0 =" 1
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Or, par le résultat de la question 2, on a :

1 -1
oala=2) =tn)+ O
Donc, on a :
(1) /01 t"‘ll%tdt = d11(g —2) — In(2)
D’ou :
! 1
¢mow:<—u%@J@f2y4n@»f[;ﬁﬂc%waijﬁ

On montre que le dernier terme a une limite nulle de la méme maniere qu’a la question 3.
Cela donne donc en passant a la limite :

[S1g = (=1)%(611(g - 2) — n(2))]

5. On pose la fonction h définie sur I x R} comme :

x(t""l)ap,q

h(z,t) = T

x — h(x,t) est continue sur I pour t,p,q quelconques dans leurs domaines de définitions,
donc I, 4 est bien définie.
Utilisons le théoreme de continuité des intégrales a parametres pour montrer la continuité de
Ipq.

e ¢t +— h(x,t) est bien continue sur Ry pour tout = dans I.

e x +— h(x,t) est continue par morceaux sur I pour tout ¢ dans R.

1
e Hypothese de domination On a : Vz € I,Vt € Ry, |h(z,t)] < g(z) = 1o zore’ donc h
xr%r.q
est dominée par g, qui est bien continue par morceaux et intégrable sur I.

Ainsi, on a bien ‘ la continuité de I, 4 sur R.. ‘

6. On reprend les notations de la question précédente.
o (h(x,n))nen est une suite de fonctions continues par morceaux sur I = [0, 1]

e Ona: Veel—{1},lim, 400 h(z,n)(t) = 0. On note f la fonction nulle sur I, elle est
continue par morceaux.

o Hypothese de domination: Yz € I,Vn € N, |h(z,n)| < g(z). Donc (h(z,n)) est dominée
par g, qui est bien continue par morceaux et intégrable sur I.
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Par le théoréme de convergence dominée, on a bien le résultat voulu : |lim, 4o Ip4(n) =0 ‘

. Ona:
n
1 — (—x%a n+1
Z(_mo‘p,q)k — %
k=0 e
On a:
o (=DF
¢pq(”) = ;pk—i—q
=0
On a aussi :
1
1
/ zorakdy = =1
0 apek+1  pk+gq
Donc :

1)k L
¢p7q(n) — Z ( 1) /(; l‘ap'de.f

k=0 q

n

Donc on fait rentrer la somme dans I'intégrale, et ainsi par le calcul fait précédemment :

1 1 1— (_xap.q)n""l 1 1 1 . 1 (:L,ap,q)n-i-l
Pp,q(n) = 5/0 de o ; /0 14 2% do +(-1) /0 1+ z%a de

On reconnait ’expression de I, ,(n), d’ou :
p,g\1),

pal) = ( | L s (1) D))

q 1+ 2%

. On a, en passant a la limite :

On pose t = 2z,

1 1
Dot : dt = -z 'de = —t'~dx
q q

Ainsi, par changement de variables, on a :
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1 tqfl
S :/ —dt
p,q o 1+tp

9. On a, pour (p,q) € E :

1N -1k 1
Spg = — = =511

Pz k+1 p

D’ou :

In(2)
Spg=—">
p.q D
10. On pose m tel que ¢ = pm. On a donc :
n )
¢p7q kZ:O pk: erm *¢1 m( )

Par la question 4, on a, en passant a la limite :

Sp.q = (*Dm%(%,l(m —2) —In(2)) = (G (ln(g) N ({Uf)

D’ou, par changement d’indices :

D’ou le résultalt voulu pour | A =m = ¢/p.

11. On a la factorisation suivante, si p est pair :

P
XP+1= H(X — Wp,k)
k=1

Et si p est pair :

P
XP41=(X+1 HX Wp k)

Ot les (wp,k)keq,p) SONt complexes non réels car le polynéme a au plus une racine réelle (qui
est -1).
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Comme le polynome est réel, les (wp k) kef1,p] Sont deux a deux conjugués. On a donc, quitte
a changer les notations :

Vk € [1, [p/2]],@pk = Wp ket p/2)

D’oui par décomposition en éléments simples de F'(X), on a l’existence des éléments (ag, b, - - ., bp—1)
tels que :

=0 pour p pair

Il reste & montrer que :

Vk € [0, [p/2] — 1], bk = b ks /2]

Or, F(x) = F(z) pour x réel.

On a donc le résultat voulu par unicité des coefficients pour la décomposition en éléments
simples.

. . o 2km
D’ott le résultat voulu avec : |wp =exp | i— +i— |.
p

. On a, comme p est impair :

—1
XP4+1 X
Y1 o2l DX
k=0
(=1t

Donc : F(X)(X +1)(-1) = )

On multiplie par X + 1 dans le résultat obtenu et on évalue en —1, on a donc :

(-1

ap = F(X)(X +1)(-1) = »

P
Tous les poles sont simples, on peut donc utiliser la formule ” @” pour déterminer les by, :

vk € [0, [p/2) — 1], b = S = L) = L ()
€ [0, [p/2] 1], bx = W(%,k) = ];(wp,k) = —;)(Wp,k)

P _
Car Wy, = 1.

D’oti, en reprenant la formule pour les wy j :
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13.

14.

m
)—

1 iq(2k+1
bk = ——€ p
D
. 1.0
On a bien : | b, = ——¢*?%
p
On a, en mettant au méme dénominateur :
bi . bi _ X (br, + br) — bipr — brwp i
Xv—prC )(—(,«)177]C X2 —X(wp,k—pr,k)—l-l
Or :
— 2 2
by +br = —=R(bx) = — = cos(qbk)
p p
Et:
Wp,k + Wpk = 2%(&/’1;,}@) = 2COS(0k)
Puis :
o - 2 . . 2
brlop ks + brwp k. = 2R (bt k) = fgé}%(exp(quk — i) = 75 cos((g — 1)6g)
D’ou :
X(=2 cos(gb)) + > cos((q — 1)63)
— —— cos —cos((q —
e e p M I 2 X cos(gfk) — cos((q — 1))
X —wpr X —Wpk X2 —2X cos(fx) + 1 p  X?—2Xcos(f;) +1

On a bien, grace aux deux questions précédentes :

- lp/2]-1
1— (=P (-1t 1 2

F(X)= - - Frp(X

W=, L R
On a : cos(qby) = R(exp(iqby))

lp/2]-1
Donc on étudie la somme suivante : Z exp(igby)
k=0

On a, en reprenant I'expression de 6y, :
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lp/2]-1 lp/2] -1 iqn g iqm 1
Z exp(igby) = Z eXP(?)eXP( » )" = exp(——)

k=0 k=0

On suppose p pair, on a donc :

lp/2]-1 . .
. iqgm, 1 — exp(igm)
g exp(iqby) = exp(—)—%qﬂ_
k=0 P 1 — exp( )

lp/2]-1
Si ¢ est pair, on a directement le numérateur nul donc : Z exp(igby) =0
k=0

Si g est impair, on a :

lp/2]-1
> expligh) = - =

= W4Ty (BT —2isin(E
k=0 exp( p) exp(—) (p>

lp/2]-1
Dans ces deux cas, en passant a la partie réelle, on a bien que : Z cos(qby) = 0.
k=0

lp/2]-1 . 1 —exp

. 1qT
Y expligh) = exp(“L)
k=0 P 1 —exp(

De la méme maniere que précedemment :

= — g7

—2¢sin(—
) ( » )
D’ou :

1p/2)—1 1 — exp(ign) exp(— 25y 14 (=1)9+ (cos(XLEY — i sin(4T

)

Z exp(igfy) = —% P _ — pq7r p
k=0 —2isin(—) —2isin(—)
p p
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15.

16.

17.

18.

Lp/2J_1 (_1 q+1
En passant & la partie réelle, on a bien : Z cos(qby) =
k=0

En utilisant le résultat de la question 8, on va intégrer 'expression de F'(X) obtenue a la
question 13 puis utiliser le résultat admis sur les Fj(X).

D’ou :
_ lp/2]-1
1= (=1)P (—1)a! T ) ‘ .0
Spa 5 . 1n(2)+;) ;} %(p — 1 2k)sin(g6s) — cos(g6x) In(2sin(<)))
Or, d’apres la question précédente :
- lp/2]-1
1= (-1 (~1)! 2
In(2) = — In(2 cos(qb
@) = (@) Y cos(afy)

k=0
(Si 'on n’est point convaincu, refaire la disjonction p pair/impair)

D’ou, en regroupant les sommes :

lp/2]-1

2 0 . O
Spq = » kZ:O %(p — 1 —2k)sin(qbx) — cos(qbx) (111(2 Sln(?)) - ln(2)>
Or : In(2 sm(?)) —1In(2) = 1n(sm(?)).
2 I_p/ZJ—l T ok
On a donc bien : | S, 4 = ’ ];) %(p — 1 —2k) sin(qfy) — cos(qb) ln(sm(g))

™

En remplacant avec les valeurs données, on trouve : [ Sy 1 = 1

et 5371 = é(\/gﬂ' + 111(8))

(On retrouve bien la valeur de arctan(l) pour Sa1.)

Il est clair, vu les définitions de E1,F> et E3, que A, U B, UC, = E,

De plus, les événements sont visiblement 2 & 2 incompatibles. ‘ {4,, By, C,} forment bien une partition de E,.

(p = 1)ie[1,n) st un systéme complet d’évenement.

On a donc, par la formule des probabilités totales :
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19.

P(4,) = 3 P((p =0l =1) =Y P((p=1N(g=1)

Or les événements (p = i) et (¢ = 4) sont indépendants car le tirage est ”avec remise”.

Donc :

Dot : |P(4,) = —.

De méme, par la formule des probabilités totales :

n n

P(Ca) =D B((p>a)N(p=1) =D _Plg<i)N(p=1) =3 Plg <i)P(p =)

i=1 i=1
. . . L i—1
Ainsi, comme (g < 1) est impossible et que P(q < i) = —— :
n

1—1
n

P(Cn) =

n
1
n <
=2

n(n—l).

Donc : |P(C,,) = o2

(Vérification : on retrouve bien que P(A,) + 2P(C,,) = 1, ce qui est cohérent avec le fait que
(p<q),(p>q),(p=q) couvrent toutes les possibilités).

On va chercher la probabilité que 1'on tire p et ¢ tels que p|g. Cela revient en fait a calculer
P(A, UB,).

Pour ce faire, on va dénombrer le nombre de multiples de p (avec p parcourant [1, n]) inférieurs
an.

Soit p € [1,n].

Les multiples de p, inférieurs & n, sont {1.p,2.p,..., {HJ .p}. llyena {nJ .
p p

n
n
Donc, si p parcourt tout 'intervalle, on a Z {J possibilités pour p et ¢ tels que plqg.
p=1

1 n
Or, au total, il y a n? possibilités pour p et q. Donc : |P(A, U B,,) = — E {HJ
n p
p=1

10
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20.

21.

22.

L’équivalent peut s’obtenir avec une comparaison série-intégrale.

On peut aussi écrire que :

In(n+1) —In(n) ~ 1

3

"1
Puis que : Z T diverge en +4oc0.
k=1

Donc par sommation des relations de comparaisons (peut-étre HP en PC), puis par télescopage

H, ~ iln(/ﬂ +1)—In(k) =In(n+1)
k=1

Or: In(n) ~In(n +1).

Donc : | H,, ~ In(n).

ona;”_lgmg".
p p p

Donc, en utilisant I’expression obtenue a la question 19 :

1 1 1
7Hn - S P(An U Bn) S 7Hn
n n n
Or: Hy ~H, — £~ 20
n n
In(n)

Donc : |P(A, U B,,) ~

n

On a, comme {A,, B,,C,} est une partition de E, :

P(E,) =P(A,UB,)+P(C,) = lnfln) To (ln n)) n n(n—1)

n 2n2

1
Donc en passant a la limite : |lim,, 4o P(E,) = 3

11
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1 (l+n)ap.
23. On rappelle que : I, 4(n) :/0 Trzome T
On pose : s = 21,

Dot : ds = (n+ 1)z"dx.

Donc :

I 4(n) /1 s ds
n) =
P o 1+ §%p.q/(n+1) (Tl + 1)5n/(n+1)

On utilise une nouvelle fois le théoréme de convergence dominée sur nlp,(n) (dont je ne
détaille pas les hypotheses), d’ott :

1
200, 4

1 so‘p,q_l
nlpq(n) — / ds =
0 2

1

On a donc bien : | Ry 4 ~ Som
pn

24. D’apres la question 7, on a :

balm =4 ([ st + 1 (o)

Et donc on en avait déduit que :
IR
n) — — ——dr =1
bna) = < [ e

De plus, la vitesse de convergence a un sens car on montre facilement que (¢, 4(n)) est toujours
différent de sa limite [

Ainsi :

Ppgn+1)—1 _ (‘DnHRP,q(n +1)
Pp,g(n) —1 (=1)"Rpq(n)

En passant a la limite, on a, d’apres la question précédente :

La convergence est donc |infra-linéaire.

12
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