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Le jeu de Rockse ' ' )

es cases d'une grille N x N des pénalités et des gains comptés comme
des pénalités négatives. Le jeu de Rockse débute a la case (0,0) et cherche un chemin vers 131
case (N — 1.N = 1) qui minimise les pénalités. A chaque étape du chemin, un nombre fin;
de déplacements (sauts) est autorisé. Des cases bonus ajoutent, une fois atteintes, des sautg
possibles pour la suite du chemin. La fignre ci-dessous donne un exemple de grille et deyy
chemins possibles, en supposant que les sauts autorisés sur la grille sont (i,7) — (4,j + 1) (—),
(5.7) = (14 1.7 1) () et (i.7) > (i + 1,j+1) (). On suppose par ailleurs une case honng
. qni. une fois atteinte, ajoute aux sauts autorisés (i,7) — (i +1,7) (1) :

Loy . A

On dispose sur |

en (1.2) (grisée)

0o 1 2 _3 0 0
T EPART | ] DEPART DEPART
ni ) 0| 2 0| 2
1] 1 1| 1 1] 1
— ] —
2 -2 2| =2 2| —2
3 -1 -3 3| -1 3| —1
’ = ,.,/AIJA_“E‘E | ARRIVEE]| L ARRIVEE|
(a) Grille de jeu (b) Chemin non-optimal (c) Chemin optimal
poids : —6 poids : =7

Considérons le chemin décrit en (c). On part de la case de départ (0,0) et, en appliquant les
sauts successifs —, —,/, —, ON arrive sur la case bonus. A partir de cette case, le saut 1 est
désormais autorisé. On applique ensuite les sauts |, }, — pour atteindre la case d’arrivée (3.3).
Ie chemin obtenu est décrit par la liste des cases :

chemnin = [(0,0) ,(0,1) ,(0,2) ,(1,1) ,(1 52) ’(2,2) ,(3’2) ’(3:3)]
Son poids est la somme des pénalités contenues dans ces cases, soit —7. On peut montrer que

"est un chemin de poids minimal — on dit qu’il est optimal. Le chemin décrit en (b) est correct,
mais son poids est de —6. Il n’est donc pas optimal.

Représentation des données. La grille de jen N x N est représentée par une liste de listes
dentiers T telle que T[1] [3] est la pénalité a la case (i,7). On suppose que cette représentation
et bien formée. ¢est-a-dire que toutes les listes ont la méme taille N. Sur notre exemple :

T = ££2,—4,-6,0],[1,—2,2,3],[-2,2,—3,4],[—1,4_-3,7]]
Up saut (i,5) — (i + di,j + 0j) est représenté par le couple d’entiers (d¢,07). L ensemble des

saute possibles est ainsi une liste de couples. Sur notre exemple, ensemble des sauts possiblt‘b'
par défout (avant d’avoir atteint une case bonus) est :

sauts = [(0,1),(1,-1),(1,1)]

Les sauts activis par les cases bonus sont enregistrés dans un dictionnaire bonus tel que¢
(5 » N . i > N P v

pbonus [(i,3)] est la Jiste des sauts activés par la case bonus (1, j). Sur notre exemple :

bonus = { (1,2): [(1,0)] } -

N
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Complexité
plexité. 1,5 ) . 114 aires i=
La complexité d'une fonction F est e nombre d’opérations 4lémentaires (addi

tiOn 1 inli
» multiplicati >
Tic P 8= al . nl . ette coimn-
plexité d("bond‘ { - df.fo(td“”"' test, ete.) nécessaires a I'exécution de F. IJ(W?(JHE iy )
lor%‘qu’il . de plusieurs paramétres n et m, on dira que [ a une complexité en ()(¢(n,im)
SRS ité de [ est inférieure ou égale

trois C 4
& A-d(n.m) onstantes A, ny et my telles que la comple o b8
‘ donner la complexité dun

y pour tor > i 4 de
programme, le di W n > ng et m > mg. Lorsqu'il est demandé de
» le candidat 1 utilisant le code du programime.

devra justifier sa réponse e

les listes ou sur les diction-

Rappels s
u S YT .
r Python. L'utilisation de toute fonction Python sur .
' autorise

;:us;e‘;:::anu@ (-‘(‘H(‘S mentionnées dans ce paragraphe est interdite. Sur les listes, on
1ons suivantes, dont la complexité est en O(1) :
len(1) renvoie la longueur de la liste 1.
— 104] désigne I'élément d'indice 1 de la liste 1, pour 0 < i < len(1)-
— 1.append(e) ajoute en place I'élément e & la fin de la liste 1.

Les opérati : ) .
opérations suivantes sont également autorisées et leur complezité est e
qui est la concaténatio

nO(n) :

— 11 + 12 renvoie une nouvelle liste (de longueur ) n des listes 11

et 12.
— range(n) renvoie la liste [0,1, ..., n-1].
— range(n-1,-1,-1) renvoie la liste [n-1, ..., 0].

— 1.pop(0) retire le premier élément e de la liste 1 (de longueur n) et renvoie e.

— (e in 1) renvoie True si I'élément e est dans la liste 1 (de longueur n), et False sinon.
— 1[:] renvoie une copie de la liste 1 (de longueur n).

On autorise également les constructions suivantes :

__ La construction for e in 1 parcourt (itére sur) les éléments de la liste
élément (d’indice 0), au dernier €lément (d’indice len(1)-1) avec la complexité O(len(1)).

__ La construction [£(e) for e in 1] produit la méme liste que le code suivant, et avec la

complexité len(1) fois la complexité de £ :

1 du premier

result = []

for e in 1:
result.append (f(e))

return result

Sur les dictionnaires, on autorise uniquement les opérations suivantes, dont la complezité est

en O(1) :
—— Le test
__ Lacces dle

i nvoie True si e est une clé icti i ;
(e in d) re é du dictionnaire d, et False sinon.
] & I’élément associé a la clé e dans le dictionnaire 4

On autorise également les constructions suivantes sur les dictionnaires

_ La construction for (k,v) in d parcourt les éléments du dictionn

aire d.

_ La construction dfk] = v affecte la valeur v a la clé k.

on supposera donnée une variable globale INFINT quj contient un entj
It ntier

Enfin, :
dans les programmes de ce sujet,

5 tout entier utilisé supérieur oy égal
Organisation’ Les parties !)euvgut, étrc‘tmitées. iudépemiauml(‘.nt La s

fonctions de base sur les chemins et lfa.s sauts. Enrfmte, la partie 1T - La partie
optimal avec une recherche exhaustive. La partie II] utilise
construire uneé méthode d? re(:lmrch(‘» gloutonne. Enfin, |, partie
probléme par programma‘tlon dynauuque. On rappelle que le c
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Partie I : Sauts et chemins

Question 1 Eerire une fonction poids (T, chemin) qui, étant donné un plateau de jeu T et un
chemin chemin, renvoic le poids de ce chemin. Donner la complerité de cette fonction.

Question 2 FEcrire une fonction appliquer sauts (i, j,sauts) qui, flant donné une case (i,7)
et unc liste de sauts sauts, applique les sauts dans ordre donné par lo liste sauts, en partant
de la casc (1.7) ef renvoie la case atteinte. On suppose que le chemin indiqué par sauts reste

dans la grille.

Question 3 Ferire une fonction sauts corrects(sauts,bonus,chemin) qui. étant donné
Pensemble des sauts par défaut représenté par lo liste sauts, les sauts associés aur cases bomus
bonus ¢f un chemin chemin, renvoie True si les sauts utilisés dans le chemin sont corrects el
False sinon. On suppose que le chemin reste dans la grille.

On dit qu'un ensemble de sauts C est bien formé s'il ne peut pas mener 4 un cycle. Autrement
dit. &'l n'existe pas de suite de sauts construite & partir des sauts de C' qui, en partant de la case
(0.0) permettrait d’arriver sur une case (i, j) puis de revenir a cette case. Une condition suffisante
est que chaque saut (84, §7) de 'ensemble de sauts C soit strictement positif lexicographiquement,

condition notée (87,87) > 0 et défini : - b
(67.47) ie par L <0 ex ¥ £0 60
i >0 oubien (6i=0et §5 >0)  (*) ek L0 &9
= sy &
Une suite de sauts § est positive lexicographiquement, propriété notée 6 > 0, si chaque saut p
(6i.47) de & satisfait (*). ) 4
Question 4 Ecrire une fonction sauts_bien_formes (sauts,bonus) qui, étant donné la liste
des sauts par défaut sauts et les sauts associés auz cases bonus bonus, vérifie que chaque saut (N N
. . oy . . . “ ~ /
de ces listes satisfait la condition (*). La fonction renvoie True st c’est le cas et False sinon.
Dans le reste du sujet, on suppose que les sauts utilisés satisfont la condition (*).
. Vool = L awes e
Partie II : Recherche exhaustive . = (N
Aok = 2cases
On cherche maintenant a calculer un chemin optimal. Une premiére solution est de tester -
tous les chemins corrects et de retenir le chemin de poids minimum. L’énumération de tous les | 1 |
chemins corrects se fera avec la fonction auxiliaire récursive suivante : ‘
trouve_complet_rec('r,sauts,bonus,sauts_max,i,j) ,Y T
Lol
Ftant donnés une grille de jeu T, les sauts par défaut sauts, les sauts associés aux cases
bonus bonus, une valeur entiere sauts max et une case (i,), la fonction ci-dessus calcule un N

chemin g de poids minimum partant de (i,7) et warrivant pas forcement a(N-LN-1),
inais ayaut au plus sauts max+1 cases. La fonction renvoie le couple (poids min,sauts min)
ou poide min est le poids de et sauts min est la liste des sauts pour construire p.

La valeur saute max est utilisée pour limiter la complexité de la recherche. Ainsi, la longueur
du résultat gauts min sera inféricure ou égale i sauts max. Cette limite est appelée horizon. Si
horizon est assez grand, la fonction renvoie un chemin optimal partant de (2, ).

Question 5 Quelle est la longueur mazimale L d’un chemin de (0,0) @ (N = 1,N —1) pour
wimporte quel ensemble de sauls satisfaisant (*) ¢ Donner un ex¢mple d’ensemble de sauts par
défaut pour lequel se réalise ce chemin de longuewr 1. \A A

U,‘ 'Oj
ChL




cpge-paradise.com

A\

™~

—
S

Ecrir
e la fonets .
> . J LCT7 .. g
et :a .;(m(-tzon principale tion auziliaire trouve complet rec(T,sauts ,bonus ; sauts_max,i,j)
(poids,sauts) ou POi(lil' S ot complet (T,sauts,bonus,sauts max) (Ui renwoie. le couple
8 est le poi : ' o des sauts du chemin

trouvé. Quelle est Ig Coryleid Is du chemin trouné ef sauts est la list
= Pleaiteé de celte .
e fonction ¢

La f() B

J nction ¢ A |

oy | . s poire les mémes col-

culs. On peut l'amélioper e ~complet rec perd beaucoup de Lemps ¢ refaire l,h gt
o valeur fizee €

n- enreqgistr . o T PP
sauts max. Eapliquer en el (y'lstm,nf les résultats déja caleulés pour un 6 ?
quelques lignes comment procéder. Quelle serait alors la compLETite:

La recherch
rehe (\:\.1 . . s
austive d'un chem lant trouve _complet (T,

sauts, bonus, in optimal est obtenue en appe

L) ave
wee L la - ) . .
longueur maximale d’un chemin dans T.

Partie III : Recherche gloutonne

4 b
ant, & chaque etape; I'ho-

On peut réduir

ut réduire w '
re la complexité de la recherche exhaustive en limit ho-
ase courante. D’ou

70 , ’
;117(';:(1, 3(; E:)::t(_‘her che, c eSt‘é‘dlre le nombre de sauts regardés a partir delac
5 ruire un algorithme glouton pour trouver une solution. En partant de la case (0, 0),
on utilise la recherche exhaustive avec un « petit horizon > k pour déterminer la meilleure suite
locale de.k sauts, c’est-a-dire la suite de poids minimal et d’au plus k sauts. On joue les sauts
de la meilleure suite locale, puis on recommence sur la case atteinte, jusqu’a la case d’arrivée
(N = 1,N —1). Si la recherche exhaustive avec 'horizon k ne trouve pas une suite locale, alors
I’algorithme abandonne la recherche.
trouvé pour k=27 Est-il

Question 8 Sur l'ezemple donné en introduction, quel est le chemin
forcément un chemin de

optimal ? Mémes questions pour k = 3. En augmentant k, obtient-on
poids plus petit ?
nus,k) qui, étant donnés la

Ecrire une fonction trouve_glouton(T,sauts,bo
ociés aux cases bonus bonus

grille de jeu T, la liste des sauts par défaut sauts, les sauts ass
et lhorizon k, effectue cette recherche gloutonne et renvoie le couple (poids,sauts) ot poids

est le poids du chemin trouvé et sauts est la liste des sauts du chemin trouvé. Quand la recherche
exhaustive avec l’horizon k ne trouve pas de suite locale, la fonction renvoie (INFINT, m.

Partie IV : Recherche par programmation dynamique

ntenant de construire une méthode par programmation dynamique pour
]. Comme la solution optimale en partant de (4,7) dépend des cases
), on va remplir un tableau poids_opt [i] [j] [code_bonus]
qui contient le poids du chemin optimal en partan‘t fie la case (i,j) et ou la 3¢ dimension
(code_bonus) encode Iensemble d'es cases bonus actlvefes. En .paralléle, on remplira un tableau
saut_opt [i1 (3] [code_bonus] qui contient un saut optimal & jouer en partant de la case (i ,3).

Ce tableau permettra de retrouver un chemin optimal.
> O

On se propose mai
trouver un chemin optima
bonus déja rencontrées (dites activées

e des cases bonus activées

1) Encodag
Soit 1 le nombre de €ases bonus. On numérote les cases bomus de 04 7~ 1. On représente |
> o liste de booléens (masque binaire) [bo, ..., by—1] ol b C True s
»On—1] ou b vaut True si

s 2rs un
cases bonus activées par it Tz y des ¢
et seulement si la case bonus k est activee. L Cllbi,nlbl&, des cases bonus activées est encodé p
4 s > ” ¥ s 7 ar

i aire est by—1 -+ - bo ol True = 1 et Fajse —

Ventier dont la representation bina g1 2 t False = (0. Ce co
.mple, le code associé au masque [False, False] est (), |

<b0 cee bn——l)' Par exempie: . y le code

e, Falsel] est 1, etc. .
i~ 1 Vo

10

de est noté
associé au

masque [Tru

e :
) S
< (41,0 50 1
o (1,°) K
— e 5. TES Uy MV

) O TN [y e n
¥S_Opt s_o 2 réc, ONug 5. € 9ry imy,
WU cot - 1- 5. PY ma car/'(?w,. us ba, ‘9,‘2//(’ B 8 iy 15;7);_
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' renvoie le code associe au

: EC? 7 “(1 ’ ) 17 T ue I)OIILIS) ‘TU"[' s
e ot - us (maSq - g -
o g onction Code bon . " b() il ac il

masque binaire masque_bonus représentant I’ensemble ¢

2) Récurrence |
pour calculer les valeurs

e _bonus. Clette récurrence

une récurrence
(i,7) et valeur de cod

algorithme.

On va maintenant donner
poids_opt[i] [j] [code bonus] pour tout case
sera utilisée dans la section suivante pour construire un

Pour simplifier I'explication, ignorons les cases bonus dans un pr s i) (e
inimal, alors le chemin obtenu en lui retirant {2,

fois poids_opt calculé pour tous
t et de lui ajouter le poids

emier temps. Si un chemin

partant de la case (i.7) a un poids m
partant de la case suivante) a lui-méme un poids minimal. Une .
les successeurs possibles de la case (i, 7), il suffit de garder le plus peti
de la case T[i] [j]. On obtient ainsi poids_opt pour la case (i,7)-

Avec les cases bonus, cest le méme principe sauf qu'il faut gérer 1
des cases bonus activées. Deux cas sont possibles :

es sauts supplémentaires

suffit de calculer
(i_s,j-s)
bonus

— (i.j) n’est pas une case bonus. Dans ce cas, il
poids_opt [i_s] [j_s] [code_bonus] pour tous les successeurs possibles
de la case (i,j) avec les sauts par défaut et les sauts associés a chaque case
activée de code_bonus. Le poids_opt[i] [j] [code_bonus] est alors le minimum
poids_opt [i_s] [j_s] [code_bonus] auquel s’ajoute la pénalité T[i] [j] de la case (i, j).

de ces

— (i.j) est une case bonus. Dans ce cas, c’est le méme processus, sauf que : 1) parmi les
sauts possibles, on ajoute ceux activés par la case bonus et 2) on considére les successeurs
(i_s,j_s) avec un nouveau code bonus code_bonus’ dans lequel la case bonus (7, j) est
activée : le minimum doit ainsi étre calculé parmi les poids_opt [i_s] [j_s] [code_bonus’].
Si code_bonus = (bo...bn—1), en notant k le numéro de la case bonus (i, j), on changera,
bi 4 True pour obtenir code bonus’ = (bg...b} ...bp_1), ol b}, = True.

crire la définition de poids_opt[i]l[j1[(bo...br_1)]. On notera T I’ensemble
75 sauts par défaut et Ag Uensemble des sauts associé d la k-iéme case bonus.

3) Algorithme

On évalue itérativement les différentes cases poids_opt[i] [j] [code bonus] de id
3 l'aide de trois boucles imbriquées itérant respectivement sur i, j et le masque de b}301 s_o’pt;
on tirera code_bonus). La difficulté est de trouver un ordre d’évaluation Con.e& A onus (d’ont
récurrence, on voit que poids_opt [11 03 [(bo...bn—1)1 doit &tre évalus apré‘;/{v;i Pa;’cn- de la
poids des successeurs : poids_opt [i+8i] [j+851 [(by...b,_|)]. avoir obtenu les
Comme (8i,65) > 0 (condition (*)), alors i + &i > i ou bien i = N

itérations sur i et j doivent étre < a I'envers >, de N — 1 3 0. J+48j > j, donc les
) est égal & [bo,... bual, soit [, b

i / bl
e e n—1] est obteny a partir de

bo. - - b, 1] en mettant un by a True. En d’autres termes, le choix e bonu :
’ ’ . ¢ ) < } S reDpréce L
[bo by 1] est inclus dans le choix de bonus représenté par [b), b représenté pax
‘ma v i ité ) (CRIEIEE ¢ N

s doit donc itérer par choix de bonus décrog 105, 1]. La boucle sur

les masques de bonu
un ordre est le snivant :

Ssant au sens de Uinclusion,
Avec 3 cases bonus,
[True,True ,Truel, puis
[False,True ,Truel, [True,False, Truel, [True,True, False], puis

‘ue,Fal
[False,False’True]’] (False,True,False], [True,False,False], puis
[False,False. False
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Noter
er que les choj
s choix rassemhlé
IX rassemblés sur une ligne ne contre, les
gne ne sont pas classables entre eux. Par conv

choix d'une li
e ligne so ;

R sont stric g i ca ' b
suivante. rictement supérieurs au sens de P'inclusion & I'un des choix de la ligne

Un algori
Igorithme pour
our calc R TIN i . ) :
alculer Pordre d’évaluation des masques de bonus peut procéder comme

suit. On co \ : ;
1ign<‘ stlivalxlls;?lgscgll:?:;\ili (ih()lx t'(_)t'al, dans notre exemple [True,True,True]. ()r‘n (;nnstrlll;)(l‘?:
exemple, on insere [Fai sef-‘; choix obtenus en basculant une coordonnée True & Fa](.)se-i“\fr .
ensuite sur chaque choix obt’ i [Tli‘ue,Fa'lse,TrueL [True,Tf ue,Falea]. t:l 'n’f)lf‘
choix vide, dan . enu pour construire la ligne d’aprés. On s'arrete lorsquon atteint ©

s notre exemple [False,False,False]. On pourra utiliser une file pour défiler

les choix d N
5 ¢ bonus A trai . : ) i
onus i traiter et enfiler progressivement les choix de bonus de la ligne suivante:

Question Seri . ) ) )
total d 12 Ecrire une fonction combinaisons_bonus (nb_bonus) qui, ¢tant donné le nombre
, e ca . : o o
- cases bonus nb_bonus, renvoie la liste de masques bonus ordonnée de mamere
croissant : i : '
sante dans le sens de Uinclusion, en codant lalgorithme ci-dessus.

On suppose qu'il existe une fonction ranger bonus (bonus) qui renvoie un couple
(bonus_au_rang,rang du_bonus) tel que :

_ bonus_au_rang [k] est la liste des sauts activés par la case bonus dont le numéro est X,

— rang du bonus[(i,]j)] est le numéro de la case bonus (i, j) dans un masque de bonus.

Le résultat de cette fonction est utilisé comme parametre pour la question suivante et pour la

fonction ajouter_bonus décrite apres.

Question 13 Ecrire une fonction

trouver_sauts_possibles (sauts,bonus_au_rang, masque_bonus)
¢tant donnés les sauts par défaut sauts, la liste bonus.au.rang renvoyée par

qui,
des bonus activés masque._bonus, renvoie ’ensemble des

ranger _bonus (bonus) et le masque
sauts possibles.

On suppose donnée une fonction

aj outer_bonus (bonus, rang_du_bonus, i,j,bonus_act ifs,code_bonus_actifs)

qui active la case bonus (i,7) dans le code .des cases 'bonus activées code_bonus_actifs.
Si (i,]) nlest pas une case bonus,, la fonction renvoie code bonus actifs. L’argument
rang_du-bonus est la structure renvoyée par ranger_bonus (bonus) et Iargument bonus_actifs
est le masque des bonus actifs dont le code est code_bonus_actifs.

Question 14 Le code Python incomplet de la page suivante implémente la foncti

trouve dynamique(T,SaUts»bonuS) qui, étant donnés une grille de jeu T, la liste d ‘nctwn

par défaut sauts et les sauts assoctes auz cases bonus bonus, calcule le chemin optifb j(“tts
: ' mal par

Progmmmation dynamique €7 ytilisant la récurrence trouvée en question 11. Le résultat d
S ‘tat de

N _opt n N X )
fonction st le couple (poids opt,sauts PP ) ot poids-opt est le poids du chemi ek
t ¢ et sauts opt est la liste des sauts de ce chemin. TN optimal
rouvé €t -

i manguantes indiquées par .
1. Donmner les sept parties mand 1 par < ... s dans le code
’ "y ot dinm 2 .
9. Quelle est la complezite de cette fonction

6
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)
def trouve_dynamique(T,sauts,bonus

N = len(T)
nb_bonus = 1en (bonus)

nb_code_bonus = -

iNI bonus_code

3 8 t = [[INF for ;
poids_op [ for j in range (
saut_opt = [[(¢0,0,0) for bonus_code

- for j im range (

(bonus_au_rang.rang_dn_bonus) = range
for bonus_actifs in combinaisons_bonu
code_bonus (bonu
[code bonus_acti

code_bonus_actifs =
poids_opt[N—l][N-l]
sauts_possibles =
for i in range(...):
for j in range(...):
code_bonus_dest

ajouter_bonus

if (i,j) in bonus:

sauts_possibles_final = sauts
else:
sauts_possibles_final = sauts

# A COMPLETER (1)
in range(nb_code_bonus)]
N)] for i im range (N)]
in range(nb_code_bonus)]
N)] for i inm range (N)]
r_bonus(bonus)
s (nb_bonus):
s actifs)
fs]

# A COMPLETER (2)
# A COMPLETER (3)
# A COMPLETER (4)
# A COMPLETER (5)
(bonus,rang_du_bonus,i,j,
bonus_actifs,code_bonus_actifs)

_possibles + bonus [(i,j)]

_possibles

for (delta_i,delta_j) imn sauts_possibles_final:

i_dest
j_dest

i+delta_i
jtdelta_j

if (i_dest in range(N) and j_dest in range(N)):

poids_opt_dest = poids_optl[

i_dest][j_dest][code_bonus_dest]

if (poids_opt[i][j]l[code_bonus_actifs] > poids_opt_dest):

poids_opt[il[j]l[code_bonus_actifs]
saut_opt[i]l[j]l[code_bonus_

# A COMPLETER (6)
# A COMPLETER (7)

actifs]

poids_opt [i]1[j]l[code_bonus_actifs] += T[i][j]

return (poids_opt,saut_opt)

Question 15 Ecrire la fonction solution_dynamique(saut_opt,N) qui, étant donnés la struc-
ture saut_opt calculée dans la question précédente et la dimension N de la grille, renvoie le
chemin optimal correspondant. La fonction renvote le chemin vide [1 s’il n’existe pas de chemin

entre la case de départ et celle d’arrivée.

i

N -
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