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I- Questions préliminaires

1 > Restriction d’un endomorphisme diagonalisable & un sous-espace stable

C’est une question de cours:

Comme h est diagonalisable, son polynéme minimal 75, € C[X] est scindé & racines simples sur C.

Par définition du polynéme minimal, 74 (h)(z) = 0 ,Va € V', en particulier pour tout v € W, mp (hw)(v) = 7 (h)(v) = 0,
donc 7, (hw ) = 0.

Ainsi hy admet un polynéme annulateur scindé a racines simples sur C , donc il est diagonalisable.

2 > Un invariant matriciel

Pour une matrice carrée M et un entier naturel £ non nul, on note

k(M) = — dim (ker M*~1) + 2dim (ker M*) — dim (ker M**1) .

(2a) Soient M et M’ deux matrices carrées semblables. Il existe donc une matrice inversible P telle que M’ = PM P~*.
Pour tout entier j > 0, on a (M')) = (PMP~')I = PM/P~1.
On a

ker((M'))) < (M"Y xz =0

PM/P~ 'z =0.

M’P~ 'z =0 (car P est inversible)

P~ 'z € ker(MY)

t e

On en déduit que Iapplication lindaire ¢ : ker((M’)7) — ker(M7) définie par p(z) = P!

z est un isomorphisme, dont
I'isomorphisme réciproque est v : ker(M7) — ker((M')?) définie par 1 (y) = Py.
Par conséquent, dim(ker((M’)?)) = dim(ker(M7)) pour tout entier j > 0.

Appliquons cela a la définition de Jy:
Sp(M") = — dim(ker(M’)*~1) 4 2 dim (ker(M’)*) — dim(ker(M’)*1)
= — dim(ker M*~1) 4 2 dim(ker M*) — dim (ker M*+1)
= 0p(M)

Donc, ‘5k(M) = 6x(M") pour tout k > 1 ‘ .

(2b) Soit 7 un entier naturel non nul. On note (ey,...,e,) la base canonique de C". On a
e; site|l,r—1
Lﬁ{zﬂ i [r—1]
0 sit=r

ce qui donne pour k € [1,r — 1]

gk eirky sii€l,r—k|
€e; =
" 0 siier—k+1,r]
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et JI =0 . Ainsi

veet(€r—pt1,---56r) st 1<k<r
ker(J7) = { cr i si k>r

Ce qui donne ‘ dy, = dim(ker J¥) = min(k,r) si k > 0. ‘ (En particulier, dg = 0).
Calculons 0k (J,) = —dg—1 + 2dg, — dp+1-

»Sil<k<r-—1.
Onady_1=k—1,dy =k et dyy1 =k + 1 donc

o(Jr)=—(k—-1)+2k—(k+1)=0.

» Sik=r.
Onad,—1=r—1,etd. =d,41 =r donc

o (Jr)=—=(r—=1)4+2r—r=1

» Sik>r.
On a di—1 = dy = dpy1 = r, donc
O0p(Jr)=—r+2r—r=0.

En résumé, ‘ 0k (Jr) vaut 1 si k =7 et 0 sinon. ‘

(2¢) Soient M7 € My, (C) et My € M, (C) et M = diag(My, M) € My, (C).

T

L. 1 N
Un vecteur z € CPT4 peut s’écrire x = ] ol 1 € CP et x9 € C?. Alors

€2
Mo — M| 0 2y | _ | M ,
0 ‘Mg T Moxo

x€kerM & Mz =04 Mixz; =0 et Maxo =05 (21,22) € ker My x ker M.

donc

x
Ainsi , application x = [ !

] — (x1,x2) est un isomorphisme de ker M sur ker M; x ker My, par conséquent,
)

dim(ker M) = dim (ker My x ker Ms) = dim(ker M7) + dim(ker M3).

Pour tout entier j > 0, M7 = diag(M], M3) donc dim(ker M7) = dim(ker M7 ) + dim(ker M) .
Maintenant, calculons 0 (M) pour k > 1:

6 (M) = — dim(ker M*~1) + 2 dim(ker M*) — dim(ker M*T1)
= —(dim(ker MF™1) + dim(ker My~")) + 2(dim(ker M}) + dim(ker My)) — (dim(ker M) 4 dim(ker M5T1))
= (—dim(ker MF™1) + 2 dim(ker M) — dim(ker M}™)) + (— dim(ker My~ + 2 dim(ker M5) — dim(ker M5T))
= 0(Mn) + 0k (Mo)

Done | (M) = 0 (M) + 6(Ma) pour tout k > 1]

Par récurrence immédiate, on a aussi ‘ dr(diag(My, ..., My)) = ok (M) + ... + 0x(M;) pour tout k > 1|

II- Algebre linéaire sur les polynomes de Laurent

On note D = vect(X 7 | j € N*).
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3 > L’application linéaire é et ’endomorphisme ¢

(3a) Soit F € C[X*!]. On peut décomposer F' de maniére unique en F' = P + Dg, ot P € C[X] et Dp = (F) € D.
On a
£(F) =TI(XF) =TI(X(P + Dr)) = I(XP + XDg).
Comme II est linéaire alors

E&(F) =1I(XP) + I(XDp).

» Calculons E(II(F)) :
Puisque D € D alors
£(Dr) = &(Dp) = (X Dp).

» Calculons II(X P).

q
Soit P(X) =Y piX* € C[X]. Alors
k=0

q q+1

XP(X) =Y peX" = "p; 1 X7
k=0 j=1

Par définition de II, le noyau de II est C[X]. Donc II(XP) = 0. Ainsi,

£(F) =0+ 1I(XDp) = I(XDr) = £(Dr) = {(II(F)).

On a bien démontré que | £(II(F)) = £(F).

(3b) On fait une preuve en deux étapes.
» Montrons le pour les éléments de la base canonique .
Soit F € D et P, = X* pour un entier k > 0.
Montrons que Py (§)(F) = II(P,F') par récurrence sur k.
e Si k=0, alors Py(§) = idp , Py(§)(F) = F et II(PoF) = II(F). Puisque F € D, II(F) = F. Donc
Py(€)(F) = F = II(R,F).
L’égalité est vérifiée.
e Supposons que Py (£)(F) = II(P,F) pour un entier k > 0.
Posons G = Py (§)(F), donc on a
G = P(&)(F) = I(X*F) € D

et
U F) = €(€M(F) = ¢(T(XFF))
En utilisant le résultat de (3a) avec H = X*F, donc

CI(XFF)) = EAL(XFF)) = E(XFF) = I(X (X*F)) = (XL ER).

Donc ¢F1(F) = II(X**1F), ce qui prouve la relation pour k + 1 .
Par récurrence on a ’ ¢ (F) = TI(X*F) pour tout k > 0 ‘
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4 >

d
» Maintenant, soit P(X) = Zkak'. Par linéarité de P(§) et de Il on a :
k=0

d
PE)(F) = Y mé"(F)
k=0

Ainsi on a | P(§)(F) = TI(PF) .|

Image et noyau des puissances de ¢
Soit n € N*. Déterminons I'image et le noyau de £". L’espace D a pour base Bp = {X 7 | j € N*}.
» Image :
Calculons 'action de £ sur les vecteurs de la base base:
Onaé(X7)=1X - X"79)=T[(XITh).
eSij=1,6X1)=1(X" =1I(1) =0, car 1 € C[X] = kerIl.
eSij>1,—j+1<0,donc X 7Tt € D . Ainsi, (X 7+) = X7+ Donc, £(X77) = { 2{7071) Zi i ;;
Calculons l'action de " sur les vecteurs de base:
On a :
e Sil<j<nalors
FHEX ) =g XU = =g(X ) = X7

donc &7 (X 7)) = &(X 1) =0, ce qui donne

E(X) = €7 (F(X 7)) = €7(0) =0,

e Si j > n alors
X=X (X = x7I2 L en(X ) = XTI,

Ainsi pour tout k > 1, (X %) = X%  donc Im (£") = D par suite " est surjective sur D .

» Noyau de £™:
Les vecteurs de base annulés par £" sont X' X~2,..., X ™. Ils forment une famille libre. Les autres vecteurs de
la base , X% pour k > n, n’annulent pas £" (£"(X %) = XF*+" £ () ainsi que toute combinaison linéaire de ces
vecteurs, on en déduit que ‘ ker(¢m) = vect(X 1, X2 ... X", ‘

Sous-espaces cycliques
» Soit € N*. Soit W un sous-espace stable par £ et contenant X 7.

1l doit contenir £€¥(X ") pour tout k& > 0. Les images successives de X~ sont:
OX ) =XT X)) =X X)) =X et €F(XTT) =0 pour k> 7

Donc Wy = vect{X ", X "1 .. X~} CcW.
On sait que £(X 1) =0 et £(X7) = X I+ si 2 < j <r, donc le sous-espace W, est stable par .
Puisque tout sous-espace stable contenant X ~" contient forcément Wy, donc Wy est le plus petit tel sous-espace.
Ainsi D, = Wy = vect{ X1, X2 ... X"}
» La famille C = (X", X"+ ...  X~1) est une base de D, , car elle est libre , et elle engendre D, .
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Ecrivons la matrice de 'endomorphisme ¢p, induit par ¢ sur D, dans la base C = (w1, ..., w,) ot wy, = X 7T+

Ona:

eSik=r w=X"1 &w)=¢&X 1) =0.

eSil<k<r wp=X"tF"1 Commek <ralorsj=r—k+1>1et&(w)=EX TTr 1) =X (—ktD+1 —
Xtk = Wk41-

La matrice de &p, dans la base C est donc:

0 0 0 0
10 0 0
0 1 0 0
0 0 10

C’est le bloc de Jordan J,. .

III- Prolongements compatibles

6 > Prolongement compatible avec © donné par un vecteur

On suppose W strictement inclus dans V' et on fixe v € V'\ W.

(6a) Vérifions que I'ensemble J = {P € C[X] | P(u)(v) € W} est un idéal de C[X].
» 0 € C[X]. O(u)(v) =0 €W car W est un sous-espace vectoriel. Donc 0 € 7, qui est non vide.
» Soient P,Q € J. Alors P(u)(v) € W et Q(u)(v) € W. Comme W est un sous-espace vectoriel,

(P = Q)(w)(v) = P(u)(v) = Qu)(v) € W.

Donc P—Q € J.
J est donc un sous-groupe additif de C[X].
» Soit P € J et S € C[X]. Puisque W est stable par u, il est stable par S(u) . On a P(u)(v) € W donc

S(u)(P(u)(v)) = (SP)(u)(v) € W,

d’on SP € J.
Ainsi J est un idéal de C[X].
(6b) Generateur de J.
» Comme u est nilpotent, il existe un entier n tel que u” = 0. Ona P(X) = X" € C[X] et P(u)(v) =u"(v) =0 W
donc X" e J.
» L’idéal J n’est pas réduit a {0}.
On sait que les idéaux de C[X] sont ( principauz ) de la forme QC[X] avec Q € C[X] (C[X] est un anneau principal),
donc il existe un unique polynéme P, unitaire tel que J = PyC[X].
Puisque X™ € J, Py doit diviser X™ donc P, est de la forme X" pour 0 < r < n.
Sir=0, Pp=X%=1, alors J = C[X]. Cela signifie que 1 € 7, donc 1(u)(v) = v € W, ce qui est absurde car on a
supposé v ¢ W.
Donc il existe r € [1,n] tel que m
(6¢) Soit W' = {P(u)(v) + w | P € C[X],w € W}. Vérifions que W' contient W et v.
» Soit x € W, on peut écrire = 0(u)(v) + z. Avec P =0 et w = z, on voit que x € W'. Donc W C W'.
Pour v, on peut écrire v = 1(u)(v) + 0. Avec P = X% =1 et w =0 & W, on voit que v € W'.
» Vérifions que W' est stable par u.
Soit z = P(u)(v) +w € W/, on a
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Comme W est stable par u alors u(w) € W et X P € C[X], par suite u(x) est bien un élément de W' .
Donc W’ est stable par u.

(6d) G, = p(u"(v)). Comme Py(X)= X" € J, par définition de J, Po(u)(v) =u"(v) € W.

L’application ¢ est définie sur W, donc G, = ¢(u"(v)) est bien défini et est un élément de D .

D’apres la question (4), 'application £" : D — D est surjective , donc il existe un élément F, € D tel que {"(F,) = G,.
(6e) Soit P € C[X] et w € W. Supposons P(u)(v) +w = 0.

On a P(u)(v) € W, donc P € J = X"C[X]. Ceci signifie que P s’écrit P(X) = S(X)X" avec S € C[X].

On a w = P(u)(v) = (S@)u") (v) et p(w) = $(Sw) W (v))) -

W est stable par u soit uy, est ’endomorphisme induit.

On a S(u)(u"(v)) = S(uw)(u"(v)) car u"(v) € W.

Par compatibilité de ¢ sur W, on a ¢ o uw = € o ¢, donc ¢ o S(uw) = S(§) o ¢ (par récurrence sur le degré de S) et

p(w) = (S (uw)(u"(v))) = SE)(p(u"(v))).

Par définition, G, = ¢(u"(v)), donc p(w) = S(§)(G,).
Par (6d), Gy = " (Fy), done p(w) = S(§)(E"(Fy))-
Comme P(X) = S(X)X", P(&) = S(¢) 0 &, donc | p(w) = P(&)(F,). |
(6f) Soit x € W’ . Ona w e W, P € C[X] tels que z = P(u)(v) + w . On définit ¢'(x) = P(£)(Fy) + ¢(w), qui est linéaire
(admis).

» Vérifions que ¢'(z) ne dépend pas du choix de P et w.
Soit Py, P, € C[X] et wy,wy € W , supposons que

x = Pi(u)(v) + wy = Pa(u)(v) + ws.

Alors (P; — P2)(u)(v) = wy —wy. Notons P = P; — P; et w' = wy — wy, done P(u)(v) = w'.
Comme wy,wy € W, w' € W alors P(u)(v) € W, d’apres (6e), p(w') = P(§)(F,), c’est-a -dire
p(wy —wy) = (P = P2)(§)(F)-

Par linéarité de ¢ et de P — P(§)(F,), on a

p(w2) — p(wr) = P1(§)(Fy) — Pa(§)(Fy).
Par suite,
P(§)(Fy) 4 o(w1) = P2(8)(Fy) 4 o(w2).

Ceci montre que la définition de ¢’(z) est indépendante de la représentation choisie pour z. Ainsi ¢’ est bien définie.
» Vérifions que ¢’ est un prolongement de ¢.
Soit € W. On peut écrire = 0(u)(v) + . Ici P =0 et w = x, donc

@' () = 0(§)(F) + (x) = 0+ p(z) = @(x).

Ainsi

» Vérifions la compatibilité de ¢’ avec u. On doit montrer £ o ¢’ = ¢’ o uy:.
Soit = P(u)(v) + w € W’.

uw(2) = u(P(u)(v) + w) = uP(u)(v) + u(w) = (XP)(u)(v) + u(w).

Soit P1(X) = XP(X) et w1 = u(w) € W, donc uw (x) = Pi(u)(v) + w.
Par définition de ¢’,
' (uw (2)) = Pr(§)(F) + o(wr).

Comme P, (€) = (XP)(€) = £o P(¢) , on a

¢ (uw (x)) = § o P(&)(Fy) + p(wr).
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Par compatibilité de ¢ sur W, on a

p(w1) = p(u(w)) = pluw (w)) = E(p(w)).

Ainsi,

(XP)(E)(Fo) + p(u(w))
E(P(E)(F)) + E(p(w))
E(P(E(F) +
(¢ (@)

¢ (uw ()

La condition de compatibilité £ o ¢’ = ¢’ o uy est vérifiée.

7 > Prolongement & V compatible avec u
Soit une application linéaire ¢ : W — D, compatible avec u (c’est-a-dire £ o ¢ = ¢ o uy). Nous savons par la question
(6) que si W est strictement inclus dans V', on peut étendre ¢ a un sous-espace W' strictement plus grand que W tout
en préservant la compatibilité.
Nous allons utiliser une récurrence sur la dimension finie .
» Soit Wy =W et ¢y = .
o Si Wy =V, alors g est déja définie sur V, et le prolongement est ¢q elle-méme. L’objectif est atteint.
e Supposons que Wy # V. Alors il existe un vecteur v; € V' \ Wy,.

D’aprés la question 6 (en appliquant ses résultats & Wy, ¢o et v1), il existe un sous-espace Wy défini par
Wi = {P(u)(v1) +w | P € C[X],w € Wy}

qui vérifie Wy = Wy + vect(vy, u(vy),...,u""*(v1)), ou r est défini en (6b) pour v; d’aprés (6¢) on a :
Wo C W1, Wy # Wy et Wy est stable par u .
D’apres la question (6f) on a existence d’une application linéaire 1 : Wi — D qui est un prolongement de ¢ sur Wy
(c’est-a-dire ¢1|w, = o) et qui est compatible avec u sur Wy (c’est-a-dire € o o1 = @1 o upy, ).
» Par ce processus on peut construire une suite de sous-espaces (Wy)i>o et une suite d’applications linéaires (¢ )r>0
vérifiant :
o Wo=W, g0 =0
e Etape k vers k + 1:
Si Wi # V, on choisit un vecteur vg41 € V \ Wy et construit Wiy = {P(u)(vg41) + w | P € C[X],w € Wi}
et une application linéaire ¢ry1 : Wiy1 — D telle que: Wi C Wiy Wiy est stable par u, orii|lw, = @ et
£0 Qi1 = Prt1 O UW,,, -
» On obtient ainsi une suite strictement croissante de sous-espaces vectoriels de V' :

WoCWi CWeC---CW,CV

Comme V est de dimension finie, et dim(W}) + 1 < dim(Wj41) < dim(V), alors la suite (dim(W})),cy est stationnaire
(elle est strictement croissante tant que Wy, # V). Par conséquent, il existe un entier N tel que Wy = V.
L’application @ = oy : Wy — D (c’est-a-dire de V' — D) est alors le prolongement recherché.

IV- Théoreme de décomposition pour les endomorphismes nilpotents

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur C et «w un endomorphisme de V nilpotent d’indice n (u™ = 0 et

un~1 £ 0).
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8 > Scindage d’un sous-espace cyclique maximal

On choisit un vecteur vy tel que u™~(vg) # 0.

(8a)  » Vérifions que la famille B = (vg, u(vg), ..., u" 1 (vg)) est libre.
n—1

1

Supposons que Z apuf (vo) = 0 . Appliquons u™~1 & cette égalité. Comme u/ = 0 pour j > n, on a :

k=0

n—1 n—1

’LLn_1 (Z akuk (’[)())) = Z aku”_l"'k(vo)
k=0 k=0

n—1

= apu" Hvo) + Z akunfprk(vo)
k=1

= apu" t(vg) +0=0.

Puisque u™ 1 (vg) # 0, on doit avoir ag = 0.

En continuant ainsi par une récurrence finie (en appliquant w17 pour montrer a; = 0), on montre que tous les
coefficients «ay, sont nuls.

La famille B est donc libre.

» Soit W = vect(B). W contient vy = u’(vg). Montrons que W est stable par w.

n—1
Soit w= > A\euF(vo) € W.
k=0

u(w) = u(i)\kuk(vo)>
k=0
n—1
= ZAI@UIH_I(’UO)
k=0

= > Aawd(v)
j=1

n—1

= Z)\j_luj(’l}o) +)\n_1u"(vo)
j=1
n—1

= Z /\j_luj (1}0) + 0.
j=1

donc u(w) € W et W est stable par u.

» Notons wy, = u¥(vg) pour k =0,...,n — 1. La base est B = (wp, ..., w,_1) et on a

uw (Wn—1) = u™(vg) = 0 et uw (wy) = uk'H(UO) = wgy1 pour 0 <k <n-—2.

La matrice de I’endomorphisme induit uy, dans la base B est :

0 0 0 0
1 0 0 0
Matg(uw) = 01 ... 0 0=y,
0 0 1 0
C’est bloc de Jordan de taille n .
(8b) D’apreés la question (5), 'endomorphisme ¢ restreint & D,, = vect(X~",..., X~ !) a pour matrice J,, dans la base

C=(X"",..., X 1.
» Définissons Iapplication linéaire ¢ : W — D,, C D en posant ¢(wi) = yr. = X "* pour k € [0,n — 1].
© est bien définie par linéarité.
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» Vérifions la condition de compatibilité £ o v = @ o upy.

e Pour 0 <k<n-—2:

eluw (wi)) = P(Wyt1) = Y1 = X " TEFD,

et
E(p(wr)) = E(yn) = E(X ).
D’aprés la question (4), £(X7) = X7t pour j > 2. Onan—k > 2 donc (X "HF) = Xtk — 10 Ainsi
I’égalité est vérifiée pour k < n — 2.
e Pour k=n—1:

On a ¢(uw (wnp—1)) = ¢(0) = 0 donc

E(p(wn-1)) = Eyn-1) = EX D) = £(X 7).
D’aprés la question (4), £(X 1) = 0. L’égalité est vérifiée pour k =n — 1.
Donc o p =gpoupy.
» L’application ¢ est injective car elle envoie la base B de W sur la famille ¢’ = (X", X"+ . X~1) qui est

une famille libre de D (elle est formée de vecteurs de la base canonique de D).

(8c) Vérifions que Im(v)) C ker(£™).
La relation de compatibilité € o 1) = 1) o u implique par récurrence que &* o 1) = 1) o u* pour tout k > 0.
Pour kK =n, on a "o = ou™. Soit y € Im(¢)), il existe x € V tel que y = ¢(z), donc

'(y) =" (W(2)) = (" o) (z) = (You")(2).
Comme u est nilpotent d’indice n, u™ = 0, alors
§"(y) = ¢(u"(x)) = ¥(0) = 0.
Ainsi y € ker(£™) et on a bien ‘ Im(v) C ker(&m). ‘

(8d) Démontrons que ker(t)) est un supplémentaire de W stable par w.
» Stabilité :
Soit x € ker(y). On a ¢¥(x) = 0 et par compatibilité, ) ou =E o) :

P(u()) = (Pou)(z) = (o) (x) = {(Y(x)) = £(0) =0
Donc u(z) € ker(). Le noyau ker(¢) est stable par u.
» Montrons V =W & ker(¢).

e Intersection :
Soit € W Nker(y). Alors € W, donc ¢(z) = ¢(x) et = € ker(¢)), par suite ¢(z) = ¢(x) = 0.
Comme ¢ est injective (8b), alors z = 0. Ce qui donne W Nker(¢) = {0}

e Somme :
D’apres le théoreme du rang appliqué a ¢ : V. — D,

dim V' = dim(ker ¢)) 4+ dim(Im 1))
On a dim W = Card(B) = n . Puisque ¢ = 9| est injective alors dim(y)(W)) = dim W = n.
Par suite dim(Im ) > dim(¢p(W)) = n.
D’apreés (8¢), Im(yp) C ker(€") et d’aprés la question (4), dim(ker&™) = n, donc dim(Im) < n. On conclut que
dim(Im ) = n.
Alors
dim V' = dim(ker ¢) + n = dim(ker ) + dim W.

Puisque W Nker(y) = {0}, on a la somme W + ker v est directe et

dim(W @ ker ¢) = dim W + dim(ker ¢)) = dim V.

Comme W @ ker ¢ est un sous-espace de V' et dim(W @ ker¢)) = dim V, alors on a ‘ V =W @ ker(y) ‘
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9>

10 >

11 >

Théoréme de décomposition : existence
Démontrons par récurrence sur d = dim V' qu’il existe une base de V dans laquelle la matrice de u est diagonale par
blocs, avec des blocs de Jordan J,, sur la diagonale, et r; > r9 > --- > rg > 0.

» Si dimV =1, u est nilpotent, donc u = 0. Sa matrice est J; = (0) avec s = 1,7, = 1.
Supposons le théoreme vrai pour tout espace de dimension strictement inférieure & d = dim V.

» Soit u nilpotent sur V' .
Si w = 0, sa matrice (dans n’importe quelle base) est nulle, qui est diag(.Jy,...,J1) (d fois), on peut prendre s =d =1
etri1=---=ry,=1.
Si w # 0, soit n > 1 son indice de nilpotence. n > 2 car u # 0.
D’apreés la question (8), on peut décomposer V. =W & W', ot W est un sous-espace cyclique de dimension n (associé d
v tel que u"L(vg) # 0), et W' = ker(z)) est stable par u. Dans la base By = (v, ...,u" 1(vg)) de W, la matrice de
uw = ulw est Jy, .
Soit ' = u|w endomorphisme induit sur W’. Comme u est nilpotent, u’ est aussi nilpotent et

dimW' =dimV —dimW =dimV —n < dimV

Par hypothese de récurrence, il existe une base B’ de W’ et des entiers 7} > -+ > r., > 0 tels que la matrice de v’ dans
la base B’ est M’ = diag(J,/,...,J,).
Soit B = By UB'. C’est une base de V car V. =W @ W’. Dans la base B, la matrice de u est de la forme :

Matg,, (uw) ‘ 0

Mat =
a B(U) 0 ‘ Matg/(u’)

= diag(Jn, M) = diag(Jn, Jpr, - -+, i)
Soit r1 = n et (ro,...,rs41) = (r},...,75) et s = s’ + 1. Par construction les 7} sont des indices de nilpotence
d’une restriction de u & un certain sous espace ( stable inclus dans W) , donc r; < n. On a donc obtenu la forme
diag(Jpry,. .., Jr,) avecry > rg > - > 1 > 0.

s

Théoréme de décomposition : unicité de la taille des blocs
Démontrons que le nombre s et les tailles des blocs r1,...,7rs ne dépendent que de u et non de la base .
Soit M la matrice de u dans une base ou elle est sous la forme de Jordan M = diag(J,,, ..., J,,).

D’apres (2¢) , on a 6x(M) = > 0i(Jr,). Avec 0x(J,) = Ay (Symbole de Kronecker; pour éviter la confusion avec dy),
i=1

donc 6;(M) = i Apr,.
i=1

Cette somme compte le nombre de blocs J,, dont la taille est exactement k pour chaque k € [1,n]. Notons ny = §(M) .
Si M’ est une autre décomposition sous la forme de Jordan de u dans une autre base, M’ est semblable a M.

D’apres (2a), 0, (M') = 0,(M) = ny, donc M et M’ contiennent le méme nombre de blocs de taille .

La liste des tailles (rq,...,7s), une fois ordonnée de maniere décroissante, est donc unique.

Le nombre total de blocs s = Z ng = Z 0k (M) est aussi uniquement déterminé par w.
k>1 E>1

V- Version <««graduée)» du théoreme de décomposition

On se donne V' un espace vectoriel de dimension finie, v un endomorphisme nilpotent de V', N € N*, ¢ = exp(2in/N),

et h un endomorphisme inversible de V' tel que AN =idy et houoh™! = Cu.

Propriétés de h

(11a) L’endomorphisme h est annulé par le polynome P(X) = X~ —1, qui est scindé a racines simples (les ¢7, j € [0, N—1])

sur C, donc, h est diagonalisable.

(11b) Soit j un entier. On note V; = ker(h — ¢7idy).

Soit € V; on a h(z) = (?z. De hou = (uoh, on tire h(u(x)) = Cu(h(z)). Par suite

h(u(@)) = Cu(h(z)) = Cu(¢’z) = (T u(z)

10
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donc u(x) € ker(h — ¢?Tlidy) = Vj41. Ainsi m pour tout j € [0,N —1] .
(11c) Calculons h* o uo h™* pour k € Z.
» Pour k> 1:
Sik=1,houoh ! = (u.
Supposons que h* o uo h™* = ¢*u pour un k > 0.
Alors

et oyoh=* D = ho(hFouoh™*)on™!
= ho(¢Pu)oh™?
= (F(houoh™)
= (*ew)

= (Ml

Donc la formule est vraie pour k + 1 , par suite elle est vraie pour tout k > 0.
» Pour k < 0, soit k = —m avec m > 0.
Du cas précédent on a h™ ouo h™™ = ("wu. En isolant u, u = ("™h™ ouo h™™.

Composons par h~™ a gauche et par A" a droite :

h—m ouo hm — h—m o (C—‘"’Lhm ouo h—‘ln) Ie) hm

= Cfmu

donc h* ouo h™F = ¢Fu.
Ainsi, pour tout k € Z, | h¥ ouo h™F = ¢*u. ‘
Soit £ € N, on a

houtoh™ = (huh™1)* = (Cu)t = ¢‘u*

12 > Recherche d’un supplémentaire stable

Soit W un sous-espace de V stable par u et h. On suppose que W admet un supplémentaire W'’ stable par u. Soit p le
N-—1

projecteur sur W parallélement & W’. On note p = % S h¥opohTk.
k=0

(12a) Vérifions que u et p commutent.
Soit v € V, on peut décomposer v = w + w’ avecw € W et w’ € W’.
Donc p(v) = w et u(p(v)) = u(w). De plus u(v) = u(w+w') = u(w) + u(w’). Comme W et W’ sont stables par u alors
u(w) € W et u(w') € W’. Donc

p(u(v)) = plu(w) + u(w')) = p(u(w)) + p(u(w’)) = u(w) + 0 = u(w).

Ce qui donne u(p(v)) = p(u(v)) pour tout v € V. Ainsi,
(12b) Montrons que Im(p) C W et pour tout w € W, p(w) = w.
» On a Im(p) = W et h bijective donc pour tout k,

I (W 0 po h™*) = W¥(Im(po h™*)) € H¥(Im(p)) = hH(W).

Comme W est stable par h, alors h*(W) = W. Donc Im (h’C opo h’k) C W, par suite,
N-1

Im(p) C Z Im (hk opo hik) CW. (Somme d’espaces)
k=0

» Soit w € W. Comme W est stable par h et h=! (b=t = A=) on a h=F(w) € W.
Puisque p est le projecteur sur W, p(h=*(w)) = h=%(w). Alors on a

h* o po h=F(w) = hF(h =% (w)) = w.

11
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par suite
N-1 N-1

p(w) = (h*opoh™)(w) =

1
N wa(Nw)fw.

1
k=0 N =
Ainsi pour tout w € W | p(w) = w.
(12c) Montrons que p est un projecteur et Im(p) = W.
» Soit v € V. D’apres (12b) on a p(v) € Im(p) C W. Posons w = p(v) . On a p(w) = w, donc p(p(v)) = p(w) =
w = p(v).
Ce qui donne p? = p et p est un projecteur.
» Son image est W.
En effet, Im(p) C W et pour tout w € W, p(w) = w, donc w € Im(p), ainsi W C Im(p).
(12d) Montrons que p commute avec h et avec u.
» On a

=
N
k=0

hoﬁoh_lzho

/N

hk opoh_k> Oh—l

2

-1

ho(h*opoh™*)oh™!

2=
Z >
ol
- O

hk+1 opo h_(k+1).

=2l
x
I
o

Par le changement d’indice j =k + 1, on a

N
hopoh™ = %ZthpOh_j.
j=1
Comme h"Y =idy, hNph™" = p = hOph~ donc

Ainsi hopoh™! =, ce qui signifie que |hop =poh]|.

» On a
<1N—1
= k —k
pou=|— h"opoh )ou
Nk:O
1N71
= — hkopo(hfkou)
Nk:()
Onah*ouoh™ = (Fudonc uoh™ =(*h=*ou et
1N—1
ﬁou:N hkopo(g_kuoh_k)
k=0
1N71
=N CF*hFopouoh™*
k=0
p et u commutent et h¥ o u = (*u o A¥ donc
| N1
ﬁou:N C_k(hkou)opoh_k
k=0
lN—l
:Nz:uohkopoh4€
k=0
1N71
— il k —k
=uo N h"opoh )
k=0
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Ainsion aluop=pou.

(12e) Comme p est un projecteur alors V' = Im(p) @ ker(p).
On a Im(p) = W donc V =W @ ker(p).
Comme p commute avec u et h (d’aprés 12d), alors ker(p) est stable par u et par h.

13 > Version <«graduée’) du théoréme de décomposition

(13a) Soit n lindice de nilpotence de u donc u™~t # 0,u™ = 0. 1l existe z € V tel que u"~!(z) # 0. Comme h est

diagonalisable (11a), alors
—1

V=PV, otV =ker(h— ’idy).

j=

N-1 N-1
A — . . . n—1 _ n—1 )
Décomposons = = E xj avec x; € V. Alors v '(x) = E u" " (z5).
J=0 Jj=0

Puisque u"~!(z) # 0, il existe au moins un indice k € [0, N — 1] tel que u"~*(zx) # 0. Posons v = x. On a v € Vg,
ce qui signifie que v est un vecteur propre de h (pour la valeur propre ¢¥), et u"~1(v) # 0.

(18b) On cherche & démontrer le résultat par récurrence sur la dimension de V.

» SidimV =0, le résultat est trivial.

» Siu =0, alors h est diagonalisable. V se décompose en somme directe de V; = ker(h — ¢7id). Une base de V est
une réunion de bases des V;. Dans cette base, u est nulle (matrice nulle, somme de blocs J; = (0)), et h est diagonale
(somme de blocs Dy ; = (¢?)). C’est bien de la forme annoncée avec r; = 1.

» Supposons dim V' > 0 , u # 0 et le résultat vrai pour tout espace vectoriel de dimension strictement inférieure a
dim V.

Soit m > 1 Iindice de nilpotence de u (u™~! # 0,u™ = 0). D’aprés la question 13a, il existe un vecteur v € V et un

entier a € [0, N — 1] tels que h(v) = (%v et u"!(v) # 0. Considérons le sous-espace u-cyclique engendré par v :
W = vect(v, u(v), ..., u" 1 (v))

La famille By = (v, u(v),...,u" " 1(v)) est une base de W (car u"~1(v) # 0 et u"(v) = 0). La dimension de W est n.
D’apres la question (8a) , W est stable par u .

Stabilité par h : Calculons 'action de h sur les vecteurs de base wy = u*(v). D’aprés (11c), h o u®f = ¢*u* o h. donc
h(wy) = h(u*(v)) = (hou®)(v) = (¢"u* o h)(v) = (*u*(h(v))

Comme h(v) = (v, on a :
h(wg) = ¢Fut (C) = (“HFub (v) = (*Hruy

Chaque vecteur wy, de la base By est un vecteur propre de h (pour la valeur propre (***), donc h(W) C W (W est
stable par h)
Dans la base By = (wy, ..., wp—1), la matrice de 'endomorphisme uy = u|w est le bloc de Jordan J,, . La matrice
de 'endomorphisme hy = h|w est la matrice diagonale D,, , = diag(¢%, ¢, ..., ¢*™~1). Le couple (uw,hw) est
représenté par les matrices (Jy,, Dy, q) -
Nous avons trouvé un sous-espace W de V| stable par u et par h. D’aprés la question (12e) il existe un supplémentaire
W’ (kerp ) de W qui est stable par u et par h. Nous avons la décomposition V=W & W’ ou W et W' sont stables
par u et h. Soient u’ = u|w et A’ = h|w les endomorphismes induits sur W”.

e v/ est nilpotent car u 'est.

o W'N = (h|w)N = KV |y = idy.

e La stabilité de W’ par u et h donne : k' o’ o B/~! = (/.
Le couple (W' v/, ') satisfait les hypotheses de de la propriété & démontre . Comme dimW =n > 1 (car u # 0),
on a dimW’ = dimV —n < dim V. Par hypothese de récurrence, il existe une base B’ de W’ telle que les matrices

13
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de w’ et h' dans cette base, Matp (u’) et Matp (h'), sont diagonales par blocs, avec des blocs diagonaux de la forme
(Jri> Dria;)-

Finalement : Soit B = By U B’ la base de V obtenue en juxtaposant la base By de Wet la base B'de W’. Puisque
V =W ® Wnet que Wet W'sont stables par uet h, les matrices de u et h dans la base B sont :

Matpg,, (uw) 0 .
Matg(u) = [ ‘(/)V Mate () = diag(J,,, Matp (u'))
Mat h 0
Matg(h) = Aty (hv) = diag(Dy.q, Matg (1))
0 MCLtB/(h/)

Ces matrices sont diagonales par blocs. Les blocs sont (J,,, Dy, o) et les blocs (Jy,, Dy, o,) provenant de la décomposition
de (v, h').

La base B satisfait donc les conditions requises . Le résultat est ainsi prouvé par récurrence.

14 > Un exemple
On suppose N = 4, donc ¢ =1, et ker(h —idy) = Vo = {0}. V; =ker(h —#idy) , V =V, & Vo ® V3. On a u(Vy) C Vo,
u(Va) C V3, u(V3) C Vy = {0} . Les applications induites sont u; : V4 — Va et ug : Vo — V3. L’application uz : V3 — Vp
est nulle.

(14a) Montrons u® = 0.
Soit z € V. On décompose = = 1 + x2 + x3 avec x; € Vj.
u(z3) € u(Vs) C Vo = {0}, donc u(z3) =0 et u?(z3) =0 .
u?(x2) € u(u(Va)) C u(Vz) C Vo = {0}, donc u?(z2) = 0 et u?(z2) = 0.
u3(z1) € u?(u(V1)) C u?(Va) = {0}, donc u?(xq) = 0.
Alors u?(x) = u3(x1) + u3(x2) + u3(x3) = 0.
Puisque V = V; @ V5 @ V3 alors u? = 0.

(14b) D’apres la question (13b), V' se décompose en somme directe de sous-espaces stables par u et h, sur chacun desquels
le couple (u, h) est représenté (dans une base appropriée) par des matrices de la forme (J,, D, ) , appelé bloc de type
(r,a), ot J, est un bloc de Jordan nilpotent de taille r, et D, , = diag(i®,i**!, ..., i ~1) . Ici r est la taille du bloc,
qui est aussi 'indice de nilpotence de la restriction de u & ce sous-espace. Comme u® =0, on a r € {1,2,3}. L’indice
a € {0,1,2,3} correspond & l'exposant de ¢ pour la premiére valeur propre de h listée dans D, ,.

Un bloc (Jy, Dy.,,) correspond & un sous-espace W de dimension r avec une base (wo,...,w,—1) (si on utilise la base
de 13b) telle que u(wi) = wyt1 (avec wy = 0) et h(wg) = i*TFwy, . Le vecteur wy, est donc dans Voig (mod4)- Comme

Vo = {0}, aucun des vecteurs de base wy ne peut appartenir & Vy. L’indice a + k (mod 4) ne peut donc jamais étre

égal a 0.

Analysons les types possibles (r,a) avec r € {1,2,3} et a € {0,1,2,3}.
»r=1:

Une base est de la forme (wg) avec h(wg) = i%wq , wo € V.

Il faut a # 0.

e Type (1, 1): a = 1. J; = diag(0), Dy; = diag(é).
Couple : (diag(0),diag(7)).

e Type (1,2): a =2. J; = diag(0), Dy 2 = diag(—1).
Couple : (diag(0),diag(—1)).

e Type (1,3): a =3. J; = (0),D13 = (—1)
Couple : ((0), (—1)).

»r=2

Une base est de la forme (wg,w;) avec wg € Vg, wy € Vgiq.
INfauta #0et a+1#0.

e Type (2,1): a=1. Jo = <(1) 8) , Do 1 = diag(i',i?).

14
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o ()6 )

0 0
e Type (2, 2): a=2. Jo = ) O) , Do o = diag(i?,3).

Couple : ((0 O) , (1 0))
1 0 0 —1
»r=23:

Une base est de la forme (wg, w1, ws).
Il faut @ # 0,6 +1 # 0,6 + 2 # 0.

0 0 0
e Type (3, 1):a=1.J5=|1 0 0], D3y =diag(i',i? ®).
01 0
0 0 O it 0 0
Couple : 1 0 0],10 -1 O
0 1 0 0 0 —i

Les types possibles sont donc (1,1), (1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(3,1).

(14c) L’objectif est de montrer que la donnée des dimensions d; = dim 'V} (pour j = 1,2,3) et des rangs r1 = rg(us),

ro = rg(us), ro1 = rg(ug o uy) détermine de maniére unique le nombre de blocs de chaque type possible.

Supposons que la décomposition de (u, h) en somme directe de blocs indécomposables contienne :
(w(()z) wil),wél)) ol w(l) € Vitk.

® 1y, blocs de type (2,a), a € {1,2} chacun associé & une base B(j) (a:g{)l,xﬂ) ol x,(j()l € Vot

(k) (yékg) ol yok) e V,.

e n3 1 blocs de type (3, 1), chacun associé & une base Bgil

o n1 , blocs de type (1,a), a € {1,2, 3}chacun associé & une base B;

La réunion de toutes ces bases, B = (U B§1)1> U (U Bgi) U (U ngg), forme une base de V.
i j,a k,a
La dimension d; = dim V; est le nombre de vecteurs de la base B qui appartiennent a V;.

e Une base de V;: (wé“) (a:ﬂ) (y(()kl)) . Donc dy =ni 1 +no1+nga.
1§z§n3 1 1§j§n2 1 1§k§n111
e Une basede Va: (w?) U (J;ﬂ) U (x(()kQ)) U (yé@) . Donc dy = na 1+n314+n1,2+n22.
1<i<ng q 1<j<na 1<k<ng.o ? 1<h<ns o

e Une basede Vj: (wg)) U (ng%) U (y(()kg) . Donc d3 =n31 +n22 +n13.
1<i<nz ;1 /1N 2 "/ 1<k<no,3
Le rang rg(f) d’une application linéaire est la dimension de Im(f), qui est engendrée par I'image de la base de ’espace
de départ.
or; =rg(uy : V3 — Va):

Les vecteurs de la base de V4 dont 'image est non nulle sont les w(()i) (image wﬁ”) et J;(J) (image a:l 1) donc Im(uy) =

vect ((wp) U ( 9)) ) Donc r1 = ng,1 +no 1.
1<i<nsz 1<j<ng;

o ry =rg(ug: Vo — V3):
Les vecteurs de la base de V5 dont 'image est non nulle sont les w%z) (image wéz)) et xm (image :vy%) donc Im(ug) =

vect ((wéz)> (:cgj%) ) Donc 1 = n3,1 + nao.
1<i<nz 1 1<j<ni 2
®ry = rg(uz ouy: V3 — V3):

Seuls les wO de Vi ont une image non nulle par us o u1, qui est wé ), Im(ug o uy) = vect ((wél)) - ) Donc
1<4 n3 i

T21 = N3,1-
On obtient le systéme suivant :
ni+ngn+n3a = di
Ni2+no1+ne2+n3; = da
nig+mne2+ns1 = ds
ng1+mn31 = T1
Noo+MN31 = T2
ngi1 = T21

15
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Dont la solution est

n31 21

n21 L —T21

n2,2 T2 —T21

ni1 dy —m

Ny = do—1r;—ro+ry
ni3 = dz—r2

Les nombres de blocs n,, sont donc uniquement déterminés par les données dy,ds, ds, 71,72, 721.

VI- Classification des couples de matrices rectangulaires

On fixe m,n € N*. On étudie les couples (A, B) € My, 1, (C) X My, n(C). On pose V. =C™" My g =

L,| O

Min(C) et H=
L+L( ) 0 _In

‘| € Mm-‘rn(q:)'

15 > Une réduction

Soient (A, B) et (A’, B') deux couples de matrices.

> (i) < (ii)
C’est la définition donnée de 1’équivalence simultanée .
b (i) = (iii).
Supposons qu'il existe P € GL,,(C) et Q € GL,(C) tels que A’ = QAP et B’ = PBQ'.

Plo
Posons R = T‘? . Puisque P et @ sont inversibles, R est inversible et R € GL;,4,(C).
Pfl
R 1= 0 . Calculons RM4 gR™!:
0 [Qt ’
[ Plo o|lB|[Pt] o
RMapR™ = | | | -
’ LojQ|[4]o 0 |Q
[ o |BQ!
I PV
[ o |PBQ
oleart| o
[ o|B
)
= Ma p
Calculons RHR™1:
-1
rap — | PLO In | 0O Pl o
0@ 0| -L, 0 | Q!
o [rlo[P] o
- lolQ 0 |-Q!
_(PPY 0 PP 0
0 -QQ 0 |-QQ~!

16
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16 >

Donc (iii) est vérifiée.
b (i) = (i)
Supposons qu'il existe R € GLy, 4, (C) telle que Mo pr = RMy pR™ et H=RHR™ .

, R R
La condition H = RHR™! signifie que R commute avec H. Ecrivons R par blocs : R = Rll R12 ,ou Ry; €
21 22
M?n(c)a R12 € MT!L,TL(C)7R21 S Mn,m(c)a R22 S Mn(C)
rH - | ‘ Ri2 Lo 0 | _| Bu ‘ —Ry2
Ry ‘ Ry 0| -I, Ry ‘ —Rop
gn — | de | 0 [ Bu| R | [ Ru | R
0 ‘ -1, Ro1 | Roo —Ro; ‘ —Rao
L’égalité RH = H R implique
Ryn = Ri,
—Ri2 = R,
Ro1 = —Ryy,
—Rys = —Ro

Ce qui donne R =0 et Ro; = 0.

Donc R doit étre diagonale par blocs : R = Puisque R est inversible, ses blocs diagonaux Ri; et

Ri1 0
0 | Ry |

PO
Rss doivent étre inversibles. Posons P = Rj; € GL,,,(C) et Q = Ros € GL,(C). Alors R = o D’apres le
0 PBQ ! B
calcul précédent, RM4 pR™" = QAP é? ] La condition M4/ g = RM4 pR™" implique 1o | =

0 | PBQ!
QAP~' | 0
Ceci est la condition (ii).

1 . En identifiant les blocs, on obtient A’ = QAP~! et B’ = PBQ~".

Les trois conditions sont donc équivalentes.

Deux applications linéaires : décomposition
On note M = My p.

(16a) Calculons H*, HMH ™! et HP(M)H ! .

i 2
e L, | 0 Lo o | _[%] 02 ] oo L
0| -L, 0 [ -1, | 0 | (-L) 0| -L,
Puisque H? =1,,,,, alors H~! = H.
1, | 0 olB|[1.] 0
HMH '=HMH = \
oL |[A]0o ]| 0L
(1] oo 0|-B
B 0| -1, Al 0
[ o B
S =40
= —M.
d
Pour un polynéme P € C[X], P(X) = chXk ,on a
k=0
d d
HP(M)H'=H (Z ckMk> H'= chHMkH_l.
k=0 k=0

17
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et

Donc HP(M)H™! =Y ¢x(—1)*M* = P(—M).

(16b) Soit A une valeur propre de M.
M et HMH~! = —M sont semblables, donc elles ont le méme polynome caractéristique. xar(X) = x_ar(X).
Soit p = m + n.

Xonr(X) = det(XTosp — (—M)
= det(XI,pm + M)
det(~((~X) Lo — M)
= (~1)P det((—X)Lysr — M)
— (= )xar(=X)

Donc xp(X) = (—1)Pxm (—X).
Si A est une racine de x(X) de multiplicité k, alors yar(X) = (X — A)*Q(X) avec Q(\) # 0.

xu(X) = (=DPxm(=X)

(—1)P(=X = V" Q(-X)
= (DX +0)FQ(-X)

donc (X +\)¥ divise x7(X). La multiplicité de —\ est donc au moins k. En remplacant A par —\, on obtient I'inégalité
inverse. Donc la multiplicité de —\ est exactement k.

Ainsi si A est une valeur propre de M de multiplicité k, alors —\ est aussi une valeur propre de M avec la méme
multiplicité k.

(16¢) Soit xm(X) = X"Q(X) ou Q(0) # 0.

D’apres le théoréme de décomposition des noyaux, puisque X" et Q(X) sont premiers entre eux ( car Q(0) # 0), on a :
ker(xar(M)) = ker(M"Q(M)) = ker(M") @ ker(Q(M)).

Par le théoréme de Cayley-Hamilton, x (M) = 0, donc ker(xp (M)) = C™". Ainsi C™" = ker(M") & ker(Q(M)).
Vérifions que ces sous-espaces sont stables par H.
Soit v € ker(M") , donec M"v=0. Ona HM"H~! = (—=1)"M" (d’apres 16a ), donc M"H = (—1)"HM" et

M"(Hv) = H((~1)"M"v) = (—=1)"H(0) = 0.

Ainsi Hv € ker(M") et ker(M") est stable par H.
Soit v € ker(Q(M)), donc Q(M)v =0. Ona HQ(M)H ! = Q(—M). Donc

Q(~M)(Hv) = (HQ(M)H™")(Hv) = HQ(M)v = H(0) = 0.
On sait (d’aprés 16b) que Q(X) = (—1)P*"Q(—X) . Donc Q(M) = (—1)P+"Q(—M) et

QUM)(Hv) = (~1)*" Q(~M)(Hv) = (~1)"*"0 = 0.
Ainsi Hv € ker(Q(M)) et ker(Q(M)) est stable par H.

17 > Deux applications linéaires : cas nilpotent

M=Msp= On | B | H[Im 0 ]
' A |0, 0| -IL,
On suppose que M est nilpotente. Alors y(X) = X",
M est nilpotent, H?> = I, HMH~' = —M. C’est un cas particulier de la situation de la Partie V avec N = 2 et
¢ = —1. D’aprés le théoréme de décomposition graduée (question 13b), il existe une base de V' = C™*" dans laquelle
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M et H sont simultanément diagonales par blocs, les blocs étant de la forme (J,., D,,) et a € {0,1}. Ici ¢ = —1, donc

Dr,a = diag((—l)“, (_1)a+17 LR (_1)a+r_1)'

Les blocs possibles sont (J,., Dy.¢) et (J, Dy.1) avec D, o = diag(1,—1,1,...,(=1)""!) et D,.; = diag(—1,1,—1,...,(=1)").
La question demande de montrer que (M, H) est simultanément semblable & un couple (My, Hp) de matrices diagonales

0 | By
Ao | 0

L,| O
’l()t : ]>7of1|t—sglet(Ao,Bo)estl’undes

par blocs dont les blocs diagonaux sont de la forme <
4 couples listés.
Soit W un sous-espace indécomposable de dimension r sur lequel (M|w, H|w) agit comme (J,, D, ,) dans une base
Bw = (wo, ..., w,_1) la base associée . (Mw; = wji1 , Hw; = (—1)*Mw;).
Décomposons W en fonction des sous-espaces propres de H |y :

o By =ker(H|w —1I) = vect{w, | a + j est pair}.

o B =ker(H|w +1I) = vect{w; | a + j est impair}.
H|w est diagonalisable et W = E; @ F_;. Posons t = dim E7 et s=dimE_;. On a t + s = r. Les éléments diagonaux
de D, , alternent entre +1 et —1. Le nombre de +1 (qui est ¢) et le nombre de —1 (qui est s) ne peuvent donc différer
que d’au plus 1. La condition |t — s| < 1 est donc satisfaite .

Considérons une nouvelle base By, de W obtenue en prenant d’abord les vecteurs de base de E; puis ceux de E_;. Dans

I 0
cette base By, I'endomorphisme H |y a pour matrice Hy = [ (; I 1 .
—1s

La matrice M envoie w; sur w;4+1 . L’action de M change la valeur propre de H de A = (—1)%17 & (—1)2H+l = —\,
0| B

Donc, M(Ey) C E_y et M(E_1) C E;. Dans la base By, la matrice de M|y prend la forme My = 1 00 , oll
0

Ay € M, (C) représente I’ application M|g, : E1 — E_q et By € M, s(C) représente I’ application de M|g_, : E_1 —

FEs.

Il faut vérifier que les matrices (Ao, By) obtenues pour chaque type de bloc (J;, D, 4) correspondent aux quatre couples
de I’énoncé, en utilisant les valeurs de t = dim F; et s = dim E_; calculées.
» Bloc (J,,D, ) avec r =20+ 1. (a=0)

I 0
Ona D, =diag(l,—1,...,1) donct =dimEy =¢+1let s=dimE_ ={. Hy = l%‘i] [t —s|=1.

1,
0
L’action M(E,) C E_q (Ag:C! — C%) et M(E_1) C Fy (By:C* — C') donne Ag= | Ip| : et
0
0 .- 0
By= |————
L
Ce couple (Ay, By) correspond au Couple 1 de I’énoncé.
» Bloc (J,,D,1) avec r =2{+1. (a=1)
I 0
On a D,; =diag(-1,1,...,—1). t=dimFE; =fet s=dimE_; =¢+1. Hy= d Jt—s]=1.
(e VA
0
0 .- 0
On trouve Ag = I et Bo=| I, |
¢
0

Ce couple (Ag, Bp) correspond au Couple 4 de 1’énoncé.
» Bloc (J,,D,1) avec r =2(. (a=1)

I 0
Ona D,; =diag(—1,1,...,1). t=dimFEy =l et s=dimFE_; ={. Hy= [ (f i ] |t —s| = 0.
—1
On trouve Ag = J; et By = I,.
Ce couple (Ag, Bg) correspond au Couple 3 de 1’énoncé.

» Bloc (J,, D, ) avec r = 2(. (a =0)

I 0
Ona D, =diag(l,—-1,...,—1). t =dimFE; =let s=dimE_; = /L. HO:[ é I ] [t —s| =0.
—Ll+1

On trouve Ag = I; et By = Jy.
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Ce couple (Ag, Bp) correspond au Couple 2 de 1’énoncé.

18 > Deux applications linéaires : cas inversible

On suppose que M = M4 p est inversible.

(18a) Montrons que m = n et que A et B sont inversibles.

Ona M= 1(4)1 avec (A, B) € My, 1, (C) X My, 5 (C) et
o | olB || o|B|_[BA] 0
S lAfo ][ 4]o 0 |-AB |’

Comme M est inversible, M? est inversible, donc det(M?) # 0. On a det(M?) = det(BA)det(AB) # 0. Donc BA
(matrice m x m) et AB (matrice n X n) sont inversibles.

Par suite rg(BA) = m et rg(AB) = n . On sait que

rg(AB) < min(rg(A),rg(B)) et rg(BA) < min(rg(B),rg(A)), donc min(rg(A),rg(B)) > max(n,m) .

Puisque (A, B) € My, m(C) x My, »(C) donc , rg(A) < min(m,n) et rg(B) < min(n,m), ce qui donne

max(n,m) < min(rg(4),rg(B)) < min(m,n)

Ainsionam=n .
Ona A,B € M, (C) et det(AB) = det(A) det(B) # 0, donc A, B €GL,(C).

(18b) Onam=n. M = %‘% avec A, B €GL,(C) et H = [ I(;L _2 ] Considérons la matrice de changement de
base R = In | O ] , elle est inversible et R~ = In O_ .Ona
0A oAt
M — BMER - L| 0 0[B|[L]o] [5] o o|BA| [o]|B
L Slofat alolofa] |ofat]Alo | |L]o
g pigp | ] O L | 0 L|o]l [L] o Lo | _[L]o]_,
b oAt oL lofa] Jofat]lo]-Aa] |o|-L]|"

donc (M, H) est simultanément semblable au couple (M, H) .
Posons C = BA , on a C €GL,(C) et 0 ¢ Sp(C).
Pour tout A € Sp(C) de multiplicité my, posons Fy = ker((C — AI)™*) . Le théoréme de décomposition des noyaux et

c'= P F

AESP(M)

le théoréeme de Cayley-Hamilton donne :

La restriction a F), de 'endomorphisme canoniquement associé a C' — Al est nilpotente , donc d’apres 9 , il existe ue
base de F) dans laquelle se matrice est de la forme diag(Js,,...,Js,) , avec J,; des blocs de Jordan . Donc la matrice
de la restriction & F, de 'endomorphisme canoniquement associé a C' est de la forme diag(Ms, + Js,, ..., ALs, +J5,) .

Ainsi C' est semblable a une matrice diagonale par blocs de la forme
Z = diag(Mly, + Jrpy oo, Al 4+ ;) avec A, ., A, € Sp(C)

017

Donc M est semblable a My = i

et (M, H) est simultanément semblable au couple (M, H) .

La base canonique de C2" est B = (e1,...,€n, f1,.-., fn), OU e; correspondent aux n premieres coordonnées (bloc

I, de Ms) et f; aux n derniéres (bloc Z de M). La décomposition de Z correspond & une partition de {1,...,n} en p
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intervalles d’indices K1, ..., K, de tailles respectives 71,...,r,. Le bloc d’indice k agit sur vect(e;);cx,. La matrice I,,
se décompose aussi selon cette partition I, = diag(I,,...,I,).

Consdérons la base :
C= ((ei)iEKla (fi)iEKU (ei)ieKw (fi)iGsz ceey (6i)ier’ (fi)iEKp) .

obtenue par permutation des vecteurs de la base canonique .
Le changement de base de B & C permet de dire que (M, H) est simultanément semblable & un couple de matrices

diagonales par blocs dont les blocs diagonaux sont de taille paire et sont respectivement de la forme
0, | By I.| 0
Ay | O, 0| —I,

Ay =1, et By =M, + J,

ou
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