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Attention : Il s’agit d’une proposition de corrigé rédigée de maniere impulsive. Si vous repérez
une erreur ou une imprécision, n’hésitez pas a me contacter par mail.

Premiére Partie

la)

Soit N > 1. Soit h une fonction qui s’annule a 'ordre N + 1 dans [a, b].
Alorsil existe a < ¢1 < cg < -+ < ¢ < b, et des entiers kq, ..., k, € N* tels que

Yki=N+1 et Vie{l,...,m}, VO<k <k, h¥(c;)=0.

i=1
Cela équivaut a :
h(c;) =0V1 <i<m,
{Vi ef{l,....m}, VO<k <ki—1, "®(¢) =0.
Le point (%) donne, a I'aide du théoréme de Rolle, I'existence de 71, ..., ¥m—1 tels que
a<c<m<ce<y<: - <Yn-1<cn Db

et
W(y)=-=h'(ym-1)=0.

On a aussi, pour tout i € {1,...,m}, h'(¢;) = 0. Ainsi, h'(¢;) = h'(7;) = 0 pour tous les et
J, ce qui garantit la condition pour k =1 (notée (I)).

On ajoute (m — 1) indices k; égaux a 1, correspondant aux v;, c’est-a-dire m — 1 nouveaux
points, chacun comptant pour 1 dans la somme des ordres.

On a alors :
m

Z(kz‘—l)“‘(m—l):(N+1)—m+(m—1):N.
i=1
Avec (I) et la deuxieéme ligne de (%), on en déduit que A’ s’annule d’ordre N.

1b)

En utilisant la question la par une récurrence décroissante, on montre que h(*¥) s’annule
d’ordre N + 1 — k dans [a, b], pour toute fonction h qui s’annule d’ordre N + 1 sur [a, b], et pour
tout k € {0,...,N}.

En particulier, h(") s’annule d’ordre 1 sur [a, b].

En appliquant la définition de ’ordre d’annulation, on a :

m
Zki =1 aveck; > 1.
i=1

Cela impose que m = 1 et k; = 1, donc il existe ¢ € [a, b] tel que h(N)(c) = 0.
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2a)

On a pour tout k < k;, on a P%¥)(t;) = 0, par définition de k; comme le plus petit entier
pour lequel P (t;) = 0.

Cela signifie que, pour tout i € {1,...,m}, les t; sont des racines de multiplicité k; de P,
donc :

P@t)=a]]—t)",

i=1
et c’est le méme cas pour le polynéme (@), d’apres ’énoncé :

1
Qt) = aSP(t) avec S € R[X]
Or, deg(Q) < deg(P), donc nécessairement S = 0, ce qui donne @ = 0.

2b)

L’existence découle d’une généralisation de l'interpolation d’Hermite.

Cette construction peut étre consultée dans la page Wikipédia suivante : Interpolation d’Her-
mite, section « Extension aux ordres supérieurs »
https://fr.wikipedia.org/wiki/Interpolation_d%27Hermite

Unicité : on peut prendre Hp, Hy et appliquer 2a sur H; — Hs (qui donne Hy — Hy = 0 =
Hy = Hj) d’ou l'unicité.

3a)
On a, pour tout 1 <14 < m et tout x € [a; b] par un changement de variable v = t;v+z(1—v) :
1 yki ti (u— )kt du
_tiki/imtz 1) d _tiki/ (ki) () -
@t [ G v+ a( =) v = (@ =) [ o)

u—x)

= [ MW( ) du

_ [Tzt gk
/Z e (u) du

Comme V1 < i <m, Y0 <k < k;, ¢ (t;) =0 (dapres 2b),
alors d’apres la formule de Taylor avec reste intégral, cette derniére intégrale est égale a g(x).
On obtient donc :

1 Vki—l
9(x) = (& — t;) /0 e+ (=) v

3b)

ki—1

Qt) = 1 /1 - )t + (1 - v))d
T ILat—t)R Jo (-rf v

On a alors Vv € [0,1] :
ki—1
lim ¢ (v, t) = B g% (8)
t—t; (kz — 1)'

O (1, 1) 1= g (b + (1 — )

(k) [ o ki—1
— Pour tout v € [0,1], t € [a,b], on a [Y(v,t)] < %
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— Et v+ ||g®)]| ki1 est intégrable sur [0, 1]

Alors, par convergence dominée :

. B 1 gk (t)

On éleve infiniment a l’aide de la formule de Leibniz, et a chaque fois on prolonge en faisant
tendre ¢ — t;. La régularité de 1) se justifie simplement : comme g € C* et que 'on travaille
sur un intervalle borné, on peut majorer & chaque fois par la norme || g(k)Hom ce qui permet de
conclure.
On déduit alors que la fonction Q(f, P) se prolonge de fagon unique en une fonction de classe
C> de [a, b] dans R.

4a)
Soit sg € [a,b] et n > 1, 0n a :
9@ s In définiti ke ke _
Qt) = m apres la définition (avec m =1, ky =k =n, t; = s)

On a alors ¢g®)(s9) =0 Y0<k<n
Alors, par développement de Taylor :
g(”fl)(so)

9(s) = g(s0) + ¢'(s0) (s — s0) +--- + m(s — s0)" "+

g(”)(so)
n!

(5 —s0)" +0((s = 0)")

Comme tous les termes d’ordre < n sont nuls, il vient :

9(s) = g(";(f” (s = s0)" +ol(s = 50)")

Donc :

Qs) = (s g_(il)n B g(";(!so) +o(l) = Qso) = g(njj!s())
Or,

9™ (s0) = f" (s0) — H" (s0) = f®)(s0) (car deg(H) < n)
Donc

Qlso) = f(";(lso)
4b)
On a par définition :
oy = L HEE) g+ pQus ) *)

P

On note :
Y= H(f; P1) + PLH(Q(f; P1); P2) < deg(P1P2)

car deg(H(f; P1)) < deg(P1), deg(H(Q(f; P1); P2)) < deg(P2)

On applique la formule de Leibniz pour :

k
v ® () = HO(f; P)( Z() PEP (L) HP (Q(f; Py); Pa)(t:)

Soit t1,...,ty, les racines de P et t,...,t, celles de Py. On veut vérifier deux conditions :
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® Vie {1, ce ,m}, VO <k <k, Tf)(k)(tz) = f(k)(tl)
@ Vje{l,...,n}, VO<k <K, W)= fE)
Pour la condition @, on a H®)(f; Py)(t;) = f®)(t;), et la partie

=)

s’annule car P;(t;) = 0 et toutes ses dérivées jusqu’a 'ordre k; — 1 aussi.
Donc @ est satisfaite.
Pour la condition @, on veut montrer que :

PEP ) HP(Q(f; Pr); Po)(1:)

VO<k <k, W) =P

On a:
k
v (t5) = HO(f; Pt Z()ﬂkp><MMﬂﬂw@@>
k
®(f; () + @ PP QPO () (par définition de H)
p=0
(k)(f; Pl)(t;) + [PQ(f; Pl)](k) (t;) (Leibniz en inverse)
= [HW(f; P1) + PQ(f; PP (t))
Mais :
f=H(f;P1)+ PQ(f; P1) (équation (*))
Donc :
P®) (t;) = fk) (t;) pour tout 0 < k <k}
Puisque :

deg(v) < deg(P1Py) et H(f;P1Ps) vérifie les mémes conditions de question 2b que ¥

alors par unicité :

‘H(f; PiPy) = H(f; 1)+ PLH(Q(f; P1); P2) ‘

On a aussi : f— H(}: PPy
149
QU PPy = =575
[—[H(f; Pr)+ PLH(Q(f; P1); P2)]
- PPy

On d’apres (*) :
H(Q(f; P1); P2) = Q(f; P1) — PRQ(Q(f; Pr); )

alors :
Q(f: PLPy) = f—H(f P) + PlQ(f;Jfllz— PIRQ(Q(f; P1); P)]
1P
f=H(f; P1) — PiQ(f; P1) + PLPQ(Q(f; P1); Po)]
B P\ P,

‘Q(f;P1P2) = Q(Q(f§P1)§P2)‘
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5a)
Le polynéme ¢ = [[",(t — t;)* a comme racines t; de multiplicité ;.
Alors oM (1) =0 Vk€{0,...,k —1}, Vi€ {1,...,m}
Alors QP (t;) = fM (t:) = HW (f; P)(t:) =0 Vi, YO <k <k,
On a aussi d’apres la définition de @Q; : Q¢(t) =0
Donc on a comme racines ¢y, ..., ¢y, tmt1 =t et comme indices :

Vie{l,....m+1}, Yo<k<k, QFE)=0
avec k1,...,km; kmt1 =1

et
m+1

Zk _Zk + 1 =deg(P) +

(on réarrange les racines pour qu’elles soient ordonnées, mais elles sont toutes dans I'inter-
valle [min(¢,¢1), max(t,t,,)])

Donc on déduit que Q¢ s’annule a Uordre deg(P)+1 dans U'intervalle [min(t, ¢1), max(t,t,,)])

5b)

D’aprés 1b et 5a, on a l'existence de § € [min(t,t1), max(t,t,)] tel que dieg P) &) =0
On a @ldeP) = (deg P)!
On a deg(H) < deg(P), donc HEP)() = 0, et Q{*7(§) = fU=P)(¢) — (deg P)!

Q(f; P)(t) = 0.
On a alors :
f@) = H(f;P)(t)  flisD)(g)
P(t) ~ (deg P)!
Donc :
, P
f(t)—H(f,P)()—W'P(t)
6)

Soit P € R[X] scindé dans [a;b]. On a, d’aprés 5b, @ est de classe C* sur [a; b].
On commence a montrer que () est a valeurs positives.

OnaQ(t)=0 V1<i<m

Pour t € [a; 0] \ {t1,...,tm}, d’apreés 5b, il existe £ € [min(¢, t1), max(t,t,,)] C [a; b
tel que :

Il

QPO = Ty

>0 (car f est a valeurs positives sur [a;b] et £ € [a;b])

On pose maintenant pour k£ > 1 :

k m
Qt,k(s) = f(k)(s) _H(k)(f7P)( ;k [ H s—t ‘|

=1

k m
Qui(t) = f9(t) — HW(f; P)(t) &[ BI(GD ]
i=1
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et on sait que :

m

k
Qui(s) = 1)~ HO (7 P)(s) ~ [T (s — 1) - (1)

i=1
En appliquant les dérivées de @1 en les ¢; et on refait ce qu'on a fait précédemment, on
aura que Q¥ (f: P) est & valeurs positives sur [a;b] pour tout k > 1
Alors

‘VP € R[X] scindé dans ]a;b[, Q(f;P) est absolument monotone sur [a; ] ‘

Deuxiéme Partie

7a)
Soit P € R,,—1[X]. On sait que P est bien défini par ses images en n points distincts rq, ..., 7y,
tel que

P(x) =Y P(r;) Li(z)
i=1

avec L; le polynéme de Lagrange sous la forme :

On a alors :

[ P@)s@yar =3P [ i) s de
1 Pt 1 1 1

(on pose \; = Lll Li(x)f(x)dx, les A\; sont indépendants de P) :

i=1
Donc :

1 n
I, ER tels que VP € R, 1[X], / P(z)f(z)de =Y NP(r;)
-1 i=1
7b)

Soit P € Rgy,—1[X]. On fait la division euclidienne de P par D. Il existe alors S € R,,_1[X]
et R € R,,_1[X] tels que :

P=DS+ R etonremarque que Vi€ {l,...,n}, P(r;)= R(r;)

Et on a aussi :
1 1 1
[ P@r@dz = [ D@)S@/f@)de+ [ Ra)f@)da
=(D,S)+ Z)\iR(ri) (car R € R,_1[X])
=1

= <D, S> + Z)\ZP(TZ) (car P(’FZ) = R(Tz))

=1

/ 11 P(e)f(x)de =3 AP(r) VP € Rop1[X]| (car S € Ry (X))
- i=1
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7c)
On note ¢;(X) = [Ti<j<n(X —1;)? € Rop_2[X]
J#i

On applique (1) sur ¢;, et on a pour i € {1,...,n} :

1

/ pi(w) f(x) do = Z Mepi(re) = Nigi(ri) = N [T (ri —j)?
-1 k=1 1<j<n
J#i
>0

Or t +— ;(t) f(t) est une fonction continue positive sur [—1,1], et o;(r;) > 0, donc :

/ vi(x)f(x)dz >0
On déduit alors que A; >0 V1 <i<n.

7d)

Soit j € {0,...,n — 1}. Soit P,Q € Ry_;_1[X].
Ce produit scalaire (-, -); est bilinéaire grace a la bilinéarité de (-, -).

On a:
<P7Q>j = P ij>
:/ Pla (@) (x) dx
- /_1 Q()(P(2)fj(x))f (x) dx
=(Q,Pf))

Donc (-, -); est symétrique.
On a: )
(P.P); = (P.PL) = [ PAa)fy(a)f (@) da

On a P?f; est de degré 2(n —j — 1) +j = 2n — j — 2, donc P?f; € Roy—1[X]
Donc d’apres 7b :

n

(P,P); = Z)\ P2(r;) fi(ri) = Z NP2 (r; )fi(ri) (d’apres Tc et fij(r;) =0sii < j)
i=1 i=j+1

Orry>--->ry,, donc:

j
H re—1;) >0Vji+1<i<n
k=1
Alors (P, P); > 0
Et si (P, P); =0, alors :

En:)\iPQ(ri)fj(m)zo & Pir)=0Vi€ {j+1,...,n} < P(r;)=0Vie {j+1,...

i=j+1
Et P € R,—j_1[X] qui admet n — j racines distinctes

= P=0

On en déduit alors que Vj € {0,...,n — 1}, (-,-); définit un produit scalaire sur R,,_;_1[X].
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8a)
On utilise le procédé de Gram-Schmidt sur la base canonique (1,X,X2,..., X" 71 de
Rn—j1[X]
On prend alors :
q =1=po
(X, 1),
q=X-
(1,1);

<X27q0>j o <X2aQ1>j

2
g = X" — qo
(90, 90); (a1, q1);

n—j—2 <anjfl AW
i 1 i)
nj1= X" = G
" ;:) (gira);
On voit alors que deg(¢;) =i V0<i<n—j—1
etaussiVO<i<i <n-—j—-1, {(gq);=0

Unicité : On prend (qo, ..., ¢n—j—1) €t (gp,- - - ,q;L_j_l) deux BON qui vérifient ces condi-
tions.

On commence par ¢ = 0, et on montre par récurrence forte I'unicité.

On a clairement gy = ¢, = 1 (qo = djq(), le seul de degré 0, et comme les deux sont unitaires)

Supposons que ¢; = ¢; ¥ 0 < i <k, Montrons que gx+1 = qj_;

On écrit g, 41 dans la base (qo,--.,qn—j—1) et & cause du degré des vecteurs, et ils sont tous

unitaires, alors :
k

Ths1 = Qrr1 + Zaiq,- avec o € R
i=0

Alors pour p € {0,...,k}, on a :
k
<QZ+1>Qp>j = <Qk+1 + ZaiQiaQZ)>
=0 i
2
= (Qht1, qp)j + OépHCIij

= oylgyI}

Donc aqupH? =Gy 1 )i = (Qpy1,9)5 =0 (d’apres 'hypothese de récurrence)

On aura donc que oy, =0V 0 < p <k, donc q;, | = qr41
Et on déduit alors que go = qp, - -+, qn—j—1 = @, j_1, 4’0l unicité.
8b)
On a:
n
(Gisan-3); = D Xi@i(ri)qn—j(ri) fi(r:) =0 pour 0 <i<n—j—1
i=j+1

et g,—j est de degré n — j
On a alors (qo, - - ., gn—;) est une base orthogonale de R,,_;[X] (libre et de méme dimension)
Alors si on prend P un polynéme unitaire de degré n — j (dans R,,_;[X]) vérifiant :

<qi,P>j:O Vogign—j—l
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on a .
n—j—1

P = dn—j + Z <qi7P>jqi = Q4n—j
i=0

d’ou 'unicité.
9a)

Onapourl <i<n—j—1,X¢q € R,_;[X] et deg(X¢;) = i+1, alors Xq; € Vect(gi+1,--.,q0)
(par contrainte sur les degrés des vecteurs).

Onaalorspour V3<i<n—j;vV0<k<i—3:

1

1
Kgrady = [ 201@a@f@de= [ @) @a@)f@) de = (g X, =0

(car Xq € Vect(qui1,...,q) C E = Vect(gi_a,...,q0) et ¢i_1 € E*)

On a aussi deg(q; — X¢i—1) =i — 1, donc ¢; — X¢;—1 € Vect(gi—1,...,q0) (1)
et d’apres ce qu’on a montré avant :

di, Xqi—1 € Vect(qr)g<p<i—s  (2)

D’apres (1) et (2), on a ¢; — X¢q;—1 € Vect(gi—1,¢i—2), alors Ja;,b; € R tels que :

¢ — Xqi—1 = a;qi—1 + bigi—2 ‘

9b)

On a:

qi — Xqi—1 = a;qi—1 + bigi_2
On déduit alors que :
(05> qi—2)j —(Xqi—1,qi—2); = @i {¢i—1, qi—2); +bi(qi—2, Gi—2)
=0 =0
Donc :
bi(qi—2,qi—2); = —(Xqi—1,qi—2);

9¢)

On a:
(X¢i-1,qi-2); = (¢i—1, X ¢i—2);

On sait que X¢;—o € R;_1[X] = Vect(g;—1,...,q0), et par raison de degré des vecteurs, et

que ¢;—1,-..,qo sont unitaires, on aura :
i—2
Xqgicy=qi-1+ > apge
k=0
Alors :
(Xqi2,qi-1); =1
Donc :
1
bj=—————5 <0
[ gi—2ll5
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10a)
go = 1 est un polyndme constant qui a exactement 0 racines dans R
et (X.1)
q1 = X — L X —d
(1,1);

on a d est une racine de ¢, et donc ¢; a exactement une racine dans R

10b)
Soit 1 <4 < n —j. Soit x1,...,2y les racines réelles de ¢;, avec m < 4, et on prend
S =10 (X — ) € RIX].
On a :
1 m
(S, qi) = / X (H(JT - «Tk)2> f(z)dz
- k=1

Comme z — ([}, (x — zx)?) f(z) est une fonction continue, et non nulle et positive sur
[—1,1], alors (S, ¢q;) > 0.

Or sim < i, alors S € Ri_1[X] et ¢ € (Ri_1[X])T (car Ri_1[X] = Vect(gi—1,...,q)), donc
(S, q;) =0, ce qui est absurde. Donc m = i, et ainsi ¢; admet exactement 7 racines réelles.

(Les racines sont réelles et dans I, car sinon on aurait des racines hors I, et on construirait
un polynoéme avec les racines restantes dans I, strictement de degré < 4, noté P, et on a :

(P,q;) >0 alors que (P,¢;) =0 cardegP <1

Donc contradiction.)

Comme les deg(g;) = 14, les racines sont simples.

On montre ce résultat par récurrence sur i. Pour x1 < x5 deux racines consécutives de ¢;, il
existe une racine de ¢;—1 dans |z1, zo|.

Pour l'initialisation, rien & montrer. On suppose que c’est vrai pour 7 — 1, et on montre pour

Soit x1 < -+ < x; les racines de ¢;, et 2} < -+ < 3:;_1 les racines de ¢;_1.
On a:

¢ = Xqi-1 — aigi—1 — bigi—2 = ¢i(¥}) = bigi—2(2) pour 1 <j<i—1

On sait que g;—2 a exactement ¢ — 2 racines simples, qu’on note (z})i<k<i—2, qui se situent
par hypothese de récurrence :

zy €y, vy | V1<k<i-—2

On a
i—2 Jj—1 =2
gi—2(zf) = [[ (@) —2) = T] (& —af) - T] (2 — )
k=1 k=1~ = N
>0 <0
donc :

(—1)i+j+1q1‘72(96}) >0 V1<j<i-—1

Or b; < 0 d’aprés 9c¢, donc :

(~1)g(a’) >0 Vje{l,...,i—1}
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On a Va > z;, ¢;(x) > 0, or g;(z,_;) <0, alors z,_; < z;.

Alors d’apres ce qui précede, et le fait que z1,...,x;_1 sont les seules racines de ¢;_1, ou il
est seulement autorisé de changer le signe.
On en déduit que :

D’ou le résultat.

L’unicité est garantie par le fait que deg(q;) = i, car s’il existait deux racines dans le méme
intervalle, les racines de g;_1 seraient > 7, ce qui est absurde.

10c)

D’apres 10b, en suivant ’entrelacement des racines des (¢;)1<i<n—j, on déduit que toutes les
racines des (g;)i1<i<n—j—1 sont inférieures strictement a 741 (qui est la plus grande racine de

Qn—j)-
AlorsV1<i<n—j—1,onaqjrj)>0etgp=1>0

On déduit que :
Vo<i<n—j-—1, qi(rj+1) >0

11a)

On a Py = q; — qe(rj4+1), c’est un polynome de degré ¢, et rj,1 est une racine de Py, alors

~ P,

P, = _ e
X =71t
est un polynéme de degré £ —1 < i — 1.

Alors on déduit que : _ _
(¢ +1,Pr) = (qi, Pr) = 0

Donc on a : B
(i1 + iqi, Py =0 Y0</{<i

D’ou le résultat

11b)

On a, pour tout 0 < ¢ < 1,

. ) 1 . (s
M(TJH)> :/ Br1 T 0 (i) f (@) da

<qi+1 + «;q;, X — Tjt1 -1 T —Tj41
1
- /_1 pi(w)(qe(x) — qe(rj+1)) f(z) dw

= (pi, @ — qe(rj+1));
= (Pir @) ; — qe(rj+1) (Pis 1)
=c¢—yco =0 (dapres 11a) ott vy = qe(rj4+1)

(d’apres 10c, v, > 0) On déduit alors que pour tout 0 < ¢ < ¢, il existe ¢; tel que :

Ce = YeCo
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Par définition, p; est unitaire de degré i, alors par contrainte du degré des vecteurs (g;), on

a:
; 1
Ci:<pl',qi>j:1>0:>60:&:*>0
Yi o Vi
Donc pour tout 0 < ¢ <4,
Cp = e >0
i
12)
Soit 0 < j<n—2.80it 0<i<n-—j—1. Prenons k € [0,i — 1]
On a : .
e = [ p(@)a@)fin @) (@) da
1
= [ tyn =~ pi@)a@) @) @) de = (10 = Xpisae)y
= —(gi+1 + @iGis qk)j = — (Qi+1, W)j —i (¢, Q) = 0
=0 =0
Donc (pi,qr)j+1 =0 VO<k<i-—1
Alors :
pi L Vect(qr)o<k<i—1 = Ri—1[X] pour le produit scalaire (-, -);+1
13)

Soit 0 <k<n-1
Montrons par récurrence descendante (forte) sur 0 < j < k que

Api =Y0<p<n—k qupacoeff >0 dans (R,—;[X],(-,);)

Pour j =k, les (qk;p)o<p<n—k sont les vecteurs de la base (R,—x[X], (-, )x)
Soit 0 < j < k—2
Supposons que VO <p<n—k qppacoeff >0 dans (R,—;[X],(-,-)j+1)
Montrons que V0 <p<n—k g, acoeff >0 dans (R,—;[X],(-,-);)

Drapres 12 : (¢j+150, - - -, @j+1;n—j—2, Pjin—j—1) base de (Rp—;[X], (-, )j41)
Soit 0 < p < n —k, on note @ :

n—j—2
Qk;p = QPjim—j—1 + Z diqj+1; avec a >0, d; > 0 d’apres 'hypothese de récurrence
i=0

(les coeffs sont > 0 lorsqu’on entre dans le domaine de degré et les autres s’annulent. On
écrit alors tous > 0 pour simplifier ’écriture)

On a d’apres 11b, @ :
Pjin—j—1 a des coeff > 0 dans (R,—;[X], (,);) C (Rp—;[X], (-,-);)

Mais si on suppose qu’on travaille aussi dans le cadre (plus grand) de récurrence forte sur
k (Pour l'initialisation k& = 0 donc j = 0 on aura les (qo.p)o<p<n sont les vecteurs de la base

(Rn[X]ﬂ <'7 >))7
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Donc on suppose que
VO</I<k-1, V0<i<{ Apy;estvrai

et comme 0 <j<k—2alors1 <j+1<k—1,onadonc:

VO<i<j+1, Ajiq;estvrai
Donc Ajy1; est vrai, c’est-a-dire @ :

VO<p<n—k<n—j—2, @jt1p a des coeff >0 dans (R,—;[X], (-,-);)
D’apres @ , @ et @, on déduit que :
VO<p<n—kFk, qppestacoeff >0dans (R,—;[X],(-");)

D’ou le résultat

On a alors VO < k <n —1 (pour j = 0), A, vraie et on prend p =n —k
On aura alors que

n
VO<k<n—1, @unti= H (X — ;) est a coefficients > 0 dans (R,[X], (,-))
i=k+1

Troisieme Partie

14)

On a (z,7) = @(z,7) = 1 — 2rz + r? est une fonction de classe C* sur | — 1, 1[2.
Et on a
1-2rz4ri=1-re)?+r°1—-2%)>0 Vir|<1, |2/ <1

Alors (z,7) = Fx(z,7) = ¢(z,7)~ avec A > 0 est donc de classe C* sur | — 1, 1[2.
15)
On a, d’apres ce qui précede,
Vee|-1,1, 1-2rz+r2>0 V|| <1

Alors Vz €] — 1, 1], on déduit par inversion que la fonction r +— F)(z, ) est développable en
série entiere au voisinage de 0.

16a)
Soit z €] — 1,1]
On a OF
(1 —2zr+ r2)a—/\(x, r) =2\ a —r)Fx(z,r)
r
alors

(1 — 227 +7%) Z(n + 1)a7(1>21(x)1"” =2\x —7) Z aM(z)r"

n>0 n>0

Pour » =0, on a
ag)‘) (z) = 2)@&53) ()
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On a :
Z(n + l)afjﬁl(x)r" — 2z Z na,(f‘) (x)r" + Z(n — l)a,(ﬁl(x)r"
n>0 n>1 n>2
=2\z Z aN (z)r™ — 2X Z ag‘_)l(x)r"
n>0 n>1

Pour n=0:
a§)‘) (z) = 2)\:1:a((]/\) ()

Pour n=1:
2ag)‘) () — Zxag)‘) (x) = 2)@“@9) () — 2)\a(())‘) (x) < 2ag)‘) (x) = 2)\:ca§)‘) () — 2)\a(()/\) (x)
Pour n > 2:

(n+ l)aifil(x) — 2znaM (z) + (n — 1)@51/\21(x) = 2zalM(z) — 2Aafl’\21(x)

n

& (n+ 1D)aN (z) = 2(n + Naad(z) — (n+2X — DalY | ()

Donc on déduit que pour tout n > 1 :

(n+ Dali(z) = 2(n+ Nz (@) — (n + 22 — 1)al) (2)

16b)

Pour n =0, on a :

Pour n=1,0n a:
ag)‘) () =2 \x
Montrons par récurrence double que a,(l)‘) est un polynome de degré n, de méme parité que
n, et que son coefficient dominant est
n—1
dom(aM) = 2n [Tx+k)
k=0
On a vérifié I'initialisation. Supposons maintenant que ag‘) et a

N

Montrons-les pour a,, /.

(N

n_q Vérifient ces conditions.

(n+1)alY (—2) = 2(n + M) (~2)ad) (~2) — (n + 21 — D)l (—)
= —2(n+ N (~D"aM () — (n + 22 — 1)(~1)"'alV; (x)
(=)™ [2(n + NzalM (2) = (n + 21 = Dag, (2)]

= (~1)" (n + 1)a', (z)

N

n—

N

Donc a,;/; est de méme parité que n+ 1. De plus, Xa

n — 1, donc agﬁl est de degré n + 1, et

o

est de degré n+1, et a, ’; de degré

dom(agg)l) =2(n+ \) - dom(aV) = 27+1 H (A + k)
k=0

D’ou le résultat.
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17a)

Soit k > 0, soit = €] — 1,1]

—=(z,1) = =— ay (x)r" = ay " (x)r" N = mip(@)r”
ork (z,7) ork % (z) 7%:1@ (n—k)! ) 7%‘6 n! (@)
On a alors :
k
F
%(w, 0) = k! a,(;\) (z) (car seul le terme n = 0 survit)
Donc Vk > 0, Vz €] — 1, 1],
A 1 OFF
a’](g \(z) = HW;;\(%O)
17b)
Ona 19 o
\) r_ 1o o0 _
(an (x)) = o arnF,\(x,O) pour z €] — 1,1]
1 0" 0
On remarque que
0
%F)\ = 2)\7'F)\+1

Il en résulte que

o 0

2 TR = (n)
o 8$F/\ 2)\(TF)\+1)

n
=2\ Z (Z) r(k)F)(\izk) (Formule de Leibniz dérivée par rapport a r)
k=0

n n n n—1
=2A <<O>TF>(\+)1 + (1>F§+1 )>

Donc P
_ (n—1)
W%F)\(CC,O) = 2>\nF)\+l (1;,0)
En divisant par n!, on a :
1 0™ 0 1 (n—1)
———F =2A——F
n! Or" Ox 7, 0) )\(n — 1) A (2,0)

Et on déduit alors que d’apres 17a :

n

Vn > 1, (a )‘))/ = 2)\a£3‘j11)
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17¢)

Par intégration par parties, on a :

1 1
/ (1= 22 dt = [1(1 -

0

= 2\ +

On a alors :

/01 (@ + 12— (1 =) (1-#)

1 1
23] 4200+ %)/ £2(1 — 2>z gt
0 0

1
1)/ £2(1 — ) 2 dt
0

1
A=z

dt = /01 200+ )2 =1) (1 = 22 dt =0

alors / L()(l —t2)’\_%dt =0 = <aQ, > =0 D’oun (ag/\),1> =0
o A A
17d)
On remarque que
1
1 1— t2 )\‘f’l
(afV,1) = 2)\/ 11— 2P dar=a [LTETE
0 A+ 5 0
et on a déja
(a5V,1) =0
Donc on a l'initialisation pour montrer par récurrence double que
1
(M) - -
<an ,1>_0, VA> o
On note . )
(P,Q), = / P(z)Q(x)(1 — xz)’\_% dx pour A > 3
-1
Tout ce qu’on a démontré avant est valable pour A > %
On veut montrer que <a$1)‘), 1>)\ = 0 pour tout n > 1, A > %
On suppose que
(1) = (1) =0, a5 L
Montrons que
(g, 1) =0, VA > o
On a d’apres 16a pour A > % :
2 A 1 22 —1
(a2 1), = 2N [ (b 2D (0 )
n+1 1 n+1 A
=0
1 1— 2\ A+ 5
PP 7+ A oM (1) (1—t )1 2
n + 1 —1 )\ + 5
n+A o 20 o 2\t L SR
- A+;/_1a”‘1 () (1= 2 5dt (dapres 17b)
n+A 2\ (A+1)
= . 1
n+1 A+3 <a"—1 ’ >)\+1
=0
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Donc :

On a par intégration par parties :

1
<Xa§3>,1>A :/ taM() (1 —t2)’\_%dt

/ (1-— t2) dt
2 )\_i_ 5

A , R
m [ a™M V() (1 — 2)M3dt (daprés 17b)

- 2A2i 1 G 1>/\+1

OrVn >2,onan—12>1, donc d’apres ce qui précede <a7(;\_+11), 1>>\+1 -

- <Xa${\), 1>A —0 VYn>2

17e)

On généralise le résultat de la question 17d.
On va montrer par récurrence sur k > 0 que

Vn >k + 1, <Xka£f‘), 1>A )

On a d’apres 17d pour k = 0, c’est vrai.
Supposons que
Vn > k41, <X’“a£3>, 1>A -0

et montrons que
Vn >k + 2, <Xk+1a${\), 1>A -0

On a d’aprés 16a, et en multipliant par X* et en faisant le produit scalaire avec 1 :

(n+1) (XFa)y 1) =2+ 2 (XM, 1) — (422 —1)(xX*aY) 1)

Oronan>k+2doncn—12>k+41, alors d’apres 'hypothése de récurrence :

ap_1;

(XFaY 1) =0 et demémen+1>k+3>k+1Alors (X*al);,1) =0
A A

Donc on déduit que
<Xk+1a£L/\J21, 1>/\ =0 pourn>k+2
D’ou le résultat :
Yk >0, Vn > k41, <X’fa53>, 1>A -0

Or on sait que
<Xka£l)‘), 1>)\ = <a£l)‘),Xk>)\

Donc on a bien

Yk >0, Vn>k+1, <a,9>,X’f>A =0
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On peut écrire autrement que

Wn>1, ¥k <n—1, (aM X*) =0=al) LR, 1[X]

A

1

On déduit alors que Vn > 2, <a9), a(-)‘)>>\ =0,Vi<n-1

Donc (a((]/\), ag)‘), ...,aM) est une famille orthogonale de R,[X], donc libre et de dimension n+1.

On conclut alors

(a(())‘), ce a,(l)‘)) est une base orthogonale de R,,[X] pour le produit scalaire (-,-),

Quatrieme Partie

18a)

Soit U € R™
On a
wUuhHT =yu?  alors UUT € S, (R)

Soit X € R”, on a
XTvuTx = 0T x)Y(UTx) >0
Donc
YU € R", UUT €S (Dot le résultat)
18b)

Soit A, B,C € M, (R)
Onapourl<ij<n:

(A ® (B + C))U = aij(bij + Cij) = aijbij + QjjCij = (A ® B)” + (A ® C)zg
Ceci est vrai V(i, ) € [1,n]?, donc :
A®(B+C)=(A®B)+ (A0 C)

18¢)

D’apres le théoréme spectral appliqué & M € S, on a M = PTDP ou P € GL,(R) et
D € M, (R) diagonale a coefficients positifs.
dq 0 n
Notons D = = Z dieieiT
0 dp, =1

avec e; le i° vecteur de la base canonique de R"et Vi € [1,n], d; >0
n

Alors on aura M = PTDP = Z diPTeieZTP Notons U; = PTe; € R®
i=1

tel que M = ZdiUiUiT tel que Vi € [1,n], d; >0
i=1
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18d)

D’apres 18b et 18c et comme d; > 0 pour tout 1 < ¢ < n, il suffit alors pour obtenir
A® B e S pour A, B € S;f, de montrer que pour X,Y € R",

XXTovyles
Onapourl<i,j<n:
(XXT ® YYT)Z‘]‘ = J;ixj . yiyj = (:Ciyi)(xjyj) = (ZZT)Z‘]' avec Z = (xiyz‘)lgign S Rn

Alors
XXTovyT =227 € S daprées 18a. D’oil le résultat.

18e)

Soit f et g deux fonctions de type positif en dimension N.
Soit k > 1, soit un k-uplet (z1,...,x;) € (SN,
On a
(f9(zixj)) = (f(@iaj)g(wiag)) = (f(viz;) © (9(wi-z;))

Par définition (f(z;.z;)) € S et (g(z;.75)) € S;.
Alors d’apres 18d on déduit que (fg(z;.xj)) € S,j et que fg est de type positif en dimension
N.

19)
Soit k > 1, soit (z1,...,2;) un k-uplet appartenant a S* avec
S:{x€R2|x~x:1}

On peut donc dire qu’il existe 6; tel que

et on déduit que pour 1 <14,j <k,

Ty (zi - z) = Ty(cos(0; — 0;)) = cos(n(b; — 0;)) = cos(nb;) cos(nb;) + sin(nb;) sin(nb;)

cos(n0¢)>

= U Uj aAVEC U; = <sin(n9,~)

(Tn(zi - 7)) = (ui - uy)

C’est une matrice de Gram. Si on prend B une base orthonormale de I’espace engendré par
la famille (u;), et A la matrice représentative de (u;) dans B, on a que

(Tn(w; - w5)) = AAT
et VX € R¥,
XT(To(wi - 2))X = XTAATX = (ATX)T(ATX) = |ATX|2 >0

donc (T, (z; - x;)) € SF
Donc on déduit que les polynémes T3, sont des fonctions de type positif en dimension 2.
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20)

Soit f une fonction absolument monotone de [—1, 1] a valeurs dans R. Soient P; et P, deux
polynémes N-conductifs.
On a d’apres 4b :

H(f;PiP) =H(f; 1)+ PRH(Q(f; P1), P»)

On a P; est N-conductif, alors H(f; P;) est de type positif en dimension N. On a aussi d’apres
question 6 que Q(f; P1) est absolument monotone sur [—1,1] dans R et Py est N-conductif,
alors H(Q(f; P1), P2) est de type positif en dimension N.

De plus, P, est de méme de type positif en dimension N. Alors on déduit que H(f; P P») est
aussi de type positif en dimension N, et donc d’apreés 18e (et aussi la somme de deux fonctions
de type positif en dim N est une fonction de type positif en dim V)

P; Py est N-conductif.

21)
On va montrer ce résultat par récurrence :
m
vi<m<n, H (f; H(a: — m)) est une fonction de type positif en dimension N
i=1

Pour m =1: H(f;z — r1) est une constante (car deg H < deg(z —r1) = 1)
et
H(fiz—r)(r) =f(r)) >0 = H(f;z—r)=f(r)>0

Alors pour k > 1, et pour un k-uplet (z1,...,2;) € (SV"1)*, ona :
(H(xi,x5)) = (f(r1)) = f(r) T avec J = (1)1<ij<k
J a pour valeurs propres 0 et k, donc J € S;", et comme f(r1) >0, on a :
(H(z4,25)) € S,j = H(f;x —r1) est de type positif en dimension N

Donc H(f;x — r1) est de type positif en dimension N. De la méme fagon, on montre que
H(f;x —r;) est de type positif en dimension N,

V1<i<n= (z—ri)i<i<n sont N-conductifs

On suppose que le résultat est vrai pour m, démontrons-le pour m + 1.
On a, d’apres 17e, que

N_ N_
(ag 2 1), . ,a,(ﬂ 1)> est une base orthogonale de R,,[X]

D’apres 8a, par unicité :

N_1 A |
L2 (37 (X-1)
ai:% doncV1i<i<n: a;= 1 : et ap = ag* =1
dom (ai z > 2t (N -1 E)
[I(5-1+

(=1

D’apres la question 13 (pour j =0) :

n n
H(X —ry) = Zaiai avec a; > 0 pourtous 0 <2< n
=1 i=0
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Donc : . .
S (N N_
H(X —ry) = Z di al-( 2 1) et on admet que (ai( ? 1)>
/=1 iIO\BL 0<i<n
>0

sont de type positif en dimension N
Donc on déduit que :

n
Vn>1, H(X —1;) est de type positif de dimension N
i=1

Revenons a la récurrence :
On a, d’apres I’hypothese de récurrence :

m

H(X — ;) est N-conductif
i=1

et on sait que X — 7,41 est N-conductif (initialisation), et on a montré que :

m
H(X — 1) est de type positif en dimension N
i=1

Alors, d’apres la question 20 :

m m—+1
[IX =r)(X —rmgr) = T[T (X —7)
i=1 i=1
est N-conductif et :
m+1
H (X —r;) est de type positif en dimension N
i=1

Alors on déduit que :

m+1
H (f; H (X — rl)> est de type positif en dimension N

=1

D’ou le résultat :
On a alors, pour tout 1 <m <mn:

m
H (f; H(X — r1)> est de type positif en dimension N
i=1

et pour m = n, on aura :

n
H ( I H(X - rz)> est une fonction de type positif en dimension N
i=1

Fin de sujet
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