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Correction ENS D (6h) - 2025

Jean Nougayrede et Pierre Vandaéle

6 mai 2025

Avertissement. Le corrigé s’arréte a la question 37 (incluse). Il y a probablement des coquilles mais ce n’est
pas la peine de nous les signaler : nous ne toucherons plus a ce document & partir de maintenant et jusqu’a
désormais.

Partie préliminaire

1. L’ensemble des fonctions périodiques de Z vers C est un C-espace vectoriel : si a,b : Z — C sont périodiques
de périodes respectives mq, mo alors pour tout A € C, a + \b est mymo périodique.

On en déduit que 'ensemble des fonctions quasi-polynomiales forme un C-espace vectoriel.
2. Soit P, @ : Z — C quasi-polynomiales coincidant sur N. La fonction R = P — @ est quasi-polynomiale.

Si par l’absurde R # 0, on peut trouver k € N et ¢y, ..., c, : Z — C périodiques, avec ¢, # 0, telles que :

k
VYn € Z, R(n) = Zci(n)ni.
=0

¢k est périodique non nulle donc on peut trouver r € N* tel que cx(r) # 0 et en notant m € N* une
période de ¢y, :

0=R(nm+r) et cr(rymFn® + o(n*)

Ce qui est absurde donc R = 0 puis P = Q.
3. Soit P:7Z — C.

e Si P est quasi-polynomiale, on peut trouver k € N et cg, ..., cx : Z — C périodiques telles que

k
On note m € N* une période commune a co, ..., c;. Pour tout j € [0,m — 1], on pose P; = Zci(j)X
i=0

i

de sorte que pour tout n € Z, si n = j [m], P(n) = Pj(n).

e On suppose qu’on peut trouver m € N* et P, ..., Py,_1 € C[X] tels que pour tout n € Z, en notant j

le reste de la division euclidienne de n par m, P(n) = P;(n). On peut trouver k € N et (a; ;) ogigk une
o<js<m—1
k

famille de complexes telles que pour tout j € [0,m — 1], P; = Zai,in. Pour tout 7 € [0, k], on pose

1=
ci: Z — C qui an € Z associe a; ; ol j est le reste de la division euclidienne de n par m de sorte que

k
P:nw— Z ci(n)n' soit quasi-polynomiale.
=0
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4. On peut trouver m € N* tel que w™ = 1. On définit f: x — 1 sur | —1,1[.

+oo
f est développable en série entiére sur | — 1, 1] et pour tout = €] — 1, 1], f(z) = Z "
n=0

Ainsi f est p-fois dérivable et pour tout x €] — 1,1 :

(p - 1)' (p—1) o n—(p—1) <« n
m:fp () = Zln(n—l)---(n—(p—%)x P :Z%(n+p—1)...(n+1)x.
L 1 Xm+p-1)...(n+1) , ,
Ainsi pour tout x €] — 1, 1], 71_60%7”;0 o= wha”.
(X+p—-1)...(X+1)

On pose P = € C[X]. Pour tout n € N, R(n) = w™P(n) or n — w"P(n) est

(p—1)!
quasi polynomiale car pour tout n € Z, en notant j le reste de la division euclidienne de n par m,

. ; 1
w"P(n) =w/ P(n) et w/ P € C[X]. P est de degré p — 1 et a pour coefficient dominant —— donc :

(p—1)!

n

w
R est quasi polynomiale, de degré p — 1 et a pour coefficient dominant n W
p—1)!

1 Décomposition d’un entier en parties

5. Soit n € N. Pour tout i € [1,k], a; > 1 donc P(n) < card([0,n]*) = (n + 1)*.

(n+2)*
(n+1)F no+oo

1 donc de la régle de d’Alembert la série entiére Z(n +1)*z™ a pour rayon de conver-

gence 1 or pour tout n € N, 0 < P(n) < (n+1)* donc: ’ le rayon de convergence de F' est supérieur ou égal a 1.

6. Soit x €] — 1,1[. On somme des réels positifs :

k 1 k  +oo 400 +o0
- — = H 2 : N — E xn1a1+---+nkak — E E " = E P(n)x" — F(l‘)
— x k2
i=1 i=1n;=0 Nyeeny ng €N n=0 N yeeny ng €N n=0

niai+---+ngag=n

k
Vo e~ 1,1, [[—— = F(x).

—+o0
7. et 8 Si k=1, pour tout x €] — 1,1[, F(z) = Zx”‘“ donc :
n=0

’ Sik=1, P:nw~ 1,, est quasi-polynomiale de degré 0 et de coefficient dominant n — 1, |,-

On suppose désormais que k > 1.

Pour tout i # j € [1,k], a; et a; sont premiers entre eux donc U,, N Uy, = {1} or pour tout n € N*,
k

1—-X" = H (1 —wX) donc en posant Q = UUai \{1}:
wel, i=1

k

1 1 1
Hlkxai T Q- X)F 11 1—wX
= weN
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Les éléments de €2 sont deux & deux distincts donc, décomposant en éléments simples ce produit, on peut trouver Aq,...,.

k
1 w T
C et (A\y)weqn des complexes tels que H T xa Z % + 2 Aox)
)\k il 1—x
(@) — ~ F d A o~ (11— kF -
e (1 — I)k z—1- (37) One Ak z—1— ( ZE H 1— e a;—>1_ H GA

i=1

En particulier A; # 0. Pour tout i € [1, k]] par 4, on peut trouver F; qua31—polynomiale de degré i —1 telle

que pour tout z €] — 1,1], Z P;(n)x™. Ainsi par unicité du développement en séries entiéres

1,$
de F':

YneZ, Pn)= Aw" +Z/\P

weN

1
Ainsi par 1 et 4 : | P est quasi-polynomiale de degré k — 1 et a pour coefficient dominant

o

(k — 1)1

Q;

i=1

9. Soit n € N. Pour tout (ny,n2) € Z2, si 2ny + 3ny = n alors no =n [2].
Ainsi, si n est pair, {(n1,n2) € N?, 2n;y +3ny = n} = {(%5%,2k), k € N, n — 6k > 0} est de cardinal

L%J +1. Si n est impair, {(n1,n2) € N?, 20y +3ny = n} = {(*=F=2,2k +1), k €N, n— 6k —3 > 0}

est de cardinal VlggJ + 1.

On pose r : Z — [0,5] qui & n associe le reste de la division euclidienne de n par 6.

En posant ¢ : n > 61,21 (g —7(n), ona P:n n++%n)'
1 1
10. =T, 1 t| Uy = 1 t disjoints et =
0 ’Ua Uy \ { }‘e ’Ub Up \ { }‘son isjoints e X0 -X  0-XP [ 0-eX) [ d-oX)
weUz wel;
donc on peut trouver des complexes a, 3, (A, )weu:, (Mw)wetu;; tels que
1 o
(1—Xa)(1—Xb)*1—XJr +Z X 1—wX
1—-wzx w—z 1 w 1 1 1
Soit we U*. Ona A, = lim ——— 2% — 1 — _ 2 .
ortwe Yo Una x%(l—x“)(l—xb) Yol loatl-2b w'1-@ al-a@b
1 1
De méme on montre que pour tout w € Uy, p, = 3150
—w
Enfin pour z au voisinage de 1 et h=1—x :
1 B 1 B 1 1
Q—z9)(l-2") Q-0 -h)*1-0=h)") ah—2Dp2 4 o(h2) bh — LU p2 4 o(n2)
1 1 _ 1 atb-2 (1
T abh?1— =2 o) abh? | 2abh | C\R)
1 b—2 1 1 1
Par unicité du développement asymptotique, 5 = o et a= HW =% + % " ab
Soit n € N. Par unicité du développement en série entiére de F', on a
1 1 1 1 1
Pln)=—+— 1
)=t %e @ Tt Ha%; beI;
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11.

2.1

12.

13.

On conclut car U = {w;7, j € [1,a—1]} et U = {w, 7, j € [1,b— 1]}.

a—1 —jn

1 1 n 1 wJ”
i N, P = — 4+ —4+ — + -
neR P = g gt Y bz

a et b sont premiers entre eux donc du théoréme de Bezout, a* et b* existent.

Soit n € N et r le reste de la division euclidienne de n par a. On commence par remarquer que

r =n—a|2] autrement dit que £ = {2}. Si (ny,ng) € Z* vérific any + ny = n alors ny = r [a] donc
{(n1,m2) € N2, any + np =n} = {("=%=" ak +r), k €N, n—ak —r > 0} est de cardinal =" + 1. En
11 182 wyin

appliquant la question précédente avec b = 1 on en déduit que n_ {ﬁ} +1=—+-+ n + - Wa™
a a 2a¢ 2 a a 1—wl

autrement dit que

s g
a“—~1-w 2 2a a
Jj=1

Puisque b* est premier avec a, w? engendre U, et remarquant que w’ ® = w,, on trouve :
a—1 i _ a—1 ib*n a—1 _p*p
IZ wy " 12 w" lz wy? 1Zw3 1 1 b*n
— D = — 7}) = — J o — _—
a —w a 1l-—w a a 2a a
=i l-wa weU: =1 1- P

b—1 5
1 mn 1 1 *
De méme 3 Z $ - _ {abn} ce qui permet de conclure :

Vn €N, P(n):b{ba”}{“b”}H.

Etude des polytopes

Enveloppe convexe des sommets

Soit F' une face de P et J C I tel que F' = F;. F est non vide par définition.

Pour tout ¢ € I, ¢; est continue et F' = ﬂﬁ;l(] — 00, a4]) ﬂ ¢:'({a;}) donc F est fermé or ' C P
el jedJ
compact donc F' est compact.

Deplus F ={z e R", Vie I, {i(z) <a; et VjeJ —L;j(z) < —a;} donc’Fest un polytope. ‘

On a F C P donc ? - ? puis dim F' < dim P.

Si dim F' = dim P par inclusion et égalité des dimensions, ? = ? Soit j € J. Pour tout (z,y) € F?,
¢j(x—y) = a; —a; = 0 donc par linéarité de ¢;, Fc Ker(¢;). Soit x € P. F # @ donc on peut trouver f €
F. Comme z,f € P,x— f € ? = ? puis £;(x — f) = 0 et ainsi £;(z) = {;(f) = a;. Ce qui prouve que
P C F puis que P = F. Par contraposition : ’Si F # P alors dim I' < dim P. ‘

I est fini donc P(I) est fini or par définition on a une surjection de P(I) sur I’ensemble des faces de P

donc ’ P a un nombre fini de faces. ‘

Il suffit ensuite de montrer que tout polytope de dimension non nulle admet une face de dimension
strictement inférieure pour conclure car P ayant un nombre fini de face, P admet une face de dimension
minimale qui est alors nécessairement un sommet.

On suppose donc que P est un polytope de dimension non nulle. On peut donc trouver x # y dans P.
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14.

15.

Lemme Q13 : si x # y appartiennent a P alors on peut trouver des réels a <0 < 1 < b tels que
{teRT, x +t(y —x) € P} = [a,}]

et il existe des faces Fy et Fy strictement incluses dans P telles que t+a(y—z) € Fy et x+b(y—z) € Fy.
Ce qui prouve en particulier que P admet une face de dimension strictement inférieure.

Preuve du lemme : D = {t € RT, x +t(y — z) € P} n’est pas vide car contient 0 et 1. P est compact et
y —x # 0 donc D est borné. De plus D est fermé (image réciproque du fermé P par ¢t — z + t(y — )
continue). Enfin D est convexe par convexité de P ce qui prouve l'existence des réels a et b. Soit ¢ € {a,b}.
Pour tout t € R\ [a,b], z + t(y — z) ¢ P et I étant fini, on peut trouver k € I et (uy)nen € (R [a,b])N
telle que z, = = 4+ up(y — ) Pl + c(y — ) et telle que pour tout n € N, €(z,) > ay. Par

passage a la limite, £;(2) > a or z € P donc £ (2) < ag puis x(2) = ak.

On pose J ={j € I, ¢;(2) = a;} qui est non vide car k € J et on considére F' = F);. F est non vide car
z€ Fet FFC P car x ouy n'appartient pas a F' : en effet ¢5(z9) > £(z) donc (ug — ¢)li(y —x) > 0 et
ainsi i (y — z) # 0.

’ P a au moins un sommet. ‘

Pour tout polytope @, on note Vg I'ensemble de ses sommets. On montre par récurrence que pour tout
n €N, H, : «siQ est un polytope de dimension n alors @ = Conv(Vg). »

Soit @ est un polytope de dimension 0. Q) = V est un singleton d’ott H,.
Soit n € N tel que Hy, ..., H, et soit @ un polytope de dimension n + 1. Soit = € Q.

Comme n+1 > 0, on peut trouver y € @ \ {z}. Du lemme Q13, on peut trouver Fj, F; des faces de P de
dimensions strictement inférieureset s > 1,t > 0telsque z =ax+s(y—z) € Fl et w =z +t(x —y) € Fs.
On a Vg, UVE, C Vg donc par hypothéses de récurrence, Fy U Fy C Conv(Vg). Ainsi z,w € Conv(Vy)

tz + sw
eC Vo).
P onv(Vg)

puis par convexité x =

Ainsi Q C Conv(Vg) et par convexité de ) on a l'autre inclusion d’ott Hy41. | P = Conv(V).

L’image d’un polytope par une translation est un polytope, il suffit donc de se ramener au cas ot Conv(V)
est d’intérieur non vide. Quitte & translater, on peut supposer que 0 € V.

e Montrons que Conv(V) est d’intérieur non vide dans V. On peut trouver (eq,...,e,) une base de i

P P
1
incluse dans V. On munit 7 de la norme Z x;€; — sup |z;| et on pose xg = —— Z e; € Conv(V).
i=1 1<isp p+1 i=1
Soit x € B (O #) Pour tout i € [1,p] Ler‘ >0et zp:(Ler) <2 4+ P _1donc
' p(p+1) ) ) 7p+1 i = Z.le‘i‘l z\p+1 p<p+1)

p P
1 1
To+x = E (p+ 1 + Iz) e; + (1 - E (pi-i- 1 +xl)> 0 € Conv(V) puis B (mo, pi(plﬂ)> C Conv(V).

i=1
e Conv(V') est d’intérieur non vide dans 7 Supposons que cela suffise pour affirmer que Conv(V') est un
polytope de 7 : il existe (¢;);cr des formes linéaires sur V' et (a;);er des réels tels que

Conv(V) ={z € 7, Viel, {;(z) < a;}.

Pour tout ¢ € I, en 'annulant sur un supplémentaire de 7, on prolonge ¢; & R™ en une forme linéaire /;.
De plus 7 est un sous-espace vectoriel de R™ de dimension finie donc s’écrit comme une intersection finie

d’hyperplans : on peut trouver (f;);es une famille de formes linéaires sur R™ telles que V= ﬂ Ker(f;).
jeJd

Conv(V) est un compact non vide de V donc de R™ et ainsi

Conv(V)={z e R", Vie I, {;(z) <a; et Vj e J, fi(x)<0etVjeJ, —fix)<0}

est bien un polytope de R™.
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16.

17.

18.

2.2

19.

20.

Pour montrer que Conv(V') est un polytope, il suffit de traiter le cas 0 est dans l'intérieur de Conv(V). ‘

Remarque : si 0 est dans Uintérieur de Conv(V'), aucun hyperplan ne contient Conv(V).
Pour tout x € V, f, : £ — (£,x) est une forme linéaire sur R™, V est fini et

Il reste donc & montrer que Q) est compact non vide pour conclure. () est non vide car 0 € Q.

Pour tout x € V, f, est continue donc @ = n f2 1 — 00, 1]) est fermé.
eV
On munit R™ de la norme euclidienne | - | et par hypothése il existe € > 0 tel que B(0,¢) C Conv(V).
el

Soit £ € @ non nul. On remarque que pour tout € Conv(V), (¢,z) < 1 or 5@ € B(0,e) C Conv(V)

€
donc ——— < 1 et ainsi @ C B(0, %) donc @ est borné. ’Q est un polytope. ‘

Par 14, on peut trouver un ensemble fini non vide W tel que @ = Conv(W).

On pose R = {r e R", Vg € W, (r,q) < 1}. Q contient le voisinage de 0 {g € R", Vz € V, (¢q,z) < 1}
donc @ est d’intérieur non vide (donc n’est pas inclus dans un hyperplan de R™) et ainsi par 16, R est un
polytope de R™. Montrons que R = Conv(V') pour conclure.

Soit z € Conv(V) : pour tout ¢ € @, {¢,z) < 1 donc z € R. Ainsi Conv(V) C R.

Supposons, par ’absurde, qu’on peut trouver r € R\ Conv(V'). L’ensemble Conv(V') étant convexe fermé
non vide, on peut trouver y € Conv(V) tel que pour tout = € Conv(V), (r —y,z —y) < 0. En particulier,
comme 0 € Conv(V), on a A = (r —y,y) = 0. Si A > 0 alors pour tout z € Conv(V), (A\"1(r —y),z) <1
donc A1 (r—y) € Qorr € Rdonc (r, \"!(r—y)) < 1 puis (r,r—y) < (r—y,y) et enfin |r—y|> <0.Si A =0,
pour tout & € Conv(V), (r —y,z) < 0 or Conv(V) contenant un voisinage de 0, on peut trouver € > 0 tel
que (r —y) € Conv(V) et ainsi e|r — y|? < 0. Dans tous les cas r = y € Conv(V), ce qui est absurde.

Ainsi R = Conv(V). ’ Conv (V) est un polytope. ‘

Conv(V) est un polytope donc on peut trouver (¢;);cr des formes linéaires et (a;);cr des réels tels que
Conv(V)={z e R", Vie I, {;(x) < a;}.
Soit s un sommet de Conv (V).
On peut trouver J C I tel que {s} = {o € Conv(V), Vj € J, {;(z) = a;}.
s € Conv(V) donc on peut trouver p € N*, (vq,...,v,) € VP et A\1,..., A, = 0 de somme 1 tels que
P P P
s = Z)\ivi. On peut trouver iy € I tel que A\;; # 0. Soit j € J. On a a; = Z)\ifj(vi) < Z/\iaj =aq;
i=1

=1 i=1 i
donc pour tout i € [1,p], X\il;(v;) = \;a; et en particulier pour tout j € J, ¢;(v;,) = a; donc s =v;, € V.

’ Tout sommet de Conv(V') appartient a V. ‘

Formule d’Euler

Les polytopes de R sont les segments donc U; = Vect((1(4,)agp) Or pour tous réels a < b, 1jgy) est
continue en tout point de R\ {a, b} et admet une limite & droite en a et b, ce qui prouve Passertion car
tout élément de Uy est combinaison linéaire (finie) de telles fonctions.

Soit P un polytope de R™, (¢;);cr une famille finie de formes linéaires et (a;);cr de réels tels que

P={zeR" Viel, {;(z) <a;}

Soit z € R. On considére, pour tout i € I, 0; : (21, Tp_1) = i(z1,...,2,_1,0) forme linéaire de R"~!
et d; = a;—£;(0,...,0,2). On pose P, = {x € R"™', Vi € I, £;(z) < d;} et on remarque que (1p), =1 .
Pn{z € R", z, = z} est fermé dans un compact donc est compact or p : (z1,...,Zn) = (T1,...,Tn_1)
est continue donc P, = p(P) est un compact. Si P, est vide, 1 p, = 0 appartient a I'espace vectoriel Uy, 1 ;
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21.

22.

23.

- - F,
si P, n’est pas vide, P, est un polytope donc 1 p, € Un—1. L’application linéaire { envoie

une famille génératrice de U,, dans U, donc : ’Vz eER, Vfel,, f,eU,_ . ‘

Montrons par récurrence que pour tout n € N*,

H, @ « Xn défini une forme linéaire telle que pour tout polytope P de R™, x,(P) =1.»
X1 est bien définie par 19 et linéaire et pour a < b réels, x1(14,5)) = Lja,4(b) — 1ir£1Jr Lo (7) =1 d'ou Hy.
T—

R—R
Soit n > 2 tel que H,,—1. L’application G : f — définie sur U,, est linéaire et bien définie

Z = anl(fz)

par 20. Pour montrer la bonne définition de ., il suffit de montrer que G(U,,) C U;. Soit P un polytope
de R™. On reprend les notations de 20. On pose Ip = {z € R, P, # @} et on remarque que par H,_1,
G(1p) = 1y,. On définit ¢ : (z1,...,2,) — 2, sur R et on remarque que Ip = ¢(P) or ¢ est linéaire
continue et P est un compact convexe non vide donc Ip également or Ip C R donc Ip est un segment.
Pour tout polytope P de R, G(P) € U, donc par linéarité de G et définition de U,,, G(U,,) C U;. Ainsi
Xn = X1 © G est une forme linéaire bien définie et pour tout polytope P de R™, x,(P) = x1(17,) =1
d’aprés linitialisation ce qui prouve H,,.

Soit n € N* et A : R®™ — R™ linéaire inversible. Encore une fois, par linéarité de f +— x,(f o A), il suffit
de montrer que pour tout polytope P de R™, x,,(1po A) = x»(1p) pour conclure. Soit P un tel polytope.
IpoA=1,-1pyor A" est continue et P est compact non vide donc A~!(P) également. Soit (¢;)ics
une famille finie de formes linéaires et (a;);c; de réels telles que P = {x € R", Vi € I, {;(z) < a;}.
ATY(P)={x eR", Vie I, ¢;0A(z) < a;} or pour tout i € I, £; o A est une forme linéaire donc A~1(P)
est un polytope et ainsi x,,(1p o A) = xn(La-1(p)) =1 = xn(P).

’Pour tout n € N*, x,, défini une forme linéaire sur R™ vérifiant pour tout polytope P de R™, x,,(P) = 1. ‘

’Pour tout A : R™ — R™ linéaire inversible et tout f € Uy, xn(f o A) = xn(f). ‘
Soit P un polytope. On a Sp = {i € I, Vo € P, {;(z) = a;} donc

Po={zxeP Viel, li(x)=a; <= i€ Spy={x e P, Viel, {i(z)=a;,=1i€ Sp}

Soit x € P\ P°. On peut trouver i € I tel que ¢;(z) = a; et ¢ ¢ S, autrement ¢; n’est pas constante sur
P. Ainsi F = {y € P, ¢;(y) = a;} est une face de P contenant x et F' C P.

Pour tout polytope P et pour tout € P\ P°, on peut trouver F une face de P telle que z € F' C P. ‘
Pour tout a < b réels, Ty pp = Ljqp) — Ljg) — Iy €U et x1(Ljgp) =1 -1-1=—-1= (—1)dim(la.0]),

Soit n > 2. Supposons vérifié le résultat pour tous les polytopes de R™~1.
Soit P un polytope de R™. Notons (¢;);cr ainsi que (a;);er les familles de formes linéaires et de réels tels
que
P={yeR"|Viell(y) <a;}
On pose f = 1po.

Par compacité de P les réels suivants sont bien définis

z1 =max{z €ER|Iz € R" ! (z,2) € P} et 2z =min{z € R|Izc R (z,2) € P}.

Si z1 = z2, P est inclus dans un hyperplan affine et on peut lui appliquer I’hypothése de récurrence.
On suppose donc désormais que z1 # 2.

e Montrons que f € U,,. On note F* 'ensemble fini des faces de P distinctes de P. On a P\ P° = U F

FeF*
donc

Ip—lpe =1, ,p=1-1n,_ gmr=1— H (1-1p)=— Z ()", r

FeF* ICF~
I#£2
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Or toute face de P est un polytope et toute intersection de polytopes est vide ou est un polytope donc

f=1p+ Z (_1)‘1‘101?6117 € Up.

ICF*
172

e Soit 71,22 € R ! tels que (x1, 21), (72, 22) € P. Par définition de z; et 2z convexité de P,
{t eR, (.’1?1,2’1) +t((.’L‘2,22) — (371721)) € P} = [0, 1].

Par lemme Q13, on en déduit que (21, 21) et (22, 22) et appartiennent a des faces strictement incluses dans
P et donc n’appartiennent pas & P°. Ce prouve en particulier que f,, = f,, =0.
o Soit z € |21, z2].
Notons
P, ={z eR" ' |(x,2) € P} ={x e R" ' |Vi € I,{;(x,0) < a; — £;(0,2)}.

Alors, P, est un polytope de R™ ! et, pour z € R"!, on a les équivalences suivantes :

ze P e=Viel, [&-(m,O):ai—&(O,z) — Vo' € P, {(2',0) = a; — £,(0,2)]
= Vicl, [fi(x,z) =a;, = V2' e P, (;(2,2)=a]

< (z,2) € P°

Vérifions aussi 'implication directe.

o
Supposons par labsurde que = € P et (x,2) € P\ P. Alors on peut trouver i € I tel que ¢;(z,2) = a;
ainsi que (2’ 2’) € P tel que
(2 2) < ay.
Si 2/ = z, alors o’ € P,, ce qui contredit le fait que x € P?.
Donc 2’ # z, puis z € |z1,2'| ou z €7, 2.

On peut donc trouver ¢ € 0, 1] et j € {1,2} tel que

z=1tz"+(1—1t)zj.

On fixe également x; € R"~! tel que (z;, z;) € P.
Par convexité, (tz’ + (1 —t)z;,2) = t(2',2') + (1 — t)(z;,2;) € P donc ta’'+ (1 —t)z; € P,

Or t # 0 donc ¢;(ta’ + (1 —t)xj, z) = tl; (2, 2') + (1 — t)li(z;, 2j) < ta; + (1 —t)a; = a; ce qui contredit le
fait que x € P; et prouve ainsi que f, = I po.

e Quitte a translater P, on suppose que 0 € P et que z; = 0. Soit z €]z1, 22[. Montrons que
dim(P,) = dim(P) — 1.
o — i . B _—
On considére B, une base de P, et on considére B = {(z,0), = € B, } libre dans P. On fixe z € R" ' tel

que (z,22) € P, on remarque que (x,22) —0 € P et (z,22), # 0 donc que (z,22) ¢ B. Ainsi BU {(z, 22)}
est libre dans B done dim(P) > |B|+ 1 > dim(P,) + 1 et ainsi dim(P,) < dim(P) — 1.

On définit p : (x1,...,2n) = (T1,...,Tpn—1) €t ¢ : (T1,...,2,) — z, sur R” et on fixe z € P tel que
q(z) = z9. On a P = Vect(P) car 0 € P or « # 0 donc on peut compléter (x) par (z1,...,%,) € P™ en
base B de ?

Soit ¢ € [1,m]. q(tx + (1 — t)z;) — g(x) = 22 > z quand ¢ — 1~ donc on peut trouver ¢; €]0, 1] tel que
q(tix + (1 —t;)x;) > z et il est ainsi possible de supposer, quitte a effectuer des opérations élémentaires,

¢ [0,1].

Q(l’l)

que q(x;) > z. En particulier (rappelons que z; = 0) ¢q(z;) # 0 et
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24.

2.3

Par convexité de P, y = —Z x4 (1—2)0 € Pety = imi—i— (1—2)0 € Porgq(y) ==z
q() q(z) q(z:) q(z:)
et q(y;) = z donc p(y) € P. et p(y;) € P-. Montrons que (p(y1) — p(y), - -, p(ym) — p(y)) est libre pour
en déduire que dim(P,) > m = dim(P) — 1. Soit A1,..., Ay, € R tels que Z)\i(p(yi) —p(y)) = 0. Par
i=1
m m

m
\s
suite Z Xi(yi —y) = 0 puis Z 72— - ﬁ Z)\im = 0 donc par liberté de B et non nullité de z,
i=1 i=1 i=1

z;
— - q(z;) —
A1 = -+ = Ay, = 0. Par double inégalité dim(P,) = dim(P) — 1.
e Pour tout z € R\ [21, 2], f. = 15 = 0. Ainsi on a prouvé que pour tout z € R, f, = 1., _,((2)1po

En notant g : 2 — xn—1(f), par hypothése de récurrence et ce qui précéde

g(z) = ]1]21)22[(2)(_1)dim(13z) — ]1121722[(2)(_1)dim(13)_1

donc  yn(f) = x1(g) = (_1)dimP—1X1(1]z1)22[) — (—1)dimP,

Pour tout polytope P de R", 1po € Uy, et xn(lpo) = (—1)dmP),
On note Fp 'ensemble fini des faces de P. En appliquant 22 aux faces de P, on constate que tout point

de P appartient & l'intérieur relatif d’une face. L’autre inclusion étant claire : P = U F°. Cette union
FeFp
est disjointe. En effet considérons Fi, Fy € Fp, si on peut trouver x € FY N Fy alors Sp, = Sp, puis F} =
Fs,, =Fs, =F. Ainsilp = Y lpo puis par 23, 1 = xn(Ip) = Y Xa(lpe) = »_ (=18,
FeFp FeFp FeFp

Z(—l)dim(F) =1 ou F parcourt les faces de P.

Triangulations

Quitte & travailler dans I'espace affine contenant P, et quitte & translater, on peut supposer que P est un
polytope de dimension n > 0 et que 0 € P°.

On considére une famille (¢;);cr de formes linéaires et (a;);er de réels telles que

P={zeR" Viel, {i(z)<a;}.

Enfin, quitte a retirer les formes linéaires superflues, on suppose (¢;);c; minimale :

25.

Viel, PC{zeR" Vjel\{i}, {;(z)<a;}.

P n’a qu’un nombre fini de faces. Les faces de P sont des polytopes, L’intersection de deux faces de P est
soit vide soit une face de P. Toute face de P est face de toute face de P la contenant. Il reste a montrer
que P admet au moins une face de dimension n — 1 pour conclure.

Soit 49 € I. On peut trouver x € R™ tel que pour tout ¢ € I'\ {ip}, €;(x) < a; et tel que £;,(z) > aj,.

P n’est pas contenu dans 'hyperplan affine (¢;, = a;,) et 0 € P° donc a;, > 0.

On pose @ = {y € R™, Vi € I\ {io}, €i(y) < a; et £;,(y) < £;y(x)}. Q est fermé, non vide car contenant 0,
borné car A = [ai(ox) €]0,1[ et AQ C P. Ainsi @ est un polytope de R™, de dimension n car contenant P.
o

[0,4;,(z)] C 4;,(Q) donc (voir le calcul de la dimension dans la Q23) pour tout z € ]0, ¢;, (x)],

{y € Q, ¥;,(y) = z} est de dimension n — 1 or a;, € ]0,4;,(x)[ donc

Fio = {y € P7 Elo(y) = aio} = {y € Q7 E?g(y) :aio}

est une face de P de dimension n — 1.

’L’ensemble des faces de P de dimension n — 1 est un complexe. ‘
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26.

27.

De ce qui précede F = {F;, i € I} est 'ensemble des faces de P de dimension n — 1.

Quitte & considérer les formes linéaires (#%x)) :x=0et pour tout i € I, a; = 1.
£ k2 le]

e Soit i € I et V; I'ensemble des sommets du polytope F;. On a F; = Conv(V;) donc

F; o = Conv(F; U{0}) = Conv(V; U{0})

est, par Q17, un polytope.
e Soiti#jeletl =10 —4; Soit y € Fyp.

m
On peut trouver z1,...,7, € Fj et A1,..., \n € RT de somme au plus 1 tels que y = Z AT
k=1

Onal;(y) = Melj(ze) <> Melilzr) = Cily) et
k=1 i=1

i(y) =Li(y) <= VEk e [1,m], A\ #0={;(x) = li(zk).

Ainsi F,0 C (( < 0) et FoN (¢ = 0) C Fjo. De méme on montre que F;o C (—¢ < 0) donc que
Fi,O ﬂFjp C (6 = 0) En conclusion Fi,O = Fi,() N (€ < O)7 Fj,O = Fj70 n (76 < 0) et Fi,O ij_’o = Fi,O N (f =
0) = Fjo N (—¢=0) est bien une face de F; o et de F} .

o Par convexité de P, pour tout i € I, F; o C P. De plus, comme F = {F;, ¢ € I}, toute face de P est
contenue dans une face de dimension n — 1.

Soit y € P\ {0}. Du lemme Q13 on peut trouver ¢ > 1 tel que ty appartiennent a une face de P donc
on peut trouver ¢ € I tel que ty € F; et ainsi y € [0,ty] € F; o donc la réalisation du complexe est bien
égale & P.

e On injecte R", sans changer la notation des éléments, via x ~ (z,0) dans R"*1.

Soit # € R™*! tel que z,, 41 # 0. Soit S un simplexe de R™ de dimension k > 0 et V ’ensemble des sommets
de S : S = Conv(V) et |V| =k + 1. Par suite S, = Conv(S U {z}) = Conv(V U {x}) est un polytope.
Soit v eV :xz—v ¢V donc dim(S,) = dim(V) + 1 = k + 1. De plus par Q18 ’ensemble des sommets V,
de S, est inclus dans V' U {z} or S, = Conv(V,) donc dim(S;) < |V,| -1 < |VU{z}|—-1=Fk+ 1. Ainsi
dim(S;) = k + 1 et S, a pour ensemble de sommets V U {z} de cardinal k + 2. Autrement dit S, est un
simplexe de dimension k + 1.

e On appelle triangulation d’un complexe C tout complexe formé de simplexes contenant une triangulation
de chaque polytope du complexe C.

Hypothése de récurrence. Tout complexe de R™ dont les polytopes sont de dimension k£ admet une
triangulation.

Initialisation. Tout complexe de dimension 0 ou 1 est déja une triangulation de lui méme.

Hérédité. Soit k£ > 2. Supposons le résultat vérifié au rang k — 1.

Soit C un complexe de R™ dont les polytopes sont de dimension k.
On note C’ ’ensemble constitué des faces de dimension k — 1 de chaque polytope de C.
Soit P', Q" € C'. On se donne P,Q € C tel que P’ soit une face de P et Q' une face de Q.

On note
P = m(fz < ai) et Q = m(mJ < bj>
iel jeJ

On peut trouver I’ C I,J" C J tel que

P/:Pﬂ ﬂ(&:az) et Q’:Qﬁ ﬂ(m]:bj)

ier jeJ’

POQ:ﬂ(&éai)ﬁ ﬂ(mj<bj)

iel jeJ

10
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qui est une face de P car C est un complexe.

Donc PNQ' =PNQEN ‘O](mj:bj)
jed’

est une face de P N @ donc de P puis
PnQ =PnQ n()t=a)
iel’
est une face de P incluse dans P’ donc une face de P’. P’ N Q' est également une face de Q.

Ainsi, C’ est un complexe auquel on peut appliquer I'hypothése de récurrence. On triangule C’.

o]
Pour chaque P dans C, on se donne xp € P, on note Fp;_; I'ensemble des faces de P de dimension
k — 1. Pour tout F € Fpy_1, on note Tr la triangulation de F dans C' et Tp,, = {Conv(S U
{zp}), S € Tr}. Du premier point, tout élément de Tp,, est un simplexe.

Montrer que T = U Tr o, est une triangulation de C.

PeC
FeFpr-1

Soit S et Sy deux simplexes de T' d’intersection non vide.
Notons P; et P, ainsi que F et F5 les polytopes et faces associées.

Si Py = Py et Iy = F5, alors 57 et Sy appartiennent & la triangulation T, avec F' = Fy et P = P;
donc S1 NSy est une face de Sy et Ss.

Si P| = P, noté P et F} # F5, on peut fixer deux simplexes S} et S5 de C’ respectivement dans F;
et Fy tels que
S1 = Conv(S| U{zp}) et Sy = Conv(SyU{zp})

Dans la suite, on notera

P = ﬂ{x eR"|;(x) < a;}.
iel

Montrons que

S1 NSy = Conv((S; NS U{zp}).
L’inclusion réciproque est évidente.
Soit [TES S1N .Sy \ {.TP}

Montrons qu’il existe un unique ¢ > 0 tel que zp + t(y — xp) € P\ P°. Par lemme Q13 on a déja
Pexistence d’un réel ¢ > 0 tel que z = zp + t(y — xp) € P\ P°. On peut donc trouver ¢ € I tel que
li(z) = a; et £;(xzp) < a;. Par suite ¢;(y — xp) > 0 puis pour tout € > 0, ¢;(z +&(y —zp)) > a; donc
zp+ (t+¢e)(y —xp) ¢ P ce qui prouve l'unicité du réel t.

Comme y # xp, par convexité de S; et So, on peut trouver o, 3 € [0,1] et 51 € S, 55 € S} tels que
y=azp+ (1l —a)sy = Bzp+ (1 —B)sa.

Par suite rp+ (1 —a) "t (y—ap) =51 € S; C F; C P\ P°donc (1—a)~! =¢. Deméme (1-8)"1 =t
donc o = 5 et ainsi 51 = s9 € S| NS, puis y = axp + (1 — a)sy € Conv((S; NSH) U{zp}).

On a donc
S1 N Sy = Conv((S] NSy U{z}).
Les simplexes S} et S} sont dans une triangulation donc leur intersection est une face de Sj

Il existe donc V; une partie des sommets de S tels que S N S, = Conv(V;) de sorte que S; NSy =
Conv(Vy U {z}). Or V4 U {z} est une partie des sommets de S7 et S; est un simplexe donc S; N S2
est une face de S1. On admet que toute enveloppe convexe d’une partie des sommets d’un simplexe
est une face de ce simpleze.

De méme, S1 N Sy est une face de Ss.

Si P; # P», on a, en reprenant les notations précédentes

PPNPy =9, S1\S CP’ et Sy\S,CPs.

11
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28.

29.

On en déduit S; NSy = S NS4 done S NSy est une face de S7 (et S%), donc une face de Sy (et S2).

On note F 'ensemble des faces de C. Pour tout P € C, toute face de P est face de C et P est la réunion

de l'intérieur de ses faces donc |C| = U Fe.

FeF
Montrons que cette union est disjointe. Soit F} et Fb des faces distinctes de C associées aux polytopes
Py, P,. Py N P, est une face de P; et P, donc comme montré dans la question précédente, Fy N Fy est une
face de Fj distincte de F} donc F1 N Fo N FY = @ et ainsi FY NFy = O

Par suite Z d‘m =x (Z 1 Fo> = X(Lj¢|) or |C| est convexe donc est I’enveloppe convexe des
FeF

sommets des polytopes de C donc |C| est un polytope et ainsi x(1ic|) = 1. | x(1¢) = 1.

Le polytope de Birkhoff

Les applications
n n
M =M;j;, Me+> My et M £Y M
k=1 k=1
sont des formes linéaires.
Comme image réciproque d’un fermé par une application continue, B,, est fermé.

Par ailleurs, on a
VM € B, |[[Ml|w<1

donc B,, est borné.
Fermé et borné dans M, (R) qui est de dimension finie, B,, est un compact, non vide car I,, € B,,.
En conclusion, B,, est un polytope.

Toutes les matrices A différences de deux matrices bistochastiques vérifient

Y(i, 5) € [1,n]?, ZAM*ZAMfO

Il en est de méme pour toutes les combinaisons linéaires de ces matrices.

Notons F' le sous-espace de M,,(R) constitué des matrices A vérifiant les conditions précédentes ainsi que

f:F — M,_1(R) l'application qui & A = (f g) € I associe le bloc B € M,,_1(R) est bien définie et

A<2 f)

Comme la somme des lignes et des colonnes de A est nulle, on en déduit C = 0 et L = 0, puis A = 0.
Ainsi, f est injective.

Soit B € M,,_1(R). On définit la colonne C et la ligne L par

linéaire.

Si A € Ker f, alors A est sous la forme

n—1
Vie[lin—1], Cii=-Y Bix et Vj€[ln—1], Li;j=-Y B,
k=1 .

On pose également

n—1
. B C
__ECM puis A:<L )\).

12
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30.

31.

Par construction, la somme de chaque colonne de A est nulle, donc la somme des coefficients de A est
nulle. Or, la somme des coefficients des n — 1 premiéres lignes est nulle, donc la somme des coefficients de
la derniére ligne est nulle.

Finalement, A € F, puis f permet de définir un isomorphisme de F sur M,,_1(R) et la famille
(Eij = Ein = Enj + Enn)icij<n—1

est une base de F'.

On adopte les notations de la question suivante (définition des matrices de permutation P?) et, de fagon
immédiate, on a
Vo €S, P,eB,.

Soit (i,7) € [1,n — 1]2. Comme i et n sont distincts ainsi que j et n, on peut trouver une permutation
o € S, telle que
o(i)=j et o(n)=n.

On note 7 € S, la transposition (i,n) puis ¢’ € S,, défini par ¢/ = o o 7, de sorte que

Vk € [1,n]\ {i,n}, o'(k)=0(k), o'(i)=n et o'(n)=1j.

On a alors N
PBU — PE: = Ei,j — Ei,n — En,j + En,n donc F C VeCt(Bn — Bn) = B,.
€B, €B,

Ceci achéve de montrer que
N
B, =F donc dimB, =dimF = (n—1)2

Soit o € S,,. La matrice P? est I'unique matrice de B,, vérifiant

Vi, j) € [Ln]?, o(i)#j = —M; =0 et Y Mx=1,
k=1

ce qui montre que {P?} est une face de B,,, de dimension 0, donc un sommet de B,,.
On observe que tous les coefficients de M sont dans [0, 1]. Notons :

X ={(i,j) € [1,n]*/M; ; €]0,1[}

L’ensemble X est non vide puisque M € B,, \ M, (Z).
— premier point : soit (r,s) € X
— Supposons que
VE e [1,n]\{s}, M,,=0.

n

Alors on aurait Y, M, = M, s # 1, absurde.
k=1

On peut donc choisir s’ # s tel que M, o > 0.
n

— supposons qu’on ait M, o = 1. Alors on aurait Y, M, > M, s + M, o > 1, absurde. Donc on

k=1
a Mr,s’ S ]O, 1[
— on construit ainsi une fonction h : (r,s) — (r,s’) (comme "horizontal") de X dans X.
— Symétriquement, on construit une fonction v : (r,s) — (r',s) (comme "vertical"), qui & tout
couple (r,s) € X associe un couple (',s) € X avec v’ #£r.

— On consideére (a1,b1) € X et on lui applique successivement h et v pour obtenir une suite (a,, b )nen
de XN vérifiant pour tout n € N, agp4+1 = aopnt2 =+ aon+3 €t bapyi =+ bon+t2 = bapys.

X étant fini, il existe des entiers m < n tels que (@, by) = (an,b,) et quitte & considérer le rang
suivant, m est impair.

On peut donc trouver une famille ¢ = (ay, bg)1<k<n de X de cardinal minimal telle que ¢; = ¢, et :

13
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— pour tout k € [1,n — 1], si k est impair alors ap = agy1 et by # bry1 et si k est pair alors
Qg 75 Ak+41 et bk = bk+1.
— les éléments de (cx)1<r<n—1 sont deux & deux distincts.

Par construction n > 5. Supposons par ’absurde que n est pair. On a donc n > 6, a,_4 # an_3 =
Un—2 # Gp-1 = @ = a1 €t by = by 3 # b2 = by1 # by = b1. Si b,_3 # by, la famille
(c1y. -y Cn—3, (an_2,b1), (a1,b1)) contredit la minimalité de c¢. Si b,_3 = by, comme b,,_4 = by, par
minimalité de ¢, a,—4 # ay puis la famille (¢1, ..., cn—4, (a1,b1)) contredit la minimalité de c.

Ainsi n est impair et on renomme ¢ en ((r1,s1),(r1,82), .-, ("e—1, Sk—1), ("k—1, Sk ), (k, Sk)) qui
convient. Enfin on remarque qu’on pourrait raccourcir la chaine s’il existe i € [2,k — 1] tel que
s; = s1. Ainsi (utilisé dans la question suivante) sq,. .., sx—1 sont deux a deux distincts.

32. Soit M € B, \ M,(Z). On reprend les notations de la question précédente.

Notons @ la matrice définie par
\V/Z e [[1) k - 1]]7 Q'f’i,si = 1a Q7‘i7si+l = _1

et Q;; = 0 sinon.
La matrice @ est bien définie car les couples
(rla 81)7 (Tlv 82), sy (kal, sk)

sont distincts deux & deux, et non nulle car k — 1 > 1.
Par construction, la somme des coefficients d’une ligne quelconque de @ vaut 0.

Soit j € [1,n]. Si j est de la forme
j=s; pour i€ ][2Kk],

alors les deux seuls coeflicients non nuls de la j-éme colonne de @) sont ceux des lignes r;_1 et r;, qui valent
respectivement —1 et 1.

Si j n’est pas de cette forme, C;(Q) = 0.
Dans tous les cas, la somme des coefficients d’une colonne quelconque de @ vaut 0.
Ainsi, pour tout t € R, on a
n n
Vi, 5) € [L,n]?, Y (Mig+1Qik) = Y (M +1Q;) = 1.
k=1 k=1

Soit ¢ € [[1,k — 1]. Alors on a

M"'i;Si + tQTwai E) MTi,Si >0 et MTi,SiJrl + tQThSH»l m Mri75i+1 > 0.

On peut donc fixer € > 0 tel que

Vte e, Vie[l,k—1], M, s +1Qp. s, >0 et M, o  +1tQr s, >0.

Si le couple (¢, 5) € [1,n]? n’est pas de la forme (r;, s;) ou (r;, si+1), on a aussi

Vit € [*5,6], ngj + th,j = Mg,j > 0.

Ainsi,
Vit € [—e,e], M +1tQ € By,

Par ’absurde, supposons que M soit un sommet de B,,. On reprend les notations du début de la partie 2
et 'on se donne (¢;);cr et (a;)ier une famille de formes linéaires et de réels tel que

B,={AeM,(R)|Viel, ¥(A)<a}

14
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Par définition, {M} est une face de B,, et 'on peut fixer J non vide inclus dans I tel que

VAeB,, A=M<<=Vjel ;A =a;

OnaM+eQ € B, et M + @ # 0 donc on peut trouver k € J tel que

fk(M-FEQ) <ap = fk(M) donc Ek(Q) < 0.

On a alors
U (M —eQ) = ap, — eli(Q) > ag,

ce qui est absurde car M — €@ € B,,.
Condition nécessaire. Soit M € B,, un sommet de B,,. Alors, par ce qui précéde, M est une matrice &
coefficients dans Z, tous positifs ou nuls, dont la somme des lignes et des colonnes vaut 1.

On en déduit que chaque coefficient de M vaut 0 ou 1 avec exactement un seul 1 par ligne et par
colonne.

Pour i € [1,n], on pose o(i) I'unique j € [1,n] tel que M;; = 1, ce qui permet de définir une
application o de [1,n] sur lui-méme, injective (pas plus d’un seul 1 par colonne) donc bijective. On

dispose donc de o € S, tel que
M = P°.

4 Développement des fractions rationnelles

33. Premiére inclusion stricte. Soit f = Y ¥ la fonction constante égale a4 1 et P = 1 — 2. Pour tout
kezZ

PHM = 3 H@)P(B) = P(0)+P(1) =1-1=0.

a+f=y

vy € Z,on a

Donc f € T\ {0}.

Remarque. La relation Pf = 0 correspond au calcul formel télescopique

(1—:13)Z:vk:0.

k€EZ

Deuxiéme inclusion stricte. La fonction 1 = 20 est rationnelle (P = 1 convient) et n’est pas de torsion
sinon cela contredirait le caractére intégre de C[Z].

Troisiéme inclusion stricte. On pose
+o00 1
— 7
f= Z 'y!x .
v=0
Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe P, Q € C[Z] tels que
Pf=Q.

Quitte a multiplier de chaque coté par z° avec 3 suffisamment grand, on peut supposer sans perte
de généralité que P et ) s’écrivent sous la forme

“+oo “+oo
P= Zaix’ et Q= Z bz’
i=0 j=0

La relation

v
1

Vy €N, Z 70—k = b,
k=0 "

15
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nous indique que le produit de Cauchy des séries entiéres Ez” et > anz™ est la série entiére
> by 2™
Chacune de ces séries entiéres est de rayon de convergence infini, donc sur C (le disque ouvert de

convergence) , 0n a

n

“+o0 +oo . “+o0
Vz € C, Zanz" Z -~ = anz".
n=0 n=0 s n=0

—+oo
Comme ) a, X" n’est pas le polynome nul, on en déduit, aprés simplification par le pged, lexistence
n=0

A
d’une fraction irréductible B € C(X) telle que

A(z)

VzeC, B(2)#0 = ¢ = B(z)

Par irréductibilité, A et B n’ont pas de racine en commun, donc, par le théoréme de d’Alembert-
Gauss, A est un polynéme constant non nul. On note A\ € C* cette constante.

Par continuité, on en déduit
VzeC, B(z)e* =X

donc B est également un polyndéme constant non nul, puis la fonction exponentielle complexe est
constante non nulle : absurde.

34. Bonne définition. Soit P,Q, R, S € C[Z"] tels que

Pf=Q, Rf=S et P,R#0.

On a alors
RPf=RQ et PRf=PS donc RQ=PS puis % = %
Linéarité. Soit A € C. Soit f,g € R ainsi que P, @, R, S € C[Z"] tel que
Pf=@Q, Rg=S et P,R#NO.
On a alors
PR(Af+g)=ARQ+ PS donc I(Af+g)= % :/\%4—% =M(f)+1(g).

Noyau. Supposons que f € T et fixons P € C[Z"] tel que Pf =0 avec P # 0. On a alors

1(f):%=0 donc f e Kerl.
Soit f € KerI. Comme f € R, on peut trouver P,Q € C[Z"] tel que Pf = @Q avec P # 0. Comme
I(f)=0,ona
P 0 d Q=0
— = onc =0,
Q

ce qui montre que f € T.
Relation. Soit P € C[Z"]\ {0} et f € R. Fixons @, R € C[Z"] tel que Qf = R avec Q # 0.

On a alors PR R
QPf=PQf =PR donc I(Pf)= 6 :Pé = PI(f).

Si P = 0, la relation précédente se réécrit 0 = 0.

16
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35. Analyse (unicité). Soit s, qui convient.
P
Soit f € C(Z™) puis P,Q € C[Z"] tel que Q #0 et f = o On note

Q=Y ¢ et A={u()[v€Z" et g, #0}.

YEZ™

Comme @ est non nul, A est fini non vide et ’on peut fixer 8 € Z" tel que u(f) = min A.

Comme u est un morphisme de groupes injectif, on a
Yy e Z"\{B}, 4y #0 = u(y =) =u(7) —u(f) > 0.

On calcule dans C(Z™) :

. P B qglx_BP
Q 1+ ¥ Dy-s
vezm\{B} 98

Par le deuxiéme et le troisiéme axiome, on en déduit

1
1 q’Y 7ﬁ)
+ >
vezr\{p} 98

:qglx*ﬂZ(fg)” avec ¢ = Z q—vxvfﬁ,

nel vezmpy 1P

sulf) = a5 " PI(

ce qui achéve la preuve de I'unicité.
Existence. Soit f € C(Z"™). Soit P,Q, R, S € C[Z"] tel que

P R
= — = — avec , S #£0.
f=5=3% Q.54
On reprend les notations précédentes :
Slafp SR
q; T Sa T L L
B 7 = 5 55 - donc (1+ h)qﬁlx fP=(1 —s—g)sﬁ,lx "R
10y B 14y D

28 1P 25 P

h

gt =

On multiplie de part et d’autre par > (—g)™ > (—h)™ pour obtenir

neN neN
qﬁ_lafﬂP Z(—g)" = SE}xiﬁ RZ(—h)”
neN neN

Enfin, on a

(1+ g)qglx_ﬁP Z(—g)" = qglx_ﬂ e C[z"] avec 14 g€ C[Z"]\ {0}.
neN

Cela permet de définir une application s,, de C(Z™) dans R en posant

sulf)=a5'a Py (~g)".

neN
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5.1

36.

37.

De la relation (1 + g)s,(f) = qﬁ_lx’ﬁP on déduit

1 _5P
_ BT TP
I === 5
Soit R € C[Z"]. On a
sulRf) = su(TG) = 5" RP Y (<) = Reu(1).
neN

Enfin, si g € C[Z"] est tel que

VyeZ", g,#0 = u(y) >0,

la, définition de s, donne directement
1 1
() =) - S
l-g 1+ (—9) 2

Séries d’Euler-MacLaurin

Rationalité des séries associées aux cones
Soit a € Z™. On a alors

E up(a) = 1aup(a) + 1ans(a)
=1-(1-1a(e))(1—1p(e)) + La(a)lp(a)
=1a(e) +1p(e)
= Fa(a) + Ep(a).

Par égalité d’images, on en déduit
Easp+ Ean = Ea+ EB.

On a également

2By = Z 7P = Z x*=Ey14.

peANZ™ ag(y+A)NZ"

En effet, Papplication 8 — v + 8 permet de définir une bijection de A NZ" sur (y+ A) NZ™, ce qui rend
licite le changement de variable [ = 7 + f] effectué dans le calcul ci-dessus.

Dans un premier temps, notons J l'intervalle [1,+oo[ et K 'intervalle [0, 1] et observons que
R+ +Ryyj + Kyjpr + -+ Kve) \ Ry + -+ Ryyjm + Iy + Ry + - + Rywe)
=Rim+-+ Ry + K+ + K.

L’inclusion directe est claire.
L’inclusion réciproque découle de la liberté de la famille (y,...,7%) dans R™.

En exploitant la remarque liminaire et la question précédente (si AN B = &, alors E4np = 0) on obtient
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(L=a™) (1= 27%) By

eClzn]

Vi Vh) (1 - xﬂn) T (1 - x7k71)EU+R+71+"'+R+’Yk—1+K’)’k

- (1 - x’Yl) T (1 - ‘r’yj)EU+R+’Y1+'--+R+’)’j+K’Y_7‘+1+K’Yk

= P+ Kyi+Ky2+-+ Ky

Enfin, le compact
z"n (U + [Oa 1]71 + 4+ [07 1]71@)

est un ensemble fini. En effet, par 'absurde, s’il existe une suite infinie injective
1 €N x;
dans ce compact, elle posséde alors une valeur d’adhérence, ce qui est en contradiction avec le fait que
VieN, |z;—zit1lleo >1

car x; — v et x;41 — v sont deux vecteurs distincts de R™ & coordonnées entiéres.

Par conséquent, ’ensemble
(v+ Ky +---+ Ky) NZ"

est également un ensemble fini, donc
E1;+K'yl+~~+K'yk c C[Zn] puis Ev+C(*yl,...,'yk) ceR.

Fin.
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