Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

CHAPITRE 10
Familles sommables

Dans tout ce chapitre I désigne un ensemble non vide (I = & étant trivial, en utilisant la convention

> u; = 0). On adopte également les conventions et notations suivantes.
ico

— On note Rt = R* U {+00}.

— On convient que pour tout réel z € R, dans RT, 2 + 0o = +00 + 2 = +00.

— On convient aussi que pour tout X C RT, X = & si et seulement si sup X = —o0o, et si +00 € X
alors sup X = +4o00.
+o0o
— Finalement, si Zun est une série a termes positifs non convergente, on posera Zun = +00.
n>0 n=0
I Familles a termes positifs
~ Définition I.1.} \

Soit (u;)ier une famille de réels positifs. On dit que (u;);cr est sommable s’il existe M > 0 tel
que pour toute partie finie J de I,

ieJ

Dans ce cas, la somme de (u;);er, notée Y u;, est  sup (Zm)

3 JcI ;
= J est finie =

\ J

Conventions :

— Si (u;)ier n'est pas sommable, on convient que » u; = +oo.
iel
— Soit (u;)ier et (v;)jes deux familles de termes réels positifs. On dit que, dans R¥ on a Y u; = > v;,
iel icJ
lorsque 'une des deux familles est sommable, si et seulement si I'autre ’est et que si elles le sont,
alors leurs sommes sont égales.

Proposition I.2.}

Soit (u;);e; une famille de réels positifs. Si (u;);e; est sommable, alors K := {i € I'|u; > 0} est
au plus dénombrable.

1
Preuve : Soit n € N*. Supposons que A/, := {@ el ‘uz > } soit infini. Soit J une partie finie de
n

/]

Ay telle que |J| > nZuZ Alors Zu@ > — > Zul ce qui est faux.
i€l ieJ iel
Donc pour tout n € N*, Ay, est fini, donc K = U Ay au plus dénombrable.
neN*

Dans toute la suite du chapitre, on suppose que I est au plus dénombrable.
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\.

,—[Proposition I.3.] \

Soient (u;);es et (v;)ier deux familles de réels positifs.

1. Si (v;)ies est sommable et que pour tout i € I, u; < v;, alors (u;);e; est sommable et la

somme vérifie Zuz < Zvi
il i€l

2. Si (u;)ier n'est pas sommable et que pour tout i € I, u; < v;, alors (v;);e; n’est pas
sommable.

3. Soit (J,)nen une suite croissante de parties finies de I telle que U Jn = 1. Alors (u;)ier

neN
est sommable si, et seulement si, la suite de terme général S, := Zu@ est majorée.
i€

Dans ce cas, S,, ——— E ;.
n—-+4oo el
(]

4. Soit A > 0. Supposons que (u;)ier et (v;);er soient sommables. Alors (Au;)ier et (u;+v;)ier
sont sommables et

icl i€l i€l i€l i€l

Preuve :

1.

Soit J C I fini. On a alors

Zuj < Zvj < qui < +00

jeJ jeJ il

Cette borne étant indépendante de J, on déduit que la famille (u;);c; est sommable et que de plus

> <> i

icl iel
C’est simplement la contraposée du point précédent.
(=) Pour tout n € N, S,, <> u; < +o0 et cette borne est indépendante de n.
iel

(<) Soit J une partie finie de I. Il existe N € N tel que J C Jy donc en notant K un majorant de
(Sn)nEN

du < Sy <K

ieJ
donc (u;);er est sommable, ce qui acheve la preuve de 1’équivalence.

Supposons maintenant que (u;);e; est sommable. Alors, pour tout n € N, S, <) "u;. Croissante et
icl
majorée, (.S,) converge vers £ < Zul Par ailleurs, pour toute partie finie J de I, il existe Ny € N
icl
tel que pour tout entier n > Ny, Zu, < Sy, <5, <. Donc Zu, = sup Zuz> < /¢. Donc

; ; JCI ;
ieJ el J ost finic ieJ

Considérons une suite croissante (J,,)nen de parties finies de I telle que U J, = I et posons,
neN
pour tout n € N, §,, = ZuZ et S/, = Zvi. D’apres la proposition 1.3, (S,)nen €t (5] )nen sont
i€Jn i€Jn
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croissantes et de limites respectives z:uZ et Zvi, donc Z (u; +v;) =S, +S, —— Zu, + Zvi,
il il i€Jn noEee el il
donc (S, + S/ )nen est majorée. D’apres la proposition 1.3, (u; + v;)icr est sommable, et sa somme

vaut bien Zu, + sz‘-

iel iel
Il est aisé de vérifier, au moyen de la définition, que (Au;);en est sommable.
,—[Proposition I.4.} \
Soient Zun une série a termes positifs, et o € S(N).
>0
" +o0 ~+o00
Alors Zun converge si, et seulement si, Zug(n) converge. Dans ce cas, Zun = Zug(n).
n>0 n>0 n=0 n=0
Preuve : (=) Soit N € N. Posons M = max(c(0),...,0(NN)). Alors
N M 400
Zua(n) < Zum < Zum < +00
n=0 m=0 m=0
+0o0 +0o0
Zug(n) étant a termes positifs, elle converge. Retenons de plus que Zug(n) < Zun
n>0 n=0 n=0
(<) Posons, pour tout n € N, v, = tg(,). Alors, v,-1(,) = w,. Ainsi, » v, converge, et o+ € &(N) donc
>0
+o0 +o0 !
d’apres (=), Y u, converge, et retenons que » u, < Y Ug(n).
n>0 n=0 n=0
+oo +oo
Donc, dans ce cas, Zun = Zua(n).
n=0 n=0
,—(Théoréme (Théoréme de sommation par paquets) I.5.} \

Soient (I,,)neny un partage de I (i.e. partition ou I'ensemble vide est autorisé), et (u;);c; une
famille de réels positifs. (u;);e; est sommable si, et seulement si, pour tout n € N, (u;);ez, est

“+o00
sommable et, en notant U, = Zui, ZUn est convergente. Dans ce cas, Zul = ZUN.
i€l,  n>0 i€l n=0

\.

Preuve

— (<) Soit J une partie finie de I. Chaque élément de J appartient a 1'un des I,,. J étant fini, il existe
donc N € N tel que J C [y U--- U Iy. Il vient que J = (JNIp)U---U(JNIy). Ainsi

N N +o00
Zuizz Zul §ZUn§ZUn<—|—oo
ieJ n=0 \icJNI, n=0 n=0
+oo
Donc (u;);e; est sommable et Zuz < ZUn.
el n=0

— (=) Soit n € N. Soit J une partie finie de I,. Alors J est une partie finie de I, donc Y u; < u;
ieJ il

donc (u;)ier, est sommable.

CPGE

paradise 3/9


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

Soit £ > 0. Pour tout n € N; il existe une partie finie J, de I, telle que
€
2:7% 2 Uh‘—'§g

i€Jn

Soit N € N. Posons Jy = JyU--- U Jy. Ainsi,

> oui > Zuizi(zui) ZéUk—s(1+;+---+;V>

el ieJy k=0 \i€Jy

<2

N
Donc 2¢ + ZuZ > ZUk. Donc ZUk est convergente et en passant a la limite ¢ — 07, il vient
il k=0 k>0
N
que Zul > ZUk'
icl k=0
400

Finalement, en passant a la limite N — +o00, on déduit que Zul > ZUk.
iel k=0

+oo
Remarquons que, dans le cas ou (u;);e; est sommable, on a déja montré I’égalité Zuz = ZUn.
n=0

iel
Remarques
+o00
1. 11 est aisé de voir que 1’égalité Zul = ZUn est toujours vraie, dans R¥, méme dans le cas de
i€l n=0

non-sommabilité de (u;);cr. En effet, supposons que (u;);c; n’est pas sommable. Par ce qui précede,
on peut voir que
+00
— Soit il existe n € N tel que (u;);es, n’est pas sommable, auquel cas U,, = +oo et donc ZUk’ =

k=0
+00,

— Soit a ce que tous les (u;);e;, soient sommables, mais que la série ZUn soit divergente, auquel
n>0

cas ZUn = +00.

n>0
2. On remarquera que si I = N et I, = {k}, on obtient une identification, dont on usera souvent
par abus de notation, entre série (a termes positifs) convergente (resp. non convergente) et famille

sommable (resp. non sommable) sur N. Plus exactement, la série Zun est convergente si, et seule-
n>0

ment si, la famille Zun est sommable. De plus, avec ou sans convergence de Zun, on a l’égalité
neN n>0

+o0 L
Zun = Zun dans Rt.
neN n=0

Application : un cas tres fréquent ou le théoréme ci-dessus s’avere utile est le suivant.
2 _
S0it (Amn) (mm)enz € R+, On a dans R+,

20D Ama= )L ) Gmn

neN meN meN neN

c’est-a-dire que si I'une des sommes ci-dessus est infinie, alors 'autre 'est également, et si I'une des
sommes est finie, alors 'autre 'est également et les deux sommes sont égales. Le cas des sommes finies

. N2
correspond au cas ou (am,n)(mm)eNz € RY" est sommable.
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Preuve : Posons I,, = {(m,k), k € N} et I' = {(k,n), k € N}. On a alors dans R*, en utilisant le
théoreme de sommation par paquets,

DD ama =) Z ot = D = D D G = ) D amn

neN meN neN ( EI’ (m n €N2 meN (m’,n’)elm meN neN

On rappelle encore une fois qu'’il est bien de voir ces inégalités dans les ceux cas : si la famille (@) (mn)ene
est sommable, alors le théoreme de sommation par paquet nous permet d’affirmer que toutes les sommes
ci-dessus sont finies et égales et lorsqu’elle n’est pas sommable, alors le premier point de la remarque
précédente nous permet d’affirmer que toutes ces sommes sont infinies.

Par ailleurs, rappelons qu’on peut également appliquer le second point de la remarque précédente en

écrivant o = o
DD W=D G =D D Gmn =D Y Gmn (1)

n=0m=0 neNmeN meN neN m=0n=0

II Familles de nombres complexes

Remarque préliminaire : toutes les preuves sautées dans cette partie se font de maniére exactement
similaire a celles analogues de la partie précédente.

~ Définition IL.1.] \

On dit que la famille (z;);e; € C! est sommable lorsque la famille (|2;|)ie; € R Dest.

\. J

,—[Proposition II.2.} \

La famille (2;);e; € C! est sommable si, et seulement si, les quatre familles de termes & valeurs
positives (Re(z;)")icr, (Re(z:i) )ier, (Im(z;)1)ier et (Im(z;)™ )ier le sont.
En particulier, les deux notions coincident pour des familles a termes positifs

\. J

Preuve : Il suffit de remarquer que pour tout z € C, on a

Re(z)*
e(z)”
Im(2)*
(

1 < < Re(e) + Rez)” +Im(2) + ()
Im(z)~

~ Définition 11.3. ] \

Si la famille (z;);e; € C! est sommable, on définit alors sa somme par

Zzi = ZRe(zi)+ — ZRe(zi)_ + ’iZIm(ZZ-)+ — iZIm(zi)_

el i€l el i€l i€l

\. J

Remarque : Remarquons que cette définition est cohérente car on a pour tout nombre complexe z € C,

|z] = Re(2) +ilm(z) = Re(2)" — Re(z)” +ilm(z)" —ilm(z)~
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\.

,—[Proposition II.4.} \

Soit A € C. Supposons que (u;)icr et (v;)ier soient sommables. Alors (Au;)ier et (u; + v;)ier
sont sommables et

Z/\ui = /\Zui et Z(Uz +v;) = Zuz + Zvi

icl i€l i€l i€l i€l

Preuve : 1l suffit d'utiliser la définition de la somme d’une famille de nombres complexes

Zui = E:Re(ui)Jr — ZRe(ui)_ + Z'E:Im(ui)Jr — iZIm(ui)_

el i€l i€l el i€l

et de montrer 'égalité pour chacune des sommes en utilisant la preuve du point 4 de la proposition I.3.

\

—~ Théoréme IL.5.} \

Soient (I,)neny un partage de I (i.e. partition ou l’ensemble vide est autorisé), et (z;);e; une
famille sommable de complexes. Pour tout n € N, (z;);cs, est sommable et, en notant U,, =

—+o00
Zui, ZUn est absolument convergente. De plus, on a Zul = ZUn.
iel,  n>0 il n=0

J

Preuve : Encore une fois, il suffit d’appliquer le théoréme de sommation par paquets (1.5) aux familles
de nombres réels positifs Re(z)*,Re(z)~, Im(2)* et Im(z).

Remarques importantes :

— Dans le cas précédent des familles positives, lorsqu’on considére une famille positive (u;);er, soit

elle était sommable, et alors la somme Zuz avait une valeur finie, ou alors, elle n’est pas sommable
iel

et donc on peut écrire sans ambiguité Zuz = +400. Dans le cas des familles complexes, on ne peut
iel

plus faire cela sans ambiguité. En effet, pour une famille de nombres complexes (u;);c;, on a par

définition,
> ui = Re(u)t =Y Re(w;)” +iY Im(uy)t —i) Im(w;)~
iel iel iel iel iel
1) (2) (3) (4)
Dans le cas par exemple d'une famille de nombres réels pas forcément positifs, les termes (3) et (4)
sont nuls. Cette famille n’est pas sommable lorsque I'un les termes (1) ou (2) sont infinis. Dans le
cas ou les deux termes sont infinis, on obtient une expression de la forme 400 — 0o et donc ne peut

pas définir de valeur pour Zuz
iel

Cette fois-ci, dans le cas des familles de nombres complexes, 1’égalité Z“n = Zun n’est plus
n>0 neN
toujours vraie et ni méme a de sens sans sommabilité. Toutefois, on a bien équivalence entre

I’absolue convergence de la série Zun et la sommabilité de la famille (u,),en. De plus, mais cette
n>0
fois uniquement lorsque la série de gauche est absolument convergente ou la famille de droite est

sommable (on ne peut donc plus dire ‘que la limite d’une série de nombres complexe et la somme
de la famille associée sont égales dans R comme on le faisait pour les familles positives), on a bien

I’égalité Zun = Zun.

n=>0 neN
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On continuera donc a confondre série absolument convergente et famille sommable (qu’on appellera
aussi série sommable) mais uniquement aprés vérification de la sommabilité/convergence
absolue.

(="

. Cette famille n’est pas som-
n+1 neN

—1)"
mable, car en valeur absolue il s’agit des termes de la série harmonique, mais la série S,, = Z<+>1
n
n>0

est convergente mais n’est pas absolument convergente. De plus, cette famille correspond au
contrexemple du point précédent.

Un simple exemple ou cette égalité est fausse est la famille (

De méme, la premiere remarque faite apres le théoreme de sommation par paquets n’est plus toujours
valable. Rappelons cette remarque : pour toute famille (u;);c; de nombres positifs et tout partage

(I)nen de I, égalité suivante est vraie dans Rt : ZUn = Zul

n>0 i€l
En effet, prenons le contre-exemple donné par la famille (up)neny = ((—1)")nen et la partition
I, = {2n,2n+1}. N est clair que la famille n’est pas sommable, alors que pour tout n € N, > "u; =0
l‘e]’n/
—_———
Un

et alors ZUn = 0 ce qui clairement ne peut pas étre égal a Zuz car cette derniere n’est méme pas
n>0 iel

définie.

IIT Applications

1. Séries doubles

Soit (Zmm)(mnyenz € CN une famille de nombres complexes sommable. Les propriétés suivantes sont

vraies.

— Pour tout m € N, la série szm est absolument convergente et converge vers une limite Z,,.

n>0

— Pour tout n € N, la série Z Zm.n €st absolument convergente et converge vers une limite Z),.
m>0

— Enfin, Y Z,, et Y_Z/ sont absolument convergentes et
m>0 n>0

Z Zm = ZZ;I - Z Zm,n

m>0 n>0 (m,n)€eN2

Ce résultat est une application directe du théoreme de sommation par paquets pour les nombres com-

plexes.

2. Produits

a) Produit de deux séries

Soit (a@n)nen, (bp)pen deux familles sommables. La famille (uy,p)mpjenz = (@nbp)mpjenz est sommable, de

somine
+oo  +oo
D Unp =D an) by
(n,p)EN2 n=0 p=0
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En effet, dans R, en utilisant la relation (1),

+o0 +oo +oo +o0 +o00 +00
S gl =3 Solanbad = 32| Pyl Solaul | = (Z|an|) (Z|bp|) < +o0
(n,p)ENZ? p=0 n=0 p=0 n=0 n=>0 p=0

——
constante

Ainsi (tnp) (npjenz est sommable. On a donc le droit, par sommation par paquet, de refaire le méme calcul
et réutiliser la relation (1), sans valeurs absolues cette fois (tous les termes sont absolument convergents,
donc il n’y a pas d’ambiguité). Ainsi, a bien le résultat

(n,p)EN?

b) Produit de convolution (ou de Cauchy)

S0it (@m)men €t (bp)nen deux familles de nombres complexes. On définit et note le produit de convolution
(ou de Cauchy) (¢p)pen = (@m)men * (by)nen de ces deux familles par

P p
VpeN, ¢, = Z amb, = Zambp,m = Zap,nbn
m=0 n=0

m-+n=p

~ Proposition I1L.1. .

Si Z Ay €6 an sont absolument convergentes, alors Zcp I’est aussi et on a ’égalité
m>0 n>0 p>0

Preuve : D’apres ce qui précede, (tm ) mnyen? = (@mbn)mn)enz est sommable. Considérons la partition
I, = {(m,n) e N>, m+n = p}
On sait par le théoréme de sommation par paquets qu’étant donné que (I,)pen est un partage de N?|

(¢p)pen = ( > ambn) est sommable et donc » ¢, est absolument convergente.
(m,n)elp peN p>0
Finalement, toujours par le théoreme de sommation par paquets, en plus du point précedent,

L= e () ()

(m,n)eN?

Remarque : Sous réserve d’avoir les bonnes hypotheses de convergence, le produit de Cauchy est par-
ticulierement utile pour avoir une forme explicite du produit de deux séries entieres, i.e. sous forme de

“+o0o +oo
polynome de degré infini. En effet, pour exprimer le produit (Zamxm> <anx"> sous forme de sé-
m=0 n=0

rie entiére lorsque les deux familles (a,z") et (b,z™) sont sommables, il faut regrouper les termes de
méme degré de la forme a,b,,z"™™, d’ou le fait de partitionner les termes par ensembles de la forme
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I, = {(m,n) € N2, m +n = p}. On obtient dans ce cas I'égalité suivante

+oo “+00 —+00
(Zamxm> (anx”> = Zcpxp.
m=0 n=0 p=0

Document compilé par Omar Bennouna et Issam Tauil le 11/03/2023 pour
cpge-paradise.com.
Si vous repérez une erreur, ou avez des remarques, priere de me contacter via I'adresse
contact@Qcpge-paradise.com.
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