Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

CHAPITRE 11.3 ——
Limites et continuité

Dans tout ce chapitre, on considere X et Y deux espaces metriques respectivement munis des distances
d et 9, A une partie de X, a € A et f une fonction de A dans Y.

I Limites

r—[Déﬁnition I.l.] \

On dit que f admet une limite en a selon A lorsqu’il exsite [ € Y tel que

YV e V1), 3U € V(a), FUNA) CV (%)

\. J

Remarques

— une formulation équivalente a la définition ci-dessous est la suivante.
f admet une limite en a selon A s’il existe [ € Y tel que

Ve >0, In >0, Vo € A, d(a,z) <n=90(f(z),a),l) <e
— La propriété (x) est équivalente a

YWev), fAVYNAe{UNA, UcVa)}

,—[Proposition I.2.]

1. Si f tends vers [ et I', alors | = ['.
2. Si f admet une limite [ en a selon A et a € A, alors nécessairement f(a) = 1.

3. Si f admet une limite en a selon A, elle au bornée au voisinage de a (dans A).

Preuve

1. Soit I,1" € Y telles que f tends vers [ et I’ en a selon A.Supposons que [ # [". Appliquons la définition
de limite avec € = %. Il existe n,n" > 0 tel que
S(1,1)

— Vo € A, d(a,z) <n=0(f(z),1) < 7~

(L)
— Ve e A, dla,z) <n' = 6(f(x),l') < 755~
On a alors pour tout z € A tel que d(z,a) < min(n, )

(1,1

(1) < o(f(x), 1) +d(f(x),l) < -

ce qui est absurde et finalement [ = [.

2. Si a admet une limite en a selon A, alors Ve >0, In >0, Vx € A, d(x,a) <n = §(f(z),]) < e.
Or pour tout n > 0, d(a,a) = 0 < n, donc pour tout € > 0, d(f(a),l) < & ce qui donne directement
que d(f(a),l) =0 et finalement f(a) = 1.

3. Il suffit d’appliquer la définition avec ¢ = 1. En effet, il existe n > 0 tel que pour tout x € A,
d(z,a) <n = §(f(z),l) < 1. Ceci implique que f(AN B(a,n)) C B(l,1) qui est borné. B(a,n)
est un voisinage de a, donc f est bien bornée au voisinage de a dans A.
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\.

,—[Proposition I.3.]

Les propositions suivantes sont équivalentes
1. f possede une limite en a selon A.

2. Pour toute suite (z,,) € AN qui converge vers a, la suite (f(x,)) converge.

Preuve
(1) = (2) Soit (z,,) € AN tel que x,, —a

Soit

(zn)

e > 0. Il existe n > 0 tel que Vo € B(a,n) N A, §(f(z),]) < e.
converge vers a, il existe donc N € N tel que Vn > N, d(x,,a) < n et alors (f(x,),l) < €.

On en déduit donc que (f(z,)) converge vers I.
(2) = (1)

— Montrons tout d’abord que toutes les suites de la forme (f(x,)) avec (z,) une suite a valeurs dans

\.

,—[Proposition I.4.]

A convergeant vers a convergent vers une méme limite [.
Soit (z,,) et (y,) deux suites a valeurs dans A convergeant vers a. A partir de ces deux suites, on

. . s .y . Zon = Tn
construit la suite (z,) définie de la maniere suivante : Vn € N,

Zon+1 = Yn

On a alors bien évidemment z, o @ et alors par hypothese f(z,) converge vers une limite
n—-+0o0o

qu’on notera [. En consideérant les deux suites extraites (f(zon41)) = (f(yn)) et (f(z20)) = (f(zn)),
on en déduit immédiatement que (f(x,)) et (f(y,)) admettent la méme limite que (f(z,)).

Il reste a montrer maintenant que la limite de f en a selon A est bien [.
Supposons que f ne converge pas vers [, i.e.

de >0, V>0, 3z € B(a,n) N A, 6(f(x),l) >¢

cette proposition peut étre reformulée de la maniere suivante

1
Jde >0, Vn € N, EI:UEB(@,
n

+1> NA, §(f(2),]) > e

On peut alors construire une suite (z,) & valeurs dans A telle que pour tout n € N, d(z,,a) < =7
et 6(f(xp),l) > e.

En résumé, on a
o (x,) est une suite a valeurs dans A qui converge vers a.
« Pour tout n, 6(f(x,),l) > e donc (f(x,)) ne peut pas tendre vers .

ce qui est absurde par hypothese.

Soit B une partie de Y et Z un espace metrique. Si
— a € A et f est une fonction de A dans Y qui admet une limite b en a selon A.
— b € B et g est une fonction de B dans Z qui admet une limite [ en b selon B
— f(A)C B

Alors g o f admet la limite [ en a selon A.

Preuve : soit W € V(I).

_>
_>

Il existe V € V(b) tel que g(V N B) C W.
Il existe U € V(a) tel que f(UNA) C V.
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On a aussi f(UNA) C f(A) C B,donc f(UNA)CVNBetalorsgo f(UNA)CW.

En résumé, on a montré que

YW e V(1), 3U € V(a), go f(UNA) C W

Attention : la condition f(A) C B est nécessaire.
En effet, si on prend A = R*, B = R*, Y = R, Z = R tous munis de la distance induite par la valeur
absolue. On considere le cas ol

— f est une fonction de A dans Y, définie par Va # 0, f(z) = xsin (i)
1

On a alors
— f admet une limite 0 en 0 selon A = R*.

— ¢ admet une limite 0 en 0 selon B = R*

— f(A) = f(R*) contient 0 donc f(A) ¢ R* = B.
Mais g o f n’admet pas de limite en 0 selon R*. En effet, si on considere les suites a valeurs dans R*,
(un)nEN = (ﬁ) et (Un>n€N - <27ml_i_72r>7 on a

= go flup) ——1.

= g0 flon) 0.

On en déduit donc que g o f n’admet pas de limite en 0.

r—[Exercice I.5.J

Soit f € C([—1,1],R) telle que

Montrer que f est dérivable en 0.

r—[Exercice I.G.J N

Soit f € C(R,R) telle que
flx+1)— f(r) —— LeR

T—+00

f(=z)

Montrer que x — == admet une limite en +oo.
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II Continuité

Dans cette partie, on considere que '’ensemble de départ de f est X et que a € X. Nous nous allons
donc dire "f admet une limite [ en a" aulieu de "f admet une limite [ en a selon X" lorsqu’il n’y a pas
ambigiiité.

1. Continuité locale

,—[Proposition II.1.} \

Soit f une fonction de X dans Y. Les propositions suivantes sont équivalentes
1. f admet une limite en a.
2. YV € V(f(a)), U € V(a), f(U)CV
3. Ve >0, In >0, Vx € X, d(a,z) <n = (f(x), f(a)) <e

Lorsque f vérifie I'une de ces propriétés, on dit que f est continue en a.

Preuve

(1) = (2) Si f admet une limite en a selon X, alors nécessairement, d’apres ce qui précéde, puisque
a € X, cette limite est égale a f(a). Le point (2) est tout simplement Iapplication de la définition de
limite pour | = f(a).

(2) = (3) soit € > 0. On considere le voisinage de f(a), B(f(a),e). Par hypothese, il existe U € V(a)
tel que f(U) C B(f(a),e). U étant un voisinage de a, il existe n > 0 tel que B(a,n) C U. et alors on a
f(B(a,n)) C U. En résumé,

Ve >0, In >0, f(B(a,n)) C B(f(a),e)

ie.
Ve >0, In >0, d(z,a) <n = 0(f(x),a) <e

(3) = (1) Il s’agit tout simplement de I'une des formulations du fait que f admet une limite f(a) en a
selon X.

~ Proposition I1.2. ] .

Les propositions suivantes sont équivalentes
1. f est continue en a.

2. Pour tout suite (z,,) € XV, z, o= (f(x,)) converge.
n o

L J
Remarques

La composition de deux fonctions continues est continue.

lorsque Y est un espace vectoriel normé muni d’une norme ||.|| et J la distance induite par ||.||, alors les
opérations conservent la continuité :

— La somme de deux fonctions continues est continue.

— Lorsque [|.|| est une norme d’algebre, le produit de deux fonctions continues est cotninu.
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r—[Exercice II.3.]

Soit a,b deux réels tels que a < b. On dit qu’'une fonction f : [a,b] — R est réglée lorsque
f admet une limite a droite et & gauche en tout point de [a,b]. Par exemple, les fonctions
monotones sont réglées.

Supposons que f soit réglée. Montrer que l’ensemble des points de discontinuité de f est
dénombrable.

2. Continuité globale

Commencons par énoncer un résultat qui sera utile par la suite.
r—[Lemme II.4.]

Les propositions suivantes sont équivalentes

1. f est continue en a.

2. YV € V(f(a)), f~HV) € V(a)

Preuve
(1) = (2) Si f est continue en a, alors par définition

YV eV(f(a)), 3U € V(a), f(U)CV

et donc

vV € V(f(a)), 3U € V(a), fT(f(U)) C f7(V)
or U C f7Yf(U)) c f~4V) et finalement pour tout V € V(f(a)), on a f~(V) € V(a) car contient U

un voisinage de a.
(2) = (1) Soit V € V(f(a)), posons U = f~1(V) € V(a). Ona f(U) = f(f~*(V)) C V, d’ott la continuité
de f en a.

~ Proposition I1.5. |

Les propositions suivantes sont équivalentes.
1. f est continue en tout point de X.
2. Pour tout ouvert 2 de Y, f71(Q) est un ouvert de X.
3. pour tout fermé F de Y, f~(F) est un fermé de X.

\. J

Preuve

(1) = (2) Soit Q un ouvert de Y et z € f~1(Q). Q est un ouvert contenant f(z), donc Q € V(f(x)), alors
par continuité de f et le lemme précédent, f~1(Q) € V(x). 1l existe alors € > 0 tel que B(x,e) C f~1(Q)
et finalement f~!(€2) est ouvert.

(2) = (1) Soit € > 0 et b € X. Posons Q = B(f(b),e). Par hypothese, f~(Q) est ouvert et donc il existe
n > 0 tel que B(b,e) C f~1(Q), ie. f(B(b,n)) C B(f(a),e), ce qui donne directement la continuité de f
en b, donc en tout point de X.

(2) = (3) Soit F un fermé de Y. Y \ F est ouvert de Y, donc f~1 (Y \ F) = X \ f~}(F) est ouvert et
finalement f~!(F') est fermé.

(3) = (2) Le sens réciproque peut étre fait de la méme maniére et est laissé comme exercice au lecteur.
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Applications

— Si f est une fonction continue de X dans Y, alors pour tout b € Y, f~1({b}) est fermé car {b} est
fermé.

— Side plus Y =R, alors {z € X, f(x) < 0} est ouvert car est égal & f~!(] — 0o,0[) et | — oo, 0] est
ouvert.

— Si Y est un espace vectoriel normé et g une fonction continue de X dans Y, alors ’ensemble ou f
coincide avec g est un fermé car il est égal a

{reX fz)=g(@)}={reX (f—g)(z) =0} = (f —g9)"({0})

le fait que f — g continue et {0} est fermé permet de conclure.

Exemple (principe des prolongements des indentités)
Soit F un espace vectoriel normé et f,g € C(X, E). Si f et g coincident sur une partie A dense dans X,
alors f = g.

En effet, si B est 'ensemble ou f coincide avec g, alors d’apres le troisieme point des application de la
proposition précédente, B est fermé. On a alors A C B et donc X = A C B = B car B est fermé. On
obtient donc que B = X et que finalement f = g.

r—[Exercice II.G.} \

Soit f une fonction de X dans Y. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes.

1. f est continue en tout point de X.

2. Pour toute partie A de X, f(A) C f(A).

\ J

r—[Exercice II.7.] \

Soit f : (R, +) — (R, +) un morphisme de groupe. Montrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes.

1. f est continue.

2. INeR Vx eR, f(x) =Xz
3. f est continue en un point.
4. f est continue en 0.

5. f est bornée au voisinage de 0.

Exercice II.S.}

Soit f : R — R un morphisme de corps continu. Montrer que f = Id.

Exercice II.Q.]

Soit f : C — C un morphisme de corps continu. Montrer que f = Id ou f = (z — %).
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3. Homéomorphismes

~ Définition I1.10. | X

Soit f une application de X dans Y. Si
— [ est continue.
— f est bijective.
— f~! est continue.

alors on dit que f est un homéomorphisme de X dans Y.

\. J

Exemples

E—F
— Soit £ un K—espace vectoriel normé et (A, a) € K* x E. L’application h), : { est
T A\r+a

un homéomorphisme.

— La fonction tangente est un homéomorphisme de | — 7, 7| dans R.

Proposition II.11.}

Soit I et J deux intervalles de R. Si f : I — J est une bijection continue, alors f~! est
continue.

Attention : cette propriété n’est plus vraie lorsque I et J ne sont pas des intervalles. En effet, si on
T si0<z<l1

considere la fonction de [0, 1[U[2, 3] dans [0,2] f : z — T , cette fonction est continue
r—1 si2<x<3

bijective mais sa bijection réciproque n’est pas continue.

Courbe de f Courbe de f~!

Proposition II.12.}

Soient Q et 0 deux ouverts de R. Si f : @ — Q' est une bijection continue, alors f~! est
continue.
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4. Applications lipschitziennes

~ Définition 11.13. |

Soit f une application de X dans Y. On dit que f est lipschitzienne ou k—lipschitzienne s’il
existe k € RT tel que

V(z,y) € X2, 0(f(x), f(y)) < kd(z,y)

\.

Exemples

— Soit E un espace vectoriel normé muni d’une norme ||.||. application x — ||z|| est 1—lipschitzienne.

En effet, pour tout =,y € E, on a
izl = [yl < llz = yll

— Soit a € X. L’application  — d(a, z) est 1—lipschitzienne. En effet, pour tout z,y € X

|d(a, z) — d(a,y)| < d(z,y)

r—[Exercice II.14.}

Soit I un intervalle de R et f € C!(I,C). Montrer que les deux propriétés suivantes sont
équivalentes.

1. f est lipschitzienne.

2. f" est bornée.

\.

Vocabulaire : lorsque f est lipschitzienne, on appelle rapport de lipschitzianité le nombre

k= inf{a € R", f est a—lipschitzienne}

r—[Exercice II.15.]

Soit A une partie non vide X. Posons pour tout x € X

d(x,A) = inf d(z,a)

a€A

1. Montrer que pour tout z € X, d(z,A) =0 < z € A.
2. Montrer que  — d(z, A) est 1—lipschitzienne.

3. Montrer que si A et B sont deux fermés disjoints non vides de X, alors il existe deux
ouverts U et V de X telsque ACU, BCV,etUNV = 2.

\.

r—[Exercice II.16.]

Soit k € R*, I un ensemble, et (f;);c; une famille de fonctions k—lipschitziennes. Supposons
qu’il existe a € X tel que la famille (f;(a));cr est majorée.

X H R . . . .
Montrer que f : 2 s supfi(@) est correctement définie et est k—lipschitzienne.
i€l
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r—[Exercice II.17.] N

Soit A une partie de X et f : A — R une application k—lipschitzienne. Posons pour tout
r €A

g(x) = inf (f(y) + kd(z,y))

yeA

Montrer que g est k—lipschitzienne et que g4 = f.

5. Uniforme continuité
~ Définition I1.18. | .

Soit f une application de X dans Y. On dit que f est uniformément continue lorsque

Ve >0, In >0, Y(z,y) € X2, d(z,y) <n=6(f(), fly)) <e

\. J

Exemples
— Si f € C([a,b],C), alors f est uniformément continue d’apres le théoréme de Heine.

— Si f est une application de X dans Y k—lipschitzienne, alors f est uniformément continue. LaPreuve
de ce résultat est laissée comme exercice au lecteur.

Attention : il n’y a pas de réciproque pour le point précédent. Une fonction uniformément continue n’est
pas nécessairement lipschitzienne.
En effet, il suffit de considérer la fonction de [0, 1] dans [0,1] f : 2 — /x. C’est une fonction continue
sur un segment, donc elle est uniformément continue d’apres le théoreme de Heine.
Supposons que f est lipschitzienne. On dispose alors de k& > 0 tel que pour tout x €]0, 1],
’ﬂm—fm><k
z—0

i.e.

VAN
>

Sl -

ce qui est absurde.
Théoréme (Heine) II.19.}

Une fonction f continue sur un segment [a, b] est uniformément continue.

Preuve : formulons tout d’abord la négation de I'uniforme continuité

Je>0, V>0, Jz,y €la,b], lv—yl<net [f(z)—fly)=e

Supposons donc cette proposition vérifiée. On dispose alors de deux suites (2, )nen €t (Yn)nen telles que
pour tout n € N, |z, —y,| < L (%) et [f(zn) — f(yn)] > €. (z,) et (yn) ¢tant & valeurs dans un fermé
borné de R, le théoreme de Bolzano-Weierstrass nous permet d’affirmer l'existence d'une extractice ¢
telle que (24(,)) converge. De méme, on dispose d'une extractrice 1 telle que (Ypop(n)) SOit convergente.
L'inégalité (*) impose que (Zpop(n)) €t (Ypoup(n)) admettent la méme limite qu’on note [.

On a alors

| (@gowim) = FWgovm)| ——= (1) = F(1)] =0

n—-4o00
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mais pour tout n € N, | f(Zpopm) — f (y¢o¢(n))‘ > ¢ > 0, ce qui absurde, d’ou I'uniforme continuité de f
sur [a, b].

Exercice II.20.}

Soit A une partie de X et f : A — R une application uniformément continue. Montrer que f
admet une limite en tout point de A.

Exercice II.21.]

Soit E un espace vectoriel normé et f : B;(0,1) — R une application uniformément continue.
Montrer que f est bornée.

Attention : une application continue bornée n’est pas nécessairement uniformément continue.
En effet, considérons la fonction de 0, 1] dans [—1,1], f : 2 — cos(=).

1
T

1

-1

Cette fonction est C* sur ]0, 1], mais elle n’est pas uniformément continue. Montrons le.
Enoncons tout d’abord la négation de I'uniforme continuité.

e >0, V>0, Ix,y) € X2, dz,y) <netd(f(x), f(y)) >e¢
i.e., en adaptant cette proposition a notre probleme,
3 >0, V>0, 3(z,y) €]0,17, |z —y[ <net [f(z) - fly)|>¢
Considérons les suites (2,)nen = (5= )nen+ €t (Yn)nens = (m)new. On a

1 1

n — Yn| = - > 0
[0 = 4l 2nm (2n 4 1) | n—o+too

mais pour tout n € N*
|f(an) = flyn)| =1

donc en prenant € = %, on a pour tout n > 0, on peut prendre n assez grand pour qu’on ait |z, — y,| <7
et |f(zn) — f(yn)] =1 > € ce qui montre bien la négation de I'uniforme continuité.

L’intuition derriere ce contrexemple est que f oscille trés rapidement au voisinage de 0 (voir figure ci-
dessus), ce qui fait qu’on ne peut plus controler I’écart entre I'image de deux points assez proches.

Il existe une infinité d’autres contrexemples, on peut par exemple prendre la fonction de R dans [—1, 1]
x — sin(x?)
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-1

on peut prouver de la méme maniére la non uniforme continuité en prenant les suites (x,, )peny = (\/ 2n77) N

et (Yn)neny = ( (2n + %)71’) . Ici encore, on voit que la fonction oscille trés vite au voisinage de 400 ce
n
qui empéche la fonction d’étre uniformément continue.

6. Extensions du théoréme de Heine
r—[Exercice II.22.] N

Soit T € R* et E = Cr(R, C) I’'ensemble des fonctions continues T'—périodiques de R dans C.
Montrer que toute fonction de E est uniformément continue.

r—[Exercice II.23.] N

Soit E = {f € C(R,C), f(z) —— 0}. Montrer que toute fonction de E est uniformément

T—+oo
continue.
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Correction de I’exercice 1.5. :
Soit £ > 0, il existe n > 0 tel que pour tout x € B(0,7)

‘f(w)—f(;”)_l

<é€
T

Or pour tout k € N, si € B(0,n), alors 55 € B(0,7). On a alors pour tout & € N,

‘f(ﬁ)—f(yfil)

2

—ll<e

?r‘i“?

i.e.

. k| S ok

’f(fk)—f(yfil) Ll _ ¢

En sommant toutes ces inégalités pour k € [0;n — 1] et utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient que
pour tout n € N et x € B(0,7),

% n—1 1 n—1 kiﬂ _ ik I n—1 1
|f(x) it >—l§2k 35 o) = 1(F) _ L <51

En faisant tendre n vers 'infini, par continuité de f, I'inégalité ci-dessus devient
— f(0
10 o oo
x
Ce qui montre que f est dérivable en 0 et que f'(0) = 21.

Correction de ’exercice 1.6. :
Soit € > 0, A > 1 tel que pour tout > A — 1,

L—e<flz+1)— f(x)<L+e¢
Posons pour tout z, n(z) I'unique entier vérifiant A <z —n(z) < A+ 1. On a alors
L-e<flz—(n(z)-1)+1) = flz—(n(z)-1)) < L+e

L—e< flx—(n(r)=2)+1) = flz—(n(z) -2)) < L+e

L—e<f(lz—141)—f(z—1)<L+e

En sommant toutes les inégalités ci-dessous, on obtient
n(x)(L —e) < f(z) — flz —n(z)) < n(z)(L+¢)

et on a x — n(x) est toujours dans [A, A+ 1] ou f est bornée car continue, donc

ne) S f@) _ n) L e l)
X X X X X
— o — o

CPGE

paradise 12/18


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

On peut donc choisir B > A de sorte a ce que pour tout = > B,

’f@_”@”‘gsaL—aeg(L+@§L+ﬂe
x x
et donc pour tout x > B
L—35§M§L+35
x

f(@)

T

admet une limite en +o00 et que

W,

€x r—r+00

On a donc bien montré que x —

Correction de ’exercice 11.3. :
Posons pour tout = € [a,b] f(x1) et f(27) respectivement la limite a droite et a gauche en x. Définissons
les ensembles suivants.

— (' est 'ensemble des points de discontinuité de f.
— A={z€la,b], |f(z")— f(z7) >0}
— Pour tout p e N*, A4, = {x € [a,b], |f(zT)— f(z7)] > %}

— B={z€ab], fla7)=fla") et f(z") # f(2)}
— Pour tout p € N* B, = {CL‘ € B, |f(zt)— f(z)| > %}
On a alors
C=BUA= U B,U U A,
peN* peN*
On va montrer que pour tout p € N*, A, et B, sont finis. Une fois cela fait, on peut facilement conclure car
on aura montré que A et B sont union dénombrable d’ensembles finis et donc qu’ils sont dénombrables.
Supposons par 'absurde qu’il existe p € N* tel que A, est infini. A, est infini borné en dimension finie,
il possede donc un point d’accumulation qu’on note z. On dispose alors d’une suite (z,)nen injective a
valeurs dans A qui converge vers z. Quitte a extraire de la suite (x,) on suppose sans perte de généralité
qu’elle est croissante.
— Soit 77 > 0 tel que pour tout a €|z — ny, x|, | f(a) — f(z7)| < ﬁ
— Soit n € N tel que z,, €]z — 91, z[. On suppose aussi sans perte de généralité que = # a.
— Soit 72 > 0 tel que pour tout o €|x,, — n2, [, |f(a) — f(z,)| < i
— Soit 73 > 0 tel que pour tout a €|y, x, + 3, [f(a7) — f()] < 4
Quitte a remplacer 1y par min(|x, — x|,n2) et n3 par min(|x, — x + m|,n3), on suppose que 1y <
|z, — 2+ m| et que n3 < |z, — x| pour qu’on ait |z, — N2, x,[Clx —n1, x[ et |z, ., + n3[Clz —n1, 2.
— Soit Y, 2, € [a, b] tels que y,, €|x, — N2, x| €t Yy, E]Tn, T, + N3
Pour que tout cela soit plus clair, observons tous les parameétres qu’on vient de définir sur le dessin

suivant :
T
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et

1 1 1
) = F)l < [F ) = S| + | 1) = F@)| < o+ =5

ce qui est absurde.

On va procéder de la méme maniere pour les ensembles B,,. Supposons par 'absurde qu’il existe p € N*

tel que B, est infini. B, est infini borné en dimension finie, il admet donc un point d’accumulation qu’on

note x. On dispose alors d'une suite (z,)nen injective a valeurs dans B, qu’on suppose sans perte de

généralité, quitte a extraire, croissante.

— Soit 77 > 0 tel que pour tout a €|z —ny, x|, [f(a) — f(z7)| < ﬁ

— Soit n € N tel que z, €]z —ny, z].

— Soit 79 > 0 tel que pour tout a €|x,, — o,z + e[, | f(a) — f(z,)] < i
Quitte a remplacer 1, par min(|z,, — x|, |z, —  + 1|, n2), on suppose que |z, —nq, T, +n2[Clz—"n1, [.

— Soit y, €|x, — M2y Ty + M2

On a alors
F () = S| < 4
et

L_1
p 2p 4p 4p

ce qui est absurde. On a donc bien obtenu le résultat voulu.

L’intuition derriere le fait que A, et B, soient finis est que lorsqu’on se rapproche par exemple par la
gauche d'un point = ou f admet une limite a gauche, on ne peut pas rencontrer un nombre infini de
points de discontinuité de taille zla car sinon la fonction fera des pas trop grands pour tendre vers f(z~)
a gauche de z.

Remarque : ici, x n’est pas nécessairement dans A. On a juste eu besoin du fait que f admet une limite
a gauche de z.

Correction de ’exercice I1.6. :
(1) = (2) Supposons que f est continue. Soit x € A. On dispose d'une suite (z,)nen & valeurs dans A
qui converge vers x. On a alors par continuité de f, la suite (f(x,))nen est & valeurs dans f(A) converge

vers f(x), i.e. f(x) € f(A) et on a finalement f(A) C f(A)

(2) = (1) Supposons que pour tout A C X, f(A) C f(A). Soit F un fermé de Y. Posons A = f~(F) et
montrons que A est fermé. Une fois cela fait, on peut aisément conclure que f est continue d’apres une
propriété du cours.

Ona f(A) C f(A) = f(fY(F))CF=F,etdonc AC f7(F)= Aie. Aestfermé.

Correction de ’exercice I1.7. :

(1) = (2) On a pour tout n € Z et v € R, f(nz) = nf(z). Lorsque n # 0, en remplacant x par %,
f(@) = nf(2). ie. f(2) = Lf(a).

On a alors pour tout (p,q) € Z x N*, f(£x) = £ f(z), et alors pour tout o € Q, f(aw) = o f(z).

Par densité de @Q dans R, on dispose d’une suite (x,),en a valeurs dans Q qui converge vers x. On
utilise alors cette suite pour avoir le résultat suivant : f(x,) = z,f(1) — 7 f(1) et f continue donc

f(zy) — f(z). En posant A = f(1), on obtient que pour tout z € R, f(z) = Az.
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(2) = (3) Le résultat est évident car toutes les homothéties de R sont continues.
(3) = (4) idem
(4) = (5) 1l suffit d’appliquer la définition de la continuité en 0 avec ¢ = 1.
(5) = (1) Soit a > 0 tel que f est bornée sur [—a,a] et posons M = sup |f(x)|. Soit € > 0. On
z€[—a,a]

considere n € N* tel que % < e. On a alors

a 1 M M

f ([_7:|> = 7f<[_05705]) - [_7 - [_878}
n’'n n n’'mn

ce qui nous donne la continuité de f en 0. La continuité de f en tout point z € R vient du fait que

fy) = fly—2) +f(x) — f(z)

——— y—x

par continuité de f en 0.

Correction de ’exercice 1I1.8. :

D’apres I'exercice précédent, on dispose de A € R, tel que f = 2 —— Az. Or, f étant un morphisme de
corps, on a f(1) =1, ie. A =1et alors f = Id

Correction de ’exercice 11.9. :
En utilisant une méthode analogue a celle utilisée pour les deux exercices précedents, on peut montrer que
pour tout nombre complexe a+ b, f(a+1ib) = a+ f(i)b. Il reste donc a déterminer la valeur de f(i) pour
déterminer f. On a f(i)*> = f(i*) = f(—1) = —1 et alors f(i) € {i,—i}. On peut donc immédiatement
en déduire que f = Id ou f = (z — Z).

Correction de ’exercice 11.14. :
(1) = (2) Posons k > 0 le rapport de lipschitziannité de f. on alors pour tout a € I,

f(x) — f(a)

Tr—a

k> | (a)l

r—a

i.e.f" est bornée par k.
(2) = (1) Supposons que f" est bornée par k. Utilisons le théoréme des accroissements finis. On a pour
tout x,y € I différents, il existe ¢ € I tel que

[f (@) = f)l =1 (Ol |z =yl < ke —yl

Correction de I’exercice 11.15. :

1. On a
d(z,A) =0 <= Ia,) € A", d(z,a,) —— 0 <= z € A

n—-4o00

2. 1l s’agit de I'inégalité triangulaire. Soit z,y € X.
On a pour tout a € A, d(y, A) < d(a,y) < d(z,a)+d(x,y) et alors en passant a la borne inférieure
sur a des deux cOtés, on obtient

d(y, A) < d(x, A) +d(z,y) (1)

de méme, on a pour tout a € A, d(x, A) < d(z,a) < d(y,a) + d(z,y) et alors en passant & la borne

CPGE

paradise 15/18


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

inférieure des deux cotés on obtient
d(z, A) < d(y, A) +d(z,y) (2)
en combinant les inégalités (1) et (2), on obtient
—d(z,y) < d(x, A) = d(y, A) < d(z,y)

Le.

X —R

r +——d(z,B)—d(x,A)

— Size A,onax ¢ B=B, et alors f(z) =d(x,B) > 0. On alors A C {x € X, f(z) >0} =

3. Considerons 'application f : {

TR =U
— Sizre B,onax g A=A, et alors f(x) = —d(z,A) < 0. On alors B C {z € X, f(z) <0} =
Y R*) =V

U et V sont les images réciproques des ouverts R* et R* par une fonction continue (car lipschit-
zienne) et donc sont ouverts. De plus on a U NV = &, on a alors bien obtenu le résultat voulu.

Correction de I’exercice I1.16. :
Montrons tout d’abord que f est bien définie, i.e. pour tout i € [ et x € R, la famille (f;(x));es est
majorée. Soit M un majorant de (f;(a));cr, on a pour tout x € Ret i € I,

fi(x) = fila) < k| — al

et alors
filx) <klr—a|l+ M

ce qui montre bien que f est définie.
Montrons ensuite que f est k—lipschitzienne. On a pour i € I et x,y € R,

|fi(z) = fi(y)| < Kkl —y]
B fiy) = klz —y] < fi(x) < fiy) + Kz — ]

On peut donc passer a la borne supérieure en 7 de chaque c6té de I'inégalité pour obtenir que

fly) =klz =yl < f(2) < fly) + ke —y|

i.e.

[f(x) = Fy)l < ke -yl

Correction de l’exercice 11.17. :

— Montrons que g est bien définie et est k—lipschitzienne.
Posons pour tout y € X, ¢, : . — f(y)+kd(x,y). Toutes les fonctions —¢, sont k—lipschitziennes
et par lipschitzianité de —¢, pour tout y € X,

—y(0) = =(f(y) + kd(0,y)) < —f(0)

donc la famille (¢,(0)),ex est majorée, et alors d’apres I'exercice précédent, h = sup,c x(—p,) est
bien définie et est k—lipschitzienne et donc de méme pour g = —h.
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— Montrons que g4 = f.
On a pour tout xz,y € A, f(y) + kd(z,y) > f(x) (car f est k—lipschitzienne). Ce minorant est
atteint pour y = x, donc in)f(f(y) + kd(x,y) = f(x).
ye

Correction de 1’exercice 11.20. :

Soit a € A et (z,)nen € AN telle que x, — On va montrer que la suite (f(x,)) en est de Cauchy.

Soit £ > 0. Par uniforme continuité de f, on peut considérer n > 0 tel que pour tout =,y € A,

d(z,y) <n=|f(z) - f(y)| <e

(n)nen étant convergente et donc de Cauchy, on peut considérer N € N tel que pour tout n,m > N,
d(Tp, Tm) <M.
On alors pour tout n,m > N, |f(z,) — f(zm)| < €. (f(x,))nen est donc de Cauchy, i.e. convergente. f

admet donc bien une limite en tout point de A.

Correction de I’exercice 11.21. :

Supposons sans perte de généralité que f(0) = 0. Par uniforme continuité de f, on peut considérer n > 0
tel que pour tout z,y € B¢(0,1), ||z —y|| <n=|f(x) — f(y)| < L.

Soit p € N* tel que % <. On a pour tout = € Bf(0,1),

r(weny)=1()

_ el 1
p p

) o) =

F@)] = (@) = £0)] < z

Or on a pour tout k € [0;p — 1], ||(k + 1)} — k7 < n et alors

p—1

[f@) <>

k=0

donc f est bornée sur Bf(0,1).

Correction de ’exercice 11.22. :

f est une fonction continue sur le segment [—7,27T] et y est donc uniformément continue. Montrons
maintenant que f est uniformément continue sur R.

Soit € > 0. Soit n > 0 tel que pour tout x,y € [—T,27T],

lz -yl <n=1|f(z) - fly)| <e

Soit z,y € R tel que |x — y| < n. Quitte & remplacer n par min(n, T'), on suppose que 7 < T. On dispose
alors de n € Z tel que v —nT € [-T,2T] et y — nT € [-T,2T]. On a alors |[(z —nT) — (y — nT)| <n et
donc

[f(@) = f(y)l = |f(z —nT) = fly —nT)| <e

d’ot I'uniforme continuité de f.

Remarque : on a choisi de regarder 1'uniforme continuité de f dans l'intervalle [T, 27" et non pas [0, T']
pour éviter le cas pathologique ou = se retrouve sur les bords de 'intervalle [0, 7] et y en dehors de cet
intervalle, ce qui nous empécherait de conclure car on pourra pas utiliser I'uniforme continuité de f sur

[0, 7.
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Correction de 1’exercice I1.23. :

Soit € > 0 et A > 0 tel que pour tout z € R, |z| > A = |f(z)| < e.

f est uniformément continue sur [—A, A] car continue, donc il existe n > 0 tel que n < A et pour tout
z,y € [-AA] |z —yl <n=|f(z) - f(y)| <e

Soit z,y € R, supposons que |x — y| < 7, trois cas de présentent :

— x,y € [—A, A], alors on a directement que |f(z) — f(y)| < e.
— x,y €]JA, +ool ou z,y €] — 00, A, alors on a |f(x) — f(y)| < |f(z)] + [f(y)| < 2¢
— x € [-A Al et y € [—A, A]. On suppose sans perte de généralité que z < A < y. On a alors

[f(2) = )l < [f(2) = F(A[+[f(y) = F(A)] < 3¢

d’ou I'uniforme continuité de f sur R.

Document compilé par Omar Bennouna et révisé par Issam Tauil le 04/12/2021 pour
cpge-paradise.com.
Si vous repérez une erreur, ou avez des remarques, priere de me contacter via l'adresse
contact@Qcpge-paradise.com.
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