Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

CHAPITRE 23

Polynémes

Notations

Soit K un corps et P € K[X].

— On note Zx(P) l'ensemble des racines de P dans K. Lorsqu’il n’y a pas ambiguité sur K, on note
simplement Z(P).

— On note val P la valuation de P, c’est a dire le coefficient du terme de plus petit degré de P.

I Préambule

Dans tout le chapitre, K désigne un corps.
,—[Proposition I.1.} \

Soit P € K[X] :
1. Si deg P =1, alors P est irréductible.

2. Si deg(P) € {2,3}, alors P est irréductible si et seulement s’il n’a pas de racine.

\. J

Preuve
1. Clair car si P = QR et deg P = 1 alors nécessairement () ou R est constant.
2. Montrons les deux implications.

— (=) Si P est irréductible de degré n > 2, il est sans racine (s’il admet une racine a, P =
(X —a)@ avec @) non constant, absurde).

— (<) Procédons par contraposée. si deg P € {2, 3} se factorise de maniére non triviale, P = QR

deg(P
avec 1 < deg@ < degR et deg P = deg@ + deg R, donc 1 < deg@ < eg2( ) < 1.5, donc

deg ) =1 et () admet une racine dans K et finalement P aussi.

Contre exemple : Pour deg P > 4, la propriété (2) n’est plus vraie. En effet, X* + 1 dans R[X] est
réductible car sa factorisation dans R[X] est (X2 ++/2X +1)(X? —+/2X + 1) mais n’admet pas de racine
dans R.

Proposition I.2.j

Si K C L sont deux corps et (A, B) € (K[X] — {0})?, alors AA B et AV B sont les mémes
dans L[X] et dans K[X].

Preuve

— Pour AA B : le calcul de cette quantité se fait par I’algorithme d’Euclide qui manipule des éléments
de K[X]. Tous ces éléments restent dans K[X| au fil des étapes de 'algorithme, donc le résultat de
l'algorithme, i.e. A A B, reste dans K[X].

B
Pour AVB: AV B =
— Pour ANE

méme vu 'invariance de A A B.
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II Polynomes complexes

,—[Théoréme (Théoréme de D’Alembert-Gauss) II.l.} ‘

les polynomes irréductibles de C[X] sont de degré 1. D’une maniére équivalente, pour tout
P € C[X] non constant, il existe \j,..., \,,a € C tels que

:af[(X—

Preuve : La preuve de ce théoréme dépasse le cadre de ce cours et ne sera donc pas faite.

,—[Proposition II.Z.J \

Soit P,Q € K[X], \, u € K* et 21, ...,

_)\H

z, € K distincts tels que

MH

—z)% et Q(X —zZ

Pt ot Py Q = [[(X

=1

)max(al Bi)

PAQ= H

\. J

moIAXT 1= X

Exemple : Pour tout m,n € N* on a, dans C[X]|, X 1. En effet, on a

X"—1AX"—1= ] (X

—w)A T (X =

welUy, wely,

= JI X-w)
w EU'm m]Un

~ O (X —w) = X1
wEUman

Justifions le fait que U, NU,, = Uam-

— (C) Pour tout z € Uypm, on a 2™ =1 et 2™ =1 car n A m divise n et m.

— (D) D’apres Bezout, il existe a,b € Z tels que am + bn = a A b, donc pour tout z € U,, N U,,, on a

Zn/\m _ (Zn)(l . (Zm)b = 17 ie. z € Un/\m-

,—[Proposition (Localisation des racines) II.3.]

Soit P € C,[X] unitaire : P = X"+ a, 1 X" '+ - 4 ag. Pour tout z € C, si P(z) = 0, alors

2] <14 max_|ay|
keo;n]

\. J

Preuve : La preuve de ce résultat a déja été faite au chapitre 1.
Proposition II.4.}

Pour toute suite (FPy)g a valeurs dans C,,[X], la suite de fonctions (Py) converge simplement
vers P € C,[X] si et seulement si les coefficients de (P;) convergent vers ceux de P.

Preuve
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— (<) Supposons que les coefficients de (Py) convergent vers ceux de P. Soit a € C. Il est facile de
voir que Py (a) — P(a) en passant a la limite.
——+00

— (=) Supposons que (P) converge simplement vers P. Soit by, ...,b, € C deux a deux différents.
Considérons les deux normes suivantes dans C,,[X]

Co[X] — R Clx] —RY
||‘||oo,caeff 1P — Zlelﬁgfl{ﬂ |OQ’ H” "\ P — Z|P(bz)|
) ’L*O

avec P(X) = a, X"+ -+ a1 X + ap.

C,[X] est de dimension finie, donc les normes [|.[| 07 €t [|-[| sont équivalentes. Le fait que (P)
converge simplement vers P implique que (P;) converge vers P pour ||.|| et donc par équivalence
des normes, P, converge vers P pour ||| i.e. les coefficients des termes de (FPy) convergent
vers ceux de P.

r—[Exercice II.5.] \

oo,coef fr

Soit n > 1 et (Py)ren une suite de polynémes unitaires de C,,[X]. On suppose que (P) converge
simplement vers P € C,[X] unitaire de degré n. Soit U un ouvert non vide de C tel que U
contient [ € N racines de P comptées avec multiplicité et qu’aucune racine de P n’est dans la
frontiere de U qu’on note U = U\U. Montrer qu’il existe K € N tel que pour tout k > K, U
contient exactement [ racines de Pj comptées avec multiplicité.

IIT Polynémes réels

,-[Proposition 111.1.] .

Les polynomes irréductibles (unitaires) de R[X] sont ceux de la forme
—+ X —a avec a € R,
— X?—aX +baveca,b,ce Ret A =a%?—4b<0.

\. J

Preuve : Soit P € R[X] unitaire non constant. Si deg P > 3, alors deux cas se présentent.
— P admet une racine z € R, et alors P est réductible car il est divisible par X — z.

— P admet une racine z € C\ R et P est a coefficients réels, donc Z est aussi une racine de P. P est
alors divisible par (X — 2)(X — %) = X2 — 2Re(2) 4 |2|> € R[X] et est donc réductible.

Si deg P = 1, alors d’une maniere évidente P s’écrit X — a avec a € R et est irréductible et si deg P = 2,
alors P est irréductible s’il n’admet pas de racine réelle, i.e. son discriminant est négatif.

Remarque : Les polynomes irréductibles de R[X]| de degré 2 s’écrivent aussi de la forme (X — a)? + b?
avec a € Ret b > 0.

Exercice III.2.]

Montrer que tout polynéme P € R[X] positif sur R s’écrit de la forme P = A? + B? avec
A, B € R[X].
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,—[Proposition III.3.] \

\.

Soit P € R[X] non constant unitaire : P(X) = X" 4+ a, 1 X" ' +--- + ag
1.

2. Si P est dissocié alors Vk € [0,n — 1], a2 + a;_, > 0.
3. Si P est scindé, alors Vk € [1,n — 1], axago < aj_;.

4. Si une suite (P) € R,[X]" de polynémes non constants unitaires scindés (pas forcément

Si P est scindé alors P’ et P 4+ aP’,a € R aussi. Si P est dissocié (i.e. scindé a racines
simples), P’ aussi.

tous de méme degré) converge simplement vers un polynoéme @) € R[X], alors @) est non
constant et est scindé.

Preuve :

1. Montrons la propriété successivement pour P’ et P + aP’.

— Sia; < --- < a, sont les racines de P de multiplicités respectives o, ... a,, alors pour tout i,

a; est racine de P’ de multiplicité o;; — 1. On trouve ainsi oy +- - -+, —r = n—r racines de P’
avec multiplicité. De plus, en appliquant le théoréme de Rolle sur les segments [a;, a;41] on peut
affirmer que P’ s’annule en by, ..., b1 tels que a1 < by < as < -+ < a,_1 < b._1 < a,, soit
r — 1 racines (simples) supplémentaires. On a donc un total de n —r+7r—1=n — 1 racines de
P’ comptées avec multiplicité et P’ est de degré n-1, donc P’ est scindé. Cette preuve montre
aussi que P’ est dissocié si P Dest.

N

Soit @ € R. Si @ = 0 alors il s’agit du cas précédent. Sinon considérons f : t — e P(t) ol

1
B = —. On a alors pour tout t € R,
a

f/(t) =0 <— eﬁt(ﬁp(t) 4 Pl(t)> — () — P(t) + OéP/(t) —0

Le reste est similaire a la discussion précédente : Si A est racine de P de multiplicité 6 > 1
alors elle 'est dans P 4+ aP’ de multiplicité exactement § — 1. Pour retrouve les autres racines
manquantes, il suffit d’appliquer Rolle a f entre chaque deux racines consécutives.

Remarquons au passage que cette propriété n’est pas vraie pour tout corps K. En effet, lorsque
K = Q[v6] et P(X) = X? —6X, on voit que P est scindé dans K mais pas P’

2. Supposons que P et dissocié. Procédons par I'absurde. Supposons qu’il existe k € [0;n — 1] tel que
ap = agy1 = 0. On a alors

k+2)! n!

P(k)(X) = k"ak -+ (k -+ 1)!ak+1X + <2‘ak+2X2 + e 4 maanik

0 est alors racine de multiplicité 2. De plus, P est dissocié et donc d’apres la propriété précédente,
P®) aussi, ce qui est absurde. On en déduit donc que pour tout k € [0;n — 1], a2 + aiﬂ > 0.

3. On sait que

avec les A1, ..., \, les racines de P. Donc

P / m 1 P'pP — pr2
(P) = —Zm et alors T S 0

=1

sur R\ Z(P). On a alors en particulier, en le démontrant par la limite si 0 € Z(P)
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On remplace P par P également scindé et on trouve

Soit
: k+1
(k + 2)lag2kla, < (k+1)Paj,, puis  agpear < maiﬂ < ajy,

d’ou le résultat.

4. Soit (B,) € R,[X]Y une suite de polyndmes non constants unitaires scindés convergeant simplement
vers () € R[X]. Posons pour tout k € Net z € C,

deg Py,
Pi(z) = [T (== axy)
j=1
On a alors pour tout z € C\ R,
deg Py,
1Pu(2)| = ] 17— a,| > [Im 2|*®"™ > min(|Im 2|, [Imz|")
j=1

En faisant tendre k vers l'infini, on obtient
|Q(2)| = min(|Im 2[", [Im 2|) >0

@ est donc soit constant soit scindé dans R (il n’a pas de racine complexe non réelle) car pour tout
z € C\R, Q(z) # 0. Le premier cas est impossible car si Q(X) = C est constant alors en prenant
z =1i(1 4 |C|), on obtient une contradiction avec I'inégalité.

Exercice III.4.]

Trouver les P € R[X] unitaires a coefficients dans {—1,0,1} qui sont scindés sur R.

,—[Proposition (Formules de Vieta) III.5.} \

Soit n € N*, P(X) = ap + a1 X + -+ - + a, X™ et Aj,..., A\, les racines (non nécessairement
différentes) de P. Supposons que a,, # 0. On a pour tout [ € [0;n]

£ (M) - oo

1<y <ig<--<i<n An

Preuve : Nous ne ferons par la preuve détaillée de ce résultat mais nous en donnerons uniquement 'idée
principale. Pour voir d’ou vient cette formule, il suffit de développer a,, (X — A1) ... (X —\,) et d’identifier
les coefficients de ce polynome avec ceux de P. En particulier, il est facile de voir cette propriété pour
l=netl =1 quis’écrivent

Qp—1

() L U W T
anp Qp,

:)\1+"'+>\n
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paradise 5/13


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

IV Polynémes a coefficients rationnels

r—(Exercice IV.l.} N

Soit n > 1, ag, . ..,a, € Z tels que ag # 0 et a,, # 0. On pose P(X) = a, X" + -+ + a1 X + ay.
Soit a € Q. Trouver une condition nécessaire sur a pour qu’il soit racine de P.

\. J

r—[Exercice IV.2.] \
Soit P € Q[X] irréductible et a une racine complexe de P. Montrer que a est une racine simple
de P.

r—[Exercice IV.3.] \

Soit P € Q[X] de degré égal a 5. Montrer que si P admet une racine double dans C, alors il
possede une racine dans Q.

V  Irréductibilité de Z[X]

r—(Exercice V.l.} N

Soient n > 1 et aq,...a, € Z deux a deux distincts. Soit P =1+ H(X — ai)Z. Montrer que P
i=1
est irréductible dans Z[X].

\. J

,—{Exercice (Critére d’Eisenstein) V.2.} \

Soit P(X) = X"+ a, 1 X" '+ -+ ag € Z[X]. On suppose qu’il existe un nombre premier p
tel que p? t ag et pour tout ¢ € [0;n — 1], p|a;. Montrer que P est irréductible dans Z[X].

\ J

r—(Exercice V.3.} \

Montrer que X*+1 est irréductible dans Q[X] et que pour tout p premier, X4+ 1 est réductible
dans Z/pZ.

V1 Complément : lemme de Gaufl

Dans cette partie, on dit que P € Z[X] — {0} est irréductible dans Z[X] si on ne peut pas ’écrire sous
forme de QR avec Q, R € Z[X] et deg@ > 1 et deg R > 1. On mentionne ceci car pour certains auteurs
2X par exemple est réductible car 2 n’est pas inversible dans Z. En d’autres termes, dans notre définition,
les termes constants ne comptent pas comme un facteur méme s’ils sont non inversibles dans Z.
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r—[Exercice VI.1.J N

Le but de cet exercice est de montrer quun polynome P € Z[X] non constant est irréductible
dans Z[X] si et seulement s’il est sur Q[X]. Le sens réciproque étant clair, on se propose alors

de montrer le sens direct.
n n

1. Posons pour tout polynéme P = Zaka non nul ¢(P) = /\ a; son contenu. Montrer
k=0 i=0

VP, Q € Z[X] = {0}, ¢(PQ) = c(P)c(Q)

que

2. En déduire le résultat

CPGE
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Correction de ’exercice 11.5 :
Notons pour tout polynéme @, F(Q) le nombre de racines de @) dans U. Supposons par 1'absurde que la
propriété qu’on veut démontrer est fausse, i.e.

VK >0, 3k > K, F(P,) #1

D’une maniere équivalente, que 'ensemble A = {k € N, F'(Py) # [} est infini. A étant infini, il existe une
extractrice ¢ telle que pour tout k£ € N, ¢)(k) € A. Pour alléger les notations, on va noter (FP) au lieu de
(Pyy) car (Py)) converge aussi vers P.

On sait d’apres la proposition 1.4 que les coefficients des termes de (FPy) convergent vers ceux de P.
En particulier, P étant unitaire, le coefficient devant X" des termes de (P;) converge vers 1 et est donc
non nul a partir d'un certain rang et alors il existe A > 0 tel que pour tout k& > A, deg P, = n. Posons
alors pour tout k > A, A\g1,..., Ay les racines de P. Les coefficients de P, convergent et sont donc tous
bornés. En utilisant la proposition I1.3, on peut en déduire que les suites (Ag1)k>4,-- -, (Akn)k>a sont
toutes bornées. Par conséquent, d’apres Bolzano-Weierstraf}, il existe une extractrice ¢ (la méme pour
les n suites, quitte a faire des extractions successives) et Ay, ..., A\, tels que

Vi e ﬂl,n]], /\Lp(k),i m )\1

En utilisant ce qu’on vient de voir, il est facile de voir (soit en utilisant les relations coefficient racines,
ou alors en passant par la convergence simple) que
n n
P (X) = [T(X = Api) —— [T(X = N)

=1 k—rdoo S5

n

coefficient par coefficient et donc que P(X) = J[(X — A;). On a alors pour tout i € [1;n],
i=1
— Soit \; € U, et alors U étant ouvert, il existe K > 0 tel que pour tout k > K, A\j ;) € U
— Soit A\; & U et alors par hypotheése (pas de racines dans la frontiérel A\; € C\ U. Cet ensemble est
ouvert, il existe donc K > 0 tel que pour tout & > K, A\; o) € C\ U et alors \; ,u) € U.

Ceci permet de dire que pour k assez grand, \; ,) et A; sont soit tous les deux dans U soit tout les deux
a l'extérieur de U et donc en particulier que F(P,x)) = F(P) = [, ce qui est absurde par hypothese.

Correction de I’exercice 111.2. :
Posons

S ={PeR[X], 3A,B € R[X], P = A*> + B*}

Le but de l'exercice est de montrer que I’ensemble des polynémes positifs sur R est inclus dans S (au
passage, ces deux ensembles sont égaux car l'inclusion réciproque est évidente).
Montrons d’abord que S est stable par multiplication. On a pour tout A, B,C, D € R[X],

(A% + B*)(C? + D?) = (AC + BD)? + (AD — BC)?
ce qui nous donne bien la stabilité par multiplication.

Soit P un polynome positif sur R. Si P est constant alors le résultat est évident. Supposons désormais
deg P > 1. On peut alors écrire

P(X) = )\ﬁ(X —a;)" f[ (X2 +0,X + ¢;)

=1

irréductible

avec pour tout i, ag;, b;, c; € R, b? — 4¢; < 0 et les a; distincts. On a alors
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— A >0 car P(x) —— 400, donc A € S.

T—+00

2
b; 2 —b? + 4¢;

— Pour tout i € [1;r], on peut écrire P(X) = Q(X)(X — a;)* avec @ € R[X]. a; n’est pas racine de
Q, donc Q(a;) # 0 et alors Q(a;) > 0. Il existe donc € > 0 tel que pour tout x €a; — €, a;], Q(z) > 0
et alors pour tout = €|a; — €, a;], (xr — a;)® > 0, ce qui nous donne nécessairement que «; est pair.
On en déduit que (X — a;)* = ((X - ai)%)2 €Ss.

P est donc produit d’éléments de S et donc par stabilité par multiplication, il est bien dans S.

Correction de ’exercice 111.4. :

On suppose P(X) = a, X" + - - - + a1 X + ap scindé avec a, = 1. On se ramene a P(0) # 0 en factorisant
éventuellement par X* pour k la valuation de P (0 sera alors racine réelle et le caractére scindé du
polynéme en sera inchangé).

Soient x4, ..., x, les racines de P. On a,
II 2. =(-1)"P(0) donc ]]z;=P(0)*=1
k=1 k=1

Pour obtenir la premiere égalité, il suffit de remplacer X par 0 dans la décomposition de P.

L’inégalité arithmético-géométrique donne alors

n
doap >nifat.. a2 =n (1)
k=1

et en utilisant les formules de Vieta,

2
n n
n< Yy ai= <Z> — 23 wpwy = (—an1)? — 20,0 < a2y +2]a, 1| <3 (2)
k=1 k=1 k<l
et donc n < 3. Le cas n = 3 impose le cas d’égalité dans les inégalités ci-dessus
— Egalité dans (1), i.e. le cas d’égalité de l'inégalité arithmético-géométrique qui donne nécessaire-
n
ment : 7 = --- = z2. En utilisant 1'égalité ]I[xi = 1 on obtient que 27 = --- = 22 = 1 ie.
Z(P) c {-1,1}.
— BEgalité dans I'inégalité de droite de (2),ie.a? | —2a, o =3 <> a, 1 ==Flet a, o =—1.

En particulier, la condition n = 3 impose que

Pel{(X-13 (X -1*X+1), (X -1D)(X+1)?% (X+1%

Py Py Py Py

Il est clair que les coefficients de P; et P, ne sont pas tous dans {—1,0, 1} et donc ne vérifient pas les
conditions voulues. Cependant P, et P; conviennent.

Pour le cas n = 2, on peut écrire P = X? +aX +boub==+1et a € {—1,0,1}. La condition est alors
A = a? — 4b > 0 et donc les seuls polyndomes convenables sont X2 — X —1, X2 —1let X2+ X — 1.
Pour n =1 la propriété voulue est toujours vérifiée. En posant donc

A={X-1,X+1, X*-X—-1, X°-1, X’+ X -1, (X -1*(X+1), (X +1)*X-1)}
On déduit que I’ensemble des polynomes scindés a coefficients dans {—1,0, 1} est égal a

(X*Q, keN, Q € A}
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Correction de I’exercice IV.1. :
Soit a une racine de P. On a ag # 0 donc a # 0. Posons a = % avec pAq=1. On a alors P (%) =0, i.e.

anp"” + an-1p" g+ -+ apg” T+ agg =0
On a alors plagq™ et gla,p™ et donc par GauB}, plag et ¢la,.
Correction de ’exercice 1V.2. :

Les seuls diviseurs unitaires de P sont P et 1 car P est irréductible, donc P A P’ € {1, P}. Mais
deg P’ < deg P donc P ne peut pas diviser P’ et alors P A P’ = 1. On a alors d’aprés Bezout,

U,V € QX], UP+VP =1

En évaluant en a, on a U(a)P(a)+V (a)P’'(a) =1 et alors nécessairement P’(a) # 0, i.e. a est une racine
=0

simple de P.

Remarquer aussi que dire P A P’ = 1 est équivalent a dire que P et P’ n’ont aucune racine complexe

commune et que donc, en particulier, @ n’est pas racine de P’, ce qui fournit le résultat.

Correction de I’exercice 1V.3. :

Supposons sans perte de généralité que P est unitaire. P admet une racine double dans C, donc d’apres
I’exercice précédent, P est réductible. On écrit P = QR avec (), R non constants, unitaires et irréductibles
(s’il y a plus de deux facteurs irréductibles non constants, au moins un sera de degré 1 et donc P admet
une racine rationnelle). Le cas ) = R étant impossible vu que deg(P) = 5 est impair, on a alors que ) et R
sont premiers entre eux. En effet, Q) et R étant irréductibles unitaires, ona QAR € {1,Q}N{1, R} = {1}.

— Sideg@ =1, alors Q = X —r, avec r € Q et donc r est racine rationnelle de P.

— Si deg @ = 2, alors a est racine double de P mais d’apres 1’exercice précédent n’est racine double
ni de @ ni de R et donc Q(a) = R(a) =0 ce qui est absurde car Q A R = 1.

On a donc bien le résultat voulu.

Correction de ’exercice V.1. :
Supposons par l'absurde que P est réductible. Il existe donc @, R € Z[X] tels que deg@ > 1, deg R > 1
et P =QR. On a alors

Vi € [1;n], Qa;) R(a;) = P(a;) =1
S~
€Z €7
et alors
Vi e [L;n], Qa;) = R(a;) = +1

De plus P est positif et ne s’annule pas sur R, donc () et R aussi, sont de signe constant et ont le méme
signe. On suppose que @ > 0 et R > 0 (le cas Q < 0 et R < 0 se traite de la méme maniere), chose qui
implique en particulier que @) et R sont unitaires (P est unitaire). On a alors

Vie [1;n], Qa;)) —1=0et R(a;)) —1=0

@ —1 et R—1 admettent n racines distinctes, sont donc de degré au moins n et la somme de leurs degrés
est 2n. On en déduit que deg () = deg R = n et
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et que finalement
n n 2
H(X —a;)*+1=P(X) = (H(X —a;) + 1)
i=1 j

ce qui est absurde. P est donc bien irréductible.

Correction de ’exercice V.2. :

Supposons par l'absurde que P est réductible dans Z[X], i.e. il existe @, R € Z[X]| de degré supérieur
ou égal a 1 tels que P = QR, qu'on peut supposer unitaires (P est unitaire). Il existe donc r,s € N*,
(bi)icpor—1] € Z7 et (¢i)iefo;s—1] € Z" tels que

Q) = X"+ b X b 40X+ et RX)=X*+c 1 X X+

On passe dans Z/pZ[X] : comme Vi € [0;n — 1], a; = 0[p], on peut écrire dans Z/pZ[X]

PX)=X"4+aG X" '+ daX +a=X"

=0

De plus, on a également dans Z/pZ[X]
X"=PX)=Q(X)R(X) = (X" 4+ b1 X" "4+ X +b)(X* + G X'+ & X + )

Or par unicité de la décomposition de X™ en facteurs irréductibles dans Z/pZ[X], Q(X) et R(X) doivent
étre de la forme X' et X*2. Pour qu’on ait la bonne puissance, il est nécessaire que s; =r et s, = s, i.e.,

dans Z/pZ[X], Q(X) = X" et R(X) = X*, et alors

b= =bi=hy=t= =G =G =0

Or ag = coby et d’apres Pégalité ci-dessus, p|by et p|cy et donc p?|ag, ce qui est absurde.

Correction de ’exercice V.3. :

— Irréductibilité dans R[X].
On décompose X* + 1

X'+1=(X24+1)2—2X2 = (X2 4+V2X +1) (X2 = V2X +1)

A(X) B(X)

Si X* + 1 était réductible dans Q[X], on pourrait écrire X% + 1 = QR tel que Q, R € Q[X],
deg R > deg@ > 1 et Q et R sont unitaires. Le cas deg @ = 1 est impossible car X* + 1 n’admet
pas de racine rationnelle. Le cas deg () = 2 est impossible car par unicité de la décomposition en

facteurs irréductibles dans R[X], on aurait @, R € {A, B} ce qui est absurde car A, B ¢ Q[X]. On
en déduit donc que X+ 1 est irréductible dans Q[X].

— Irréductibilité dans Z/pZ.
Si p = 2, alors on peut écrire dans Z/pZ

X4 T=X*" 42X +1=(X?>+1)?
donc X* + 1 est réductible. Supposons maintenant p > 3.
e Si 2 est un carré modulo p, i.e. il existe a € Z/pZ tel que a* = 2, on peut écrire

X'4+1=(X*+1)?-2X?= (X’ +1)*-a’X? = (X*+T1+a)(X*+T1—a)
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e Si —2 est un carré modulo p, i.e. il existe b € Z/pZ tel que b*> = —2, on peut écrire
X' 1= (X2 1) - 22X = (X2 1) X2 = (X2 4+ T+D0)(X*+1-0)

e Supposons maintenant que ni 2 ni —2 ne sont des carrés modulo p. On a alors d’apres le

_p—1 R —_p—1 J— _ p—1 _
chapitre 21, 92 —“Tet =22 = —1 et donc en faisant le produit des deux, 47 =T1.On
— —_p—1 p—1 _p=1 _ p—1
peut donc écrire 1 = 47 =12 x47 =—17% ce qui nous permet de dire que —1 est

un carré modulo p. En posant ¢ = —1 avec ¢ € Z/pZ, on peut finalement écrire

X4T=X'—"T=X"-2=(X*-0)(X*+0)

On en déduit donc que X* + 1 est bien réductible dans Z/pZ[X].

Correction de ’exercice VI.1. :

1. Tl est facile de voir que pour tout P(X) =Y apX* € Z[X] \ {0} et a € N* tel que ale(P),
i=0

Donc montrer le résultat voulu est équivalent & montrer que

((JJDD) " cf&) -

et donc quitte a remplacer «(p) bar P et % par @, il suffit de montrer que

VP,Q € ZIX]\ {0}, ¢(P) = c(Q) =1 = ¢(PQ) =1

Soient P,Q € Z[X]\ {0} et p € Z premier. Si p|c(PQ), alors dans Z/pZ[X], PQ = 0 (car p divise
tous les coefficients de PQ) et alors, Z/pZ étant integre, P = 0 ou @ = 0 dans Z/pZ[X] et alors p
divise tous les coefficients de P ou tous les coefficients de @), i.e. p|c(P) ou p|c(Q) ce qui est absurde
car ¢(P) = ¢(Q) = 1. On en déduit donc qu’on a bien ¢(PQ) = 1.

2. Soit P € Z[X]\ {0} réductible dans Q[X]. Etant donné que diviser P par un entier (qui divise tous
les coefficients pour rester dans Z[X]) ne change pas fait que P soit irréductible ou non dans Z[X],
quitte a diviser par ¢(P), on suppose que ¢(P) = 1.

Soit A € Z le coefficient dominant de P. P étant réductible dans Q[X], il existe Q, R € Q[X]
unitaires tels que deg@ > 1, deg R > 1 et P = AQR. On va montrer que \ s’écrit A\ = cd avec
c,d € Z et cQ,dR € Z[X].

Posons a = min {k > 1, kQ € Z[X]}. On veut montrer que ¢(a®)) = 1. Supposons le contraire. On a

#0

a) a
c(aQ) c(aQ)
ce qui contredit la minimalité de a. En posant donc b = min{k > 1, kR € Z[X]}, on a de méme
c¢(bR) = 1. On a alors

€ N~

alors € Z|X], et c(aQ) divise le coefficient dominant de a@ qui est égal a a, donc

ab = ab - ¢(P) = c(abP) = ¢(\ x aQ X bR) = |\|c(aQ)c(bR) = |)|

Quitte a changer le signe de a, on peut donc écrire P = a@) X Q]j/ et alors P est bien réductible
ez[’;] €Z[X]
dans Z[X].
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On peut montrer d’'une maniere plus générale, par la méme démonstration ci-haut, que si P =

M Qi € Z[X]\ {0} est une factorisation de P dans Q[X] avec @; unitaires et A le coefficient
i=1

dominant de P, alors on peut écrire A = ¢(P)A; ...\, avec pour tout i € [1;r], \; € Z et \;,Q; €
Z[X]. En particulier

— Si P = A]] Q; est la factorisation en irréductibles dans Q[X], alors P = ¢(P) [J(\:Q:) est

i=1 =1
une factorisation en irréductibles dans Z[X].

Pour tout @ € Z[X] \ {0},
Q|P dans Z[X| <= Q|P dans Q[X] et ¢(Q)|c(P)

Le cas particulier ou £() est unitaire est assez connu et est une conséquence du fait qu’on peut
effectuer la division euclidienne dans Z[ X ] par un polynome unitaire (ou de coefficient dominant
égal & —1) de Z[X] (en effet, lorsque K n’est pas un corps, on ne peut pas toujours faire la
division euclidienne dans K[X]) et du fait que la division euclidienne dans Z[X]| (lorsqu’elle
est faisable dans Z[X]) et Q[X] donne toujours le méme résultat.

Si P est unitaire et P = H Q; est une factorisation dans Q[X] avec les @); unitaires, alors
i=1

pour tout i € [1;7], @Q; € Z[X]. En effet, en reprenant les notations vu précédemment,

1 = ¢(P)A; ...\ implique que pour tout i € [[1;r], A; € {—1,1}. Cette propriété est particu-

lierement intéressante dans le cas ou 1’égalité P = H Q; est une factorisation en irréductibles
i=1
dans Q[X], vu qu’elle donne que chaque facteur est en fait (unitaire et) dans Z[X].
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