Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

CHAPITRE 30.1 —
Probabilités

Dans tout ce chapitre, F désigne un ensemble.
Préliminaires
— Soient P et Q deux assertions. Si A = {P}, B = {Q}, alors AL = {=P}, AN B = {P AQ}, et
AUB={PVQ}.
— Soit  un ensemble. Soit (A,) € P(Q)N. Alors,

+oo +oo
ﬂ( An>:{w€Q|VN€N,EInG[[N,-f—oo[[,wGAn}
N

N=0

n—

Siw €, alors w appartient cet ensemble si, et seulement si, w appartient a une infinité de termes
de la suite (A,)nen-

I Tribus

On appelle tribu sur E toute partie T de P(E) qui vérifie les propriétés suivantes :
— Jet E€T.
“+oo
— Si(A,) e Th, U A, eT.

n=0

— SideT, AleT.

Exemples : {@, E'} est une tribu sur E, et si E est dénombrable, P(E) est une tribu sur E.
,—[Proposition 1.} \

Soit T une tribu sur E. Soit (4,) € T".

N N
— Pour tout N € N, UAH:<U An>uzuzu...eT.
n=0

n=0
N N c
— Pour tout N € N, (] A, = (U A%) eT.
n=0 n=0
+o0 +o00
— Il existe une suite (B,,) € T d’ensembles deux & deux disjoints telle que U A, = U B,,
n=0 n=0

N N
et, pour tout N € N, | J A, = (] Ba.
n=0 n=0

— Si A est un ensemble non vide, et (7))xea une famille de tribus sur £, alors ﬂ T\ est

AEA
aussi une tribu sur F.
C)L n—1 ’
2~ Preuve de la troisiéme propriété : En posant, pour tout n € N, B,, = A4, \ < U Ak>, on construit
k=0

bien une suite d’ensembles deux a deux disjoints qui vérifie les deux propriétés.

Tribu engendrée
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r—[Déﬁnition 2.] N

Soit X une partie de P(E), et notons Ty I'ensemble des tribus sur £ contenant X. On appelle
tribu engendrée par X, la tribu

TX)=NT

TeTx
C’est la plus petite tribu sur £ contenant X.

Exemples

— On appelle tribu borélienne sur R, et on note B(R), la tribu engendrée par I’ensemble des ouverts
de R. Par complémentarité, cette tribu contient également tous les fermés de R. Donc cette tribu
contient tous les points de R, et par union dénombrable, Q C B(R) puis, par complémentarité,
R\ Q C B(R).

— Soit n € N*. Soient Ay, ..., A, des parties de E incluant @ et E. Posons

n:{mBk
k=1

Vke;m;ntkE-{4mfﬁ}}

Les éléments de 7T, sont deux a deux dijoints et la tribu engendrée par {A;,..., A,} est 'ensemble
de réunions d’ensembles appartenant a 7.
“+oo
— Soit (A,) € P(E)N une suite de parties de £ deux a deux disjointes telle que | J A, = E. La tribu
n=0
engendrée par I'ensemble des termes de (A, )qen est T = { UA.|IcN }
nel
+oo
Eneffet, E= |J A, € T, @ = |J A, € T, et T est stable par union dénombrable.
n=0 n
C S%)
Enfin, si I C N, (U An> = J A, eT.
nel neN\T

Notation : Soient A et B deux parties de E. Si I'union A U B est disjointe, on la note A LI B.

,—[Proposition 3.} N

Soit F' un ensemble, et f une application de E dans F'. Si 7' est une tribu sur F, I'ensemble
des images réciproques des éléments de T’ par f, noté f~1(T”), est une tribu sur E, appelée
tribu image réciproque de 7" sous f.

Si, de plus, on munit £ d’une tribu 7 sur E, et F de la tribu 77, alors (E,T) et (F,T') sont
qualifiés d’espaces mesurables, et f : (E,T) — (F,T’) est dite mesurable lorsque f~(T") C T
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II Espaces probabilisés

Dans la suite du chapitre, on munit £ d’une tribu 7 sur E si bien que (E,7T) est un espace mesurable,
ou encore un espace probabilisable. Les éléments de T sont appelés événements.
r—[Déﬁnition 4.} \

On dit qu'une application P : 7 — [0, 1] est une probabilité sur ’espace probabilisable (E, 7))
lorsqu’elle vérifie les propriétés suivantes :

— P(@)=0et P(F) =1.

— Si (A,) € TV est une suite d’événements deux & deux incompatibles i.e. une suite d’élé-

+00 +oo
ments de 7 deux a deux disjoints, alors P (U An> = > P(4,).
n=0 n=0
,—[Proposition 5.} \

Soit P une probabilité sur (E,T). Alors P vérifie les propriétés suivantes :

— Soit n € N. Si Ay, ..., A, sont des événements deux a deux incompatibles, alors

()£

1

Croissance : Soient A et B deux événements. Si A C B, alors P(A) < P(B).
Soit n € N*. Soient Ay,..., A, € T. Alors

P (:lAk> < éP(Ak) et P (:lAk> = an(—m’f“ > P ((k] Aje>

k=1 1<1<-<gp<n /=1

4

L’égalité se nomme la formule de Poincaré.
— Continuité croissante : Soit (A,)nen une suite croissante d’événements i.e. pour tout
neN, A, C A,y1. Alors

P4 — P (U 4]

_>
n—-+o0o k=0

— Continuité décroissante : Soit (A, )nen une suite décroissante d’événements i.e. pour tout
neN, A1 CA,. Alors

P(A,) —— P (ﬁo Ak>

%
n—-+o0o k=0

/O Preuve de la continuité décroissante a partir de la continuité croissante

n n 400 +o0
<U Ai) est croissante donc P <U Ai) — P <U A%) =1-P (ﬂ Ak>
k=0 neN k=0 oo k=0 k=0
—_——

:1—1@(5]0 Ak>

——
=Ap
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' Conséquence : Si (A,)qen est une suite d’événements telle que Z]P’(An) converge, alors
n>0

+oo +o0o
P <U An> <> P(A
n=0 n=0
/O Preuve : (U Ak> est une suite croissante d’événements donc par continuité croissante
neN

P <Uo Ak> = lim P (U Ak> < lim ZIP’ (Ag) = JiOIP)(A
k=0 n=0

n—+00 k—0 n—>+oo

III Evénement presque siir, événement négligeable

Dans la suite du chapitre, on munit ’espace probabilisable (E,7) d’une probabilité P sur (E,T), si bien
que (E,T,P) est un espace probabilisé.
Définition 6.} \

On dit qu’un événement A est presque siir lorsque P(A) = 1. On dit qu'un événement A est
négligeable lorsque P(A) = 0.

,—[Proposition 7 j \

— Soient A et B sont deux événements tels que A C B. Si A est presque sir, alors B est
presque sir.
+o0
— Si (A,)nen est une suite d’événements négligeables, alors U A, est négligeable.
n=0

\. J

/O Preuve

— 1=P(A) <P(B) <1, donc B est presque siir.

+00 +oo
— La série » P(A,) converge car elle est nulle donc 0 < P (U A ) <> P(A,) =0, donc | A, est
n>0 n=0 n>0 n=0
négligeable.

—~ Exercice 8. \

Soit (E,T,PP) un espace probabilisé. Soit (A,)nen une suite d’événements telle que Y "P(A,)
n>0

converge.

+oo
Que dire que 1’événement ﬂ < U A )

N=0
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IV Exemples d’espaces probabilisés

1. Ensembles finis
A
Espace avec équiprobabilité : Si F est non vide et fini, 7 = P(F), et pour tout A € T, P(A) = |‘X|\

alors (E,T,P) est un espace probabilisé.
Espace image d’une loi binomiale : Soient n € N* et p €]0,1[. Si £ = [0;n], T = P(E), et pour

tout k € B, P({k}) = (”

k:) p*(1 —p)" ", alors (E,T,P) est un espace probabilisé.

2. Ensembles dénombrables

Supposons dans cette partie que E soit dénombrable. Soit (z,,) € EN une énumeration bijective de E.

+oo
Soit (a,) € ¢*(N,R") telle que » a, = 1.
n=0
Posons T = P(E). Pour tout A € T, posons 14 = {n € N|z, € A}, puis P(4) = ) a,.

nel g
On a bien P(@) =0, P(E) = 1, et si (A,,) est une suite d’événements deux a deux incompatibles, alors

+00 400 +00
(U)o B () -

noté A

Donc (E,T,P) est un espace probabilisé.

Exemples

1
— Soit @ > 1. Si B = N*, T = P(E) et, pour tout n € N*, P({n}) = o’ alors (E,T,P) est un
a)n®
espace probabilisé. C’est 'univers image d’une loi ( de parameétre a.
— Soit p €]0,1[. Si E =N* T = P(E) et, pour tout n € N*, P({n}) = (1 —p)"!p, alors (E, T,P) est
un espace probabilisé. C’est 'univers image d'une loi géométrique de parametre p.

P -
— Soit A > 0. Si E =N, T = P(E) et, pour tout n € N, P({n}) = L', alors (E,T,P) est un
n

espace probabilisé. C’est 'univers image d’une loi de Poisson de parametre \.

— Soit F' un ensemble dénombrable et (i, )neny une énumeration bijective de F. Soit (b,) € ¢}(N,R™)
+oo
tel que > b, = 1. Alors en posant, pour tout n € N, P({y,}) = b,, on définit bien une probabilité.

n=0

On définit la probabilité produit Py sur I'espace probabilisable (E x F,P(E x F)) par

Y(n,m) € N?, Py ({zn, Ym}) = anbm

+o0 +oo
On vérifie que Py (E x F) = > apby, = (Zan> (Zam> = 1.
n=0 m=0

(n,m)€EN?
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Correction de ’exercice 8. :

Pour tout M € N,

P(ﬁo (U An)) SP(U An) < > B4 —— 0
N=0 \n>N T n>M n=M o0

croissance de la probabilité

+oo
donc ﬂ (U An) est négligeable.
N=0

= n>N
* * *
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