Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

CHAPITRE 30.3 —

Variables aléatoires

Dans tout ce chapitre, (Q,7T,P) désigne un espace probabilisé, et (E,U) un espace probabilisable.

I Généralités

Une variable aléatoire & valeurs dans E est une application X : (Q2,7,P) — (E,U) telle que pour tout
Uel, X (U) € T. Autrement dit, X : (Q,T) — (E,U) est une fonction mesurable.
Loi de probabilité : La loi de X, notée Ly, est une application de U dans [0, 1] définie par

YU cU, LxU)=PX'(U))

Ainsi, Lx(FE) =P(Q) =1, Lx(2) = P(@) = 0 et, pour toute suite (U,) € U d’événements deux a deux
disjoints,
“+o0 +oo too oo
ex (Un) =p (1] x(00) = Xrec @) = Sex (i)
n=0 n=0 n=0

n=0

@ Notons que sur tout espace probabilisable, on peut définir une loi de probabilité £ sans se donner de
variable aléatoire.

II Variables discretes

r—(Déﬁnition 1.}

On dit qu'une variable aléatoire X : (2, T,P) — (E,U) est discrete lorsque X (2) est dénom-
brable.

—~ Notation 2. N

Soit d € N*. Soit X : (2, T,P) — (E,U) une variable aléatoire. Soient x,y € E.

— L’événement X ~'({z}) est noté [X = z].

— Pour tout A € U, I'événement X '(A) est noté [X € AJ.

— Si (E,U) = (R, B(R)), 'événement X ~!(] — oo, z]) (respectivement X ~!(] — oo, z[)) est
noté [X < z] (respectivement [X < z]).

— Si (B,U) = (R,B(R)), Pévénement X ~([z, +o00[) (respectivement X ~!(]z,+o00[)) est
noté [X > xz] (respectivement [X > z]]).

— Si (E,U) = (R,B(R)), et z < y, 'événement X ~!([z,y]) est noté [z < X < y], et on note
de manicre analogue les événements X ! (|z,y]), X *([z, y[), et X (Jz,y[).

,—[Proposition 3.}

Soit d € N*. Soit A € R. Si X et Y sont des variables aléatoires discrétes définies sur (2, 7, P)
et & valeurs dans (R B(R?)), alors X +Y et AX sont des variables aléatoires discrétes.
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/O Preuve : L’application

X(Q)xY(Q) — R?
(x,y) — z+y

a pour image une partie dénombrable de R¢ contenant (X + Y)(Q).

De plus, pour tout z € RY (X +Y)7(z) = U ([X=2z]N[Y =y]) € T en tant qu'union
(z,y)eX (Q)xY(Q)
T+y==z
dénombrable d’événements.

Remarque 4.} .

L’union étant disjointe, la loi de X + Y est donnée par

Vze (X +Y)(Q), Lxiy(z) = ( ; )P([X =z|N[Y =y])
z,y)EX Q_):Y(Q

III Variables aléatoires discretes indépendantes

Dans la suite, on considere que les variables aléatoires sont définies sur (€2, 7, P) et a valeurs dans (E,U).

r—[Déﬁnition 5.] N

Soit n € N*. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires.
On dit que X, ..., X,, sont indépendantes lorsque, pour tous Ay,..., A, € U, les événements
(X7 € Ay, ..., [X, € A,] sont mutuellement indépendants.

\. J

Suites : On dit que (X,,)nen est une suite de variables aléatoires indépendantes lorsque pour toute partie
finie I de N, les variables aléatoires de (X;);c; sont indépendantes.

,—[Remarque 6.] .
Soit n € N*. Soient Xj,...,X,, des variables aléatoires. Alors X1, ..., X, sont indépendantes
si, et seulement si, les tribus images réciproques X7 (i), ..., X ' (U) sont indépendantes.

,—[Proposition 7 j \

Soient n,d € N*. On suppose que (E,U) = (R% B(R?)). Soient X1, ..., X, des variables aléa-
toires discretes. Alors :

— Xi,..., X, sont indépendantes si, et seulement si, pour tout (xi,...,x,) € E", les évé-
nements [X; = z4], ..., [X,, = x,] sont mutuellement indépendants.

— Lemme des coalitions : Soient p,q € N tels que p + ¢ = n. Soient f : (RY)? — R? et
g: (R4 — R deux fonctions.
Si Xi, ..., X, sont indépendantes alors, f(Xj,...,X,) est une variable aléatoire indépen-

dante de g(Xpq1,...,Xy).

\. J

Exemples : X; +---+ X, et X, +---+ X, sont indépendantes.
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Pour tout i € Ntel que 1 <7 <143 <n, X;X;11 et X;12X,.3 sont indépendantes.

/O Preuve des propositions :

— (<) Soient Ay,..., A, C E. En utilisant le théoréme d’associativité pour les familles sommables,
(331 ..... xn)eAlx---xAn

(xl 7777 $n)EAI><"'><An

=P(X;€A4A) x---xP(X, € 4,)

— Soient z,y € R%. Par indépendance des variables X7, ..., X,,,

P([f(Xla s 7Xp) = ZL"] mg(Xp-H? o vXn) = y)

—~ Exercice 8. \

Soit (2, 7,P) un espace probabilisé. Soit X : (2, 7,P) — (R, B(R)) une variable aléatoire
discrete. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que X soit indépendante d’elle-
méme.

—~ Exercice 9.

Soit (€2, T, P) un espace probabilisé. Soient X, Y deux variables aléatoires de (€2, T, P) a valeurs
dans (N*, P(N*)), indépendantes, et telles que, pour tout i € N*, P(X =i) =P(Y =) = 212
1. Calculer P(X =Y).
2. Calculer P(X >Y).
3. Soit N € N*. Calculer P(min(X,Y) < N).

IV Lois usuelles

Dans cette partie, toutes les variables aléatoires sont discretes.

CPGE

paradise 3/10


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

Schéma de Bernoulli! : Soit p €]0,1[. Un schéma de Bernoulli est une suite finie d’expériences
identiques, deux a deux indépendantes et ayant, chacune, exactement deux issues possibles : un succes
ou un échec. La probabilité qu'une expérience soit un succes vaut p.

Cette suite d’expériences est modélisée par les termes d’une suite (X, ),en de variables aléatoires indépen-
dantes, a valeurs dans {0, 1}, et suivant la méme loi de Bernoulli B(p) i.e. pour tout k € N, P(X = 1) = p.
Loi binomiale : Soient n € N, et p € ]0,1[. Considérons un schéma de Bernoulli d’ordre n (i.e. ou
n expériences sont menées) ou la probabilité de succes vaut p. Le nombre de succes est aléatoire et est
compris entre 0 et n, et la probabilité que k succes aient lieu vaut la probabilité que I'une des situations ou
k € [0; n] succes sont disséminés parmi les n expériences ait lieu : I'une de ces situations a une probabilité

n
pk(1—p)"~* d’avoir lieu (par indépendance), et il y a < k:) combinaisons de k succeés parmi n expériences

a deux issues.
n

La variable aléatoire S = ZXk qui compte le nombre de succes d'un schéma de Bernoulli d’ordre n et
k=1
de probabilité de succes p est a valeurs dans [0;n] et suit la loi binomiale B(n,p) :

el RS =0 = ()]0 -

Loi de Rademacher : 1l est possible de modéliser un schéma de Bernoulli d’ordre n € N et de pro-
babilité de succes p € ]0,1[ par les termes d'une suite (Y;,),>o de variables aléatoires & valeurs dans
{—1,1} indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi de Rademacher i.e. pour tout k € N,
Dans un tel contexte, il est loisible de se ramener & la suite (X,,),en de variables de Bernoulli correspon-
dante en remarquant que, presque stirement,

VkGN, Y. =2X, -1

Loi géométrique : Considérons un schéma de Bernoulli infini 7.e. ot1 I’on réalise une infinité dénombrable
d’expériences identiques et indépendantes, et ou la probabilité de succes vaut p € ]0, 1[.

Le temps d’attente du premier succes est une variable aléatoire T & valeurs dans N* suivant une loi
géométrique G(p).

Soit n € N*. Pour que le premier succes ait lieu a la n-ieéme expérience, il faut et il suffit que les expériences
antérieures se soldent toutes par des échecs et que la n-ieme soit un succes, c’est-a-dire que

P(T=n)=(1-p)""'p

r—[Théoréme 10.] \

Soit p €0, 1[. Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées suivant la loi de Bernoulli B(p). Alors

— Presque stirement, il existe £ € N* tel que X = 1.

— Y = min{k € N*| X}, = 1} est une variable aléatoire a valeurs dans N* suivant la loi
géométrique G(p).

\. J

/O Preuve :

n
— La suite d’événements <ﬂ Xk = O]) est décroissante, donc par continuité décroissante et uni-
k=1 neN*

1. Rappelons que Jacques Bernoulli n’est pas une nouille.
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cité de la limite : .
P (ﬂ [(Xk = O]) —— P(=[F3keN, X,=1])=0

k=1 n—-+o0o

=(1-p)"

— Soitn e N*. [Y =n]=[Xo=0N...N[X,-1 =0N[X, =1] € T, donc Y est mesurable, c’est
donc une variable aléatoire a valeurs dans (N*, P(N*)).
Par indépendance,
PY =n)=(1-p)"'p

,—[ Remarque 11. ]

Souvent, le premier succes arrive assez tot. En effet, il existe u > 0 tel que 1 — p = e, donc
(1 —p)"tp = e~ ("=Dr(1 — e7#), ce qui exhibe une décroissance exponentielle de la probabilité
du premier succes avec le rang de ce succes.

,—[Proposition 12.} \

Soit p € ]0, 1[. Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique G(p). Alors

V(n, k) € N?, P(X>n+k|X >n)=P(X > k)

On dit qu’une loi géométrique est une loi sans mémoire.

/O Preuve : Soit (n, k) € N2

P(X >n+k)
P(X > n)
+oo

Y, (I-pm'p
_ m=n+k+1
— oo

> (L—p)mlp

m=n+1

PX>n+k|X>n)=

1

1L~T1 —p)
1

1 1—p)

N

(1 _ p)n—i—k %

(I—p)mx

=(1-pf=PX >k) Q formule utile pour une loi géométrique

Loi de Poisson : Soit A > 0. On dit qu’une variable aléatoire X a valeurs dans N suit une loi de
)\n
Poisson P(\) lorsque pour tout n € N, P(X =n) = e *—..
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r—[Théoréme 13.]

Soit A > 0. Soit (p,) €]0,1[N telle que np, — A. Soit (X,)nen une suite de variables

aléatoires telle que pour tout n € N, X, suit la loi B(n, p,).
Alors (X,,)nen converge en loi vers une loi de Poisson P()\) i.e.
A"

vm € N, P(X,=m) —— e "—
n—+0o00 m)

/ PI‘euve H SOlt m € N POUI tOlll entier n > m,
n m n — Pn

=nx'”X0%4n+Dﬂ—p)”%mﬂ—p)"

—— n n —_—
—>)\m 1
n—+o00 —1 n—+oo
n—-+oo

ce qu’il fallait démontrer.

r—[Exercice 14.}

Soient A > 0 et p €]0,1[. On modélise le nombre d’ceufs pondus par un poisson par une loi
de Poisson P(A). On modélise I’éclosion d’un ceuf indépendamment des autres par une loi de
Bernoulli B(p). Déterminer la loi du nombre d’ceufs éclos.

r—[ Exercice 15. ]

Soit (2, T, P) un espace probabilisé. Soit p €]0, 1[. Soit (X;);en+ une suite de variables aléatoires
définies sur (2,7 ), indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi de Rademacher
de parametre p.

On pose Sy = 0 et, pour tout n € N*, S, = X; + --- + X,,. Pour tout m € N* on pose
+oo

Am = () [ISa] < m].

n=0

1
1. On suppose que p = o Montrer que pour tout m € N*, P(4,,) = 0.

1
2. On suppose que p # o Montrer que P([S,, = 0] infiniment souvent) = 0.
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V Compléments

Fonction de répartition : Soit X une variable aléatoire a valeurs dans (R, B(R)). On introduit la
fonction de répartition de X, notée Fx, définie par

Fyx :R —[0,1]

r+— P(X < x)

Cette fonction ne caractérise que la loi de X.
,—[Proposition 16.} \

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans (R, B(R)). Alors :
— F'x est croissante.

— Fx(z) —— 0 et Fx(z) —— 1.
Tr——00 T—>+00

— Fx est continue a droite en tout point de R.

— Soit @ € R. Fx n’est pas continue en a si, et seulement si, P(X = a) > 0.

\. J

Preuves :
— La croissance de F'y découle de la croissance de P.

— Soit (2,)nen une suite réelle décroissante divergeant vers —oo. ([X < xy]),, o €st une suite décrois-
sante d’événements donc par continuité décroissante,

Fx(z) —— P (ﬁ[}( < xn]> =P(2) =0

Par un raisonnement analogue, on prouve de méme que Fx(z) —+> 1
n—-+00

— Soit (2 )nen une suite réelle décroissante convergeant vers a € R. ([X < x,]), oy est une suite
décroissante d’événements donc par continuité décroissante, F'x(z;) — Fx(a). Donc Fy est
n——+0o0

continue a droite en a.
— (=) Soit (z,)nen une suite réelle décroissante convergeant vers a et (y,),eny une suite réelle crois-

sante convergeant vers a sans valoir a. Par continuité croissante et décroissante, on montre que
Fx(l’n) m Fx(a) et FX(yn) m} FX(CL—).

Donc P(X =a) = Fx(a) — Fx(a™) > 0 car Fx est discontinue en a.

(<) Si Fx est continue en a, alors P(X = a) = Fx(a) — Fx(a™) =0.

Variables a densité : Soit X une variable aléatoire a valeurs dans (R, B(R)). On dit que X est une
variable aléatoire a densité s’il existe une fonction f : R — R™ intégrable et telle que

Va € R, FX(a):/_a F()dt

Une telle fonction détermine entierement la loi de X.
Exemples :

— Pour tout t € R, f(t) = e "1 100((t). f est la densité d'une loi exponentielle £(1).
1

Vor

— Pour tout t € R, f(t) = e, f est la densité d’une loi normale centrée réduite A (0,1).

— Pour tout t € R, f(t) =
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Il est alors possible de définir, sous réserve d’existence, ’espérance et le moment d’ordre 2 de telles
+00 +0oo
variables par E(X) = / tf(t)dt, et E(X?) = / t2f(t)dt

Proposition 17.}

Si X est une variable aléatoire a densité, alors pour tout a € R, P(X = a) = 0.

/O Preuve : Soit a € R. P(X =a) = Fx(a) — Fx(a™) = 0 car la fonction de répartition d’une variable
aléatoire a densité est continue. En effet, soit ¢ > 0. Pour tout x € [a — ¢, al,

[Fx(a) = Fx(@)] < |[fllce fa—c.q [© — @l

ce qui démontre a la continuité a gauche, donc la continuité.
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Correction de ’exercice 8. :

Supposons que X soit indépendante d’elle-méme. Soit = € R tel que P(X = z) > 0. Alors par indépen-
dance des événements [X = z] et [X = 2], P(X =) = P([X = z]N[X = z]) = P(X = z)?, donc
P(X = x) = 1. Donc X est presque slirement constante.

Réciproquement, toute variable aléatoire constante est indépendante d’elle-méme.

En conclusion, une variable aléatoire est indépendante d’elle-méme si, et seulement si, elle est presque
stirement constante.

Correction de ’exercice 9. :
+oo +oo
1.]P>(X:Y):IP><|_|[X:z'}ﬂ[Y:z']> L1

=1

Z. — .
—4 3
indépendance

400 +ool+oo 1 +001 1

2.]P>(X>Y)—]P><|_|[Y i N X>z> 2212214'37 253

=1

mdependance

3. P(min(X,Y) < N) =1 —P(min(X,Y) > N) =1—-P(X > N)P(Y > N) =1— 4%\/

=[X>N]N[Y>N] T T

indépendance calcul aisé

Correction de ’exercice 14. :

Notons X la variable aléatoire désignant le nombre d’ceufs pondus, et Y le nombre d’ceufs ayant éclos.
n

A
Pour tout n € N, P(X =n) = e"\—' et pour tout k € [0;n], P(Y =k | X =n) = <Z>pk(1 —p)"* car
n!

lorsque [X = n] est réalisé, chaque éclosion est considérée, indépendamment des autres comme un succes
dans un schéma de Bernoulli d’ordre n et de probabilité de succes p.

Soit k£ € N.

:ioIP)([Y:k]ﬂ[X:n]):iOIP(Y:MX:n)IP(X:n)

TR AT ¢ TH
- ,\(p/\)k
T

Donc Y suit la loi de Poisson P(p).

Correction de ’exercice 15. :

2m—+1
1. Soit m € N*. Soit k € N*. Posons By = () [Xkm+: = 1]. Par indépendance, P(By) =
i=0
construction, si By est réalisé, alors |Sykromi1 — Smr—1| = 2m + 2 est réalisé, donc [Spkiomi1 ¢
[—m;m]] U [Smr—1 & [—m;m]] est réalisé, et ceci est valable pour tout k& € N*. Pour tout ¢ € N*

CPGE

paradise 9/10

W et par


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.fr

Mathématiques en MP* d’apres un cours au lycée Louis-le-Grand

posons k;, = 4¢m. Par le lemme des coalitions, pour tous ¢,/ € N* tels que £ # (', les événements

By et By sont indépendants. De plus > P(By,) est divergente (son terme général est non nul et
1
indépendant de ¢).

+oo +00
Le premier théoreme de Borel-Cantelli assure alors que P (ﬂ ( U Bké)) =1

=1 \U'=l+1
Autrement dit, presque stirement, By, est réalisé infiniment souvent, donc I'’événement A,, est
négligeable : il existe une partie infinie J de N telle que pour tout n € J, S, ¢ [—m;m].

2. Pour tout m € N*, posons u,, = P(Ss,, = 0).
Soit m € N*. Remarquons que le retour a l'origine se fait si, et seulement si, autant de déplacements

2m
a gauche qu’a droite ont lieu et, sur 2m déplacements il y a < ) telles combinaisons et par
m

2
indépendance des déplacements, u,, = < m) p™(1 —p)™. Alors
m

U1 (1 — )(2m+2)(2m—|— 1)

dp(1 —p) <1
Up, (m+1)2 m—-+00 (1 —p)

En effet, y = 2(1 — x) est une parabole tournée vers le bas atteignant son maximum entre les deux

racines de X (X — 1), donc en x = 2 et celui-ci vaut 1P =+ 5 donc l'inégalité est stricte. D’apres

la regle de d’Alembert, Z Uy, converge.
m>1
Le deuxiéme théoreme de Borel-Cantelli assure alors que P([Sa,, = 0] infiniment souvent) = 0.
* * *

Compilé par Mehdi Chouta pour CPGE Paradise le 21 mars 2021.
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