Mathématiques en MP* inspiré d’'un cours au lycée Louis-le-Grand

CHAPITRE 38
Calcul différentiel

Soit F, F, G des R-espaces vectoriels normés de dimension finie munis de produits scalaires et normes
respectives (, ), (5 ) (s Ve Il g 1l |-l - Lorsqu’il n’y a pas ambiguité sur I'espace ot 'on travaille,
on notera la norme et le produit scalaire tout simplement ||.|| et (, ). Soit € un ouvert de E.

I Applications linéaires et hyperplans

On commence par voir quelques éléments qui nous seront utiles par la suite.
,—[Proposition I.1.] \

Soit a € FE et soit f I'application

{E —R
|z — (a, 2).

L’ensemble H(f) = {(z, f(z)), x € E} est un hyperplan de I'espace vectoriel E x R.

\. J

Démonstration. On a pour tout (u,v) € E x R,
(u,v) € H(f) <= v = f(u) <= v — (a, u) = 0.

L’application ¢ : (u,v) — v — (a, u) est une forme linéaire de E x R. L’équivalence précédente nous
donne que H = Ker v, i.e. H est le noyau d'une forme linéaire, ce qui signifie que H est un hyperplan de
E x R. O

Exemple. Observons les deux exemples suivants.

Considérons le cas ou E = R?, et I’application Considérons le cas ou F = R, et 'application
h - R? —R ] R —R
(r,9) = ((@,y), (L1) =z +v. e —om

La surface représentative de h, H(h) est la suivante. La courbe représentative de g, H(g) est la suivante.

hz.y) 9(x)

On voit bien ici que I'ensemble H(h) est un plan On voit bien ici que I'ensemble H(g) est une droite
(hyperplan en dimension 3) de R? x R = R3. (hyperplan en dimension 2) de R x R = R?.

Remarque. Bien entendu, dans la proposition 1.1, si f était de la forme x —— b+ (a, x) avec b € R,
H(f) serait un hyperplan affine de E x R.
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II Différentiabilité

Dans cette partie, on suppose que f est une application de €2 dans F.

~ Définition II.1.] \

Soit g : Q@ — F et h : Q — F deux applications de €2 dans F' et a € €. On dit que h est
dominée par g au voisinage de a lorsque

I >0,3C 20, Ve eQ, z € Bla,n) = |[h(2)|lr < Cllg@)]p-

Dans ce cas, on note h(x) = O(g(z)). De méme, on dit que h est négligeable devant g au

voisinage de a lorsque
Ve >0, In>0,Vz €, z € Bla,n) = [|hz)|p <ellgl@)lp.

Dans ce cas, on note h(x) = o(g(x)). Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur le point a, on note

tout simplement dans les deux cas respectivement h(z) = O(g(x)) et h(x) = o(g(x)).

Remarques.

— Bien entendu, on a

h
h(x) =, o(g(z)) <~ Hggg”i — 0 lorsque ¢ est non nulle sur un voisinage de a

<= Je € F¥, 3In>0,Vz € Be(a,n), h(z) =(z) |g()||, et e(z) —= 0,

ou, Bg(a,n) est la boule de rayon 7 centrée en a pour la distance (z,y) — ||z — y|| ;. Remarquons
que lorsque g(z) = x — a pour tout z, on n’a pas besoin que x soit dans un voisinage de a. En effet,
la condition imposant que z soit dans un voisinage de a nous permet d’éviter le cas ou h(x) # 0 et
g(x) =0, ce qui donne h(z) = 0. Dans le cas ou g(x) = = — a, g est toujours non nulle (excepté en
a ou par définition h(a) = 0 et donc on définit €(a) = 0), et donc on peut définir £(z) pour tout
h(z)

T # a comme ————.
lg(@)]l 7

— En dimension finie, on peut remplacer les normes dans la définition par n’importe quelles normes
sur E et sur F, car toutes les normes sont équivalentes en dimension finie (voir chapitre 11.4).

— Soit g : R — R une fonction réelle et a € R. On sait que g est dérivable en a si et seulement s'il
existe [ € R tel que

g(ZL’) _g(a) >l<:>g(1‘)

T — Q T—a r—a

gla) +1x (z —a)+o(zx —a).

On veut étendre cette définition de dérivée aux fonctions dont 'espace de départ est un espace
vectoriel de dimension supérieure a 1. La définition suivant cette remarque nous donne un moyen
de le faire.
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~ Définition 11.2. ] \

Soit a € €. On dit que f est différentiable en a si et seulement s’il existe une application
linéaire p € L(E, F) telle que

f(z) = fla)+ (@ —a)+o(xr—a),
ou d’une maniere équivalente
fla+h) = f(@)+e(h) +o(h).

Lorsque ¢ existe, il s’agit de la seule application linéaire qui vérifie la propriété ci-dessus. on
dit que ¢ est la différentielle de f en a, et on la note df,.

Démonstration. Montrons 'unicité de . Supposons qu’il existe ¢ et 1 vérifiant la méme propriété.
Dans ce cas, on a

fla) +¢(h) + o(h) = fla+ h) = f(a) +¢(h) + o(h),

et donc (¢ — ¢)(h) = o(h). Posons v = ¢ — 1. v est clairement une application linéaire de F dans F, et

—— 0. Soit x € E'\ {0}. Posons z,, = % On a, étant donné que x, —— 0,
HhHF h=0 n+1 n—+00

T T
() ()
] [nll - 7o

et donc v(x) = 0. On en déduit donc que v et nulle sur E et que finalement ¢ = .

on av

Remarque.

— FEn dimension 1, i.e. lorsque €2 C R, la définition II.2 est cohérente avec celle de la dérivée. En effet,

si f:Q — R est différentiable en a, on écrit
flx) = [fla)+¢(x—a)+o(z—a). (1)
¢ est une forme linéaire de R, donc il existe u € R tel que pour tout z € R, p(z) = ux (le lecteur
non convaincu de cette affirmation peut la montrer lui-méme). On en déduit donc que 1'égalité 1
s’écrit
x)— f(a
fla) +ux (z—a)+o(r—a) ie. f(x) = J(a) > U.

Tr—a T —aQ r—a

f()

On en déduit que la différentiabilité est équivalente a la dérivabilité sur R, et donc qu’il s’agit bien
d’une généralisation de la dérivabilité aux R-espaces vectoriels normés quelconques.

— En réexaminant la définition IL.2, on voit qu'écrire f(z) = f(a)+ ¢(z — a) + o(z — a) signifie
qu’au voisinage de a, on peut dire que f(x) ~ f(a) + ¢(z — a), c’est-a-dire qu’on peut approximer
f par la somme d’une constante et une application linéaire appliquée a z — a (i.e. une application
linéaire affine dont la courbe représentative est une hyperplan affine dans le cas F' = R, comme
vu dans la premiere section de ce chapitre). Autrement dit, a une constante pres, 'application
linéaire ¢ est 'application linéaire qui approxime f le mieux au voisinage de a. En particulier, écrire
g(x) =, g(a)+Ix(z—a)+o(z) signifie qu’au voisinage de a, on peut dire que g(x) ~ g(a)+Ix (x—a),
c’est-a-dire qu’on peut approximer g au voisinage de a par une fonction affine, 7.e. une droite. Une
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autre maniere de le voir est de dire que lorsque x se déplace légerement a partir de a, la variation
de f(x) (égale & f(x) — f(a)) est approximativement linéaire en la variation de x (égale & z — a) a
lordre 1 pres (c’est-a-dire en négligeant les termes négligeables devant z — a au voisinage de a).

~ Définition 11.3. ] \

Lorsque F' = R, ¢ est une forme linéaire, et donc il existe u € F tel que

fla+h) = fla)+ (u, )y +ofh).

Dans ce cas, le vecteur u est noté V f, et est appelé gradient de f en a.

. J

Remarques.

— Attention, le gradient dépend du produit scalaire considéré. Lorsqu’on mentionnera le gradient
d’une fonction sans préciser pour quel produit scalaire, il s’agira du produit scalaire duquel E est
muni, (., .).

— En fait, le gradient de f en a Vf,, lorsqu’il est non nul, est la direction dans laquelle f croit
le plus rapidement au voisinage de a. En effet, pour une petite variation o € E, de norme fixée
|0]] = r > 0, la variation de f, f(a + d) — f(a) est approximativement égale a (Vf,, ¢). Cette

a

IV fall

variation est maximale lorsque d est positivement proportionnel a Vf,, i.e. d =r

Exemples.

— Observons 'exemple suivant. On considere I'application

- R? — R
Ny —l-(z—-1)%—(y—1)>~

On a pour tout (d1,02) € R? et (20,y0) € R?, dhyyy0)(01,02) = 2(1 — 29)01 + 2(1 — yp)d2 i.e.
Vhizow) = (2(1 —20),2(1 — yo)). Nous montrerons un peu plus tard un moyen pratique de trouver
cette différentielle. On en déduit par exemple lorsque (o, yo) = (3, 1), et donc df z 40) (01, 02) = —401.
On peut donc écrire

f(z,y) = f (o, y0) + df (2,50 (X — 0,y — Yo) + o((x — 20,y — Yo))

(@,y)=(z0,90)
= —3—4(r—3)+o((z—3,y—1)).
5 (z —3) +o(( y—1)
On en déduit qu’on peut écrire au voisinage de (3,1), f(z,y) ~ —3—4(z—3) = 9+ ((z,y), (—4,0)).
Observons ces éléments sur les deux figures ci-dessus : la courbe représentative de f (en vert), la
courbe de la fonction a droite de I’égalité précédente (en rouge) en (xg, o) et le gradient de f en
(x0,y0) (en bleu).

fz,y)
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— Siu € L(E,F), alors pour tout a € E, du, = u. En effet, on a bien u(a + h) = u(a) + u(h) =
u(a) + u(h) + o(h). Ce résultat est tres naturel, car la meilleure application linéaire qui approxime
u au voisinage de tout point est u elle-méme.

— Soit w € E. Considérons I'application de £ dans R, h : x — (u, ). Il s’agit d’une application
linéaire, et en utilisant le point précédent, on peut facilement voir que pour tout a € E, Vh, = u.

— Si p est une application linéaire et C' € F' un vecteur constant, alors pour tout a € E, d(p + (), =
dpg.

Remarque. Toute norme N : E — R sur F n’est pas différentiable en 0. Montrons ce résultat par
I’absurde. Supposons que N est différentiable en 0. On pose ¢ = dNy. Soit ¢ : E — R telle que
e(z) — Oet

T—

N(z) = N(0) +p(x) + o(x) = @(z) + [|z]| p e ().
On en déduit donc que pour tout t € R*,

N(tz) = glta) + (1) el . ING) = o(a) + 2 (). @)

L’égalité 2 devient, lorsqu’on fait tendre ¢ vers 07 et 0~ respectivement N(z) = ¢(z) et N(z) = —¢(z).
Ceci signifie que pour tout z, N(x) = 0, ce qui est absurde. On retrouve en particulier le fait que la valeur
absolue n’est pas dérivale en 0, car il s’agit d’une norme sur R.

Les trois figures ci-dessus nous donnent une idée lorsque £ = R?. En effet, pour ces 3 normes, on remarque
que leurs courbes forment un point anguleux en 0, ce qui refléte le fait que ces fonctions de R? dans R
ne sont pas différentiables en 0. En général, si I'on trace la courbe d’une fonction de R? dans R et qu’on
observe un point anguleux en a € R?, alors nécessairement cette fonction n’est pas différentiable en a.
L’inverse n’est pas nécessairement vrai, car en général, lorsqu’une fonction n’est pas différentiable en
a € R2, on peut observer quelque chose de plus compliqué qu'un point anguleux, comme des oscillations.

De plus, les courbes des normes ci-dessus sont symétriques par rapport a 'axe vertical (I'axe des z). En
effet, ceci est cohérent, car pour tout u € R? et toute norme ||.|| sur R?, ||—u|| = ||lul|.
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r—[Exercice II.4.] N

Montrer que chaque application ci-dessous est différentiable et calculer sa différentielle (et son
gradient lorsque I'espace d’arrivée est une partie de R) en tout point.

R™ — R . R
1. m: pour tout i € [1;n] ou n € N*.
(X1, xy) —

E — Rt
2. Y : ou N est une norme euclidienne dans FE.
r — N(x)?

oun € N*.

M, (R) — M, (R
3%:{/1 (R) HA?)()

\ J

On énonce maintenant quelques propriétés importantes de la différentielle et du gradient avant de passer
a la suite.

,—[Proposition II.5.} \

Si f:E— Fetg:E— F sont différentiables en a € F, alors pour tout \, u € R, Af 4+ ug
est également différentiable en a, et

d(>‘f + /Lg)a = )‘dfa + ,U/dga-
De méme, lorsque G = R,

V(/\f + ,ug>a = )\vfa + ,U/vga-

Démonstration. Cette preuve ne présente pas de difficulté et est laissée comme exercice au lecteur. [

,—[Proposition II.G.} \

Soit p € N*, et fi,..., f, des applications de £ dans F'. Supposons que f : B — F? est définie
sur l’espace produit de la maniere suivante

Ve e E, f(z) = (filx),..., fo(z)).

Pour tout @ € E, f est différentiable si et seulement si fi,..., f, le sont. De plus, on a pour
tout h € F,

dfo(h) = (dfia(h),...,dfpa(h)).

Démonstration.

— (=) Supposons que f est différentiable en a € E et posons df, = ¢ = (p1,...,9p). On a
fla+h)—= fla) = (h) = o(h),
ce qui donne, en substituant f et ¢ par leurs expressions,

(fila+h) = fila) =@i(h), .., fpla+ h) = fpla) = @p(h)) = o(h) = [|h]| g e(h).
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ou ¢ est une fonction de E dans FP? qui tend vers 0 en 0. On note dans ce cas pour tout h € F,
e(h) = (e1(h),...,ep(h)). On en déduit donc que pour tout i € [1;p],

fila+n) = fi(a) — pi(a) = ||h] g ei(h) = o(h).
Ceci nous permet d’affirmer que pour tout i € [1;p], f; est différentiable et sa différentielle est égale
— (<) Supposons que pour tout i € [1;p], f; est différentiable en a € E et posons ¢; = df; .. Posons
¢ : B — FP I'application définie par

Vh € E, ¢(h) = (¢1(h), ..., op(h)).

On a
fla+h) = f(h) = ¢(h) = (fila+ h) = fi(a) = p1(h), ..., fola+ h) = fy(a) — @p(h))
= (Irllgec(h), ... [[hll g ep(h)),
ou €1,...,€p sont des applications de £ dans F' qui tendent vers 0 en 0. On en déduit finalement
que

fla+h) = f(h) = @(h) = [|hll g (ex(h), ... p(h)) = o(h).
—0

h—0

f est donc bien différentiable et sa différentielle est égale a .

Proposition II.7.}

Si f: E — F est différentiable en a € FE, alors f est continue en a.

Démonstration. On a

f(z) = f(a) +dfo(x —a)+o(x — a).
—0 —0

T—a T—a

Bien entendu, df,(z — a) — 0 car df, est une application linéaire en dimension finie (voir le chapitre
xr a
11.6 sur les applications linéaires continues). O

,—[Proposition II.S.J

Soit 2y C E, Q5 C F, et Q3 C G des ouverts. Si f: )y — )y est différentiable en a € 4, et
g : Qs — Qg est différentiable en f(a), alors g o f est différentiable en a et

d(go f)a = dgs(a) o dfa.

Démonstration. On note |||.||| la norme d’opérateur associée a |||, (pour I'espace de départ) et a ||.||
(pour l'espace d’arrivée). Soit a € ;. On a

9(f(2)) = 9(f(a) = 9(f(a)) + dgs)(F(2) = f(a)) + o(f(z) = f(a)).
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L’égalité () est vraie, car g est différentiable en f(a) et f(x) — f(a). On a de plus

f(x) = f(a) = dfo(z — a) + o(z — a),

et pour tout h € E, ||df,(h)|l» < |||dfalll ||1] 5, et alors df,(h) .
On en déduit donc que

9(f(x)) — 9(f(a))

= O(h), et de méme dgyq)(h) o O(h).

(f(a) + dgsa)(dfalz — a)) +dg ) (o(z — a)) + o(dfe(z — a)) + ofo(z — a))
(f(a)) +dgg © dfa(x — a) + Olo(x — a)) + o(O(x — a)) + oz — a)
o(x—a)

g
g

g(f(a)) + dgga) © dfa(r — a) + o(x — a).

On a donc bien montré le résultat voulu.
O

Exemple. Dans le cas ou £ = F' = GG = R, regardons ce que devient la relation démontrée ci-dessus. On
a pour tout (a,b) € Q; x Qg et h € R, df,(h) = f'(a)h et dgy(h) = ¢’'(b)h. On en déduit donc que pour
tout h € R,

d(g o f)a(h> = dgf(a) o dfa(h) = g/(f(a))f,(a)h7 i.e. (g o f),((l) = g/(f(a))f/(a)
On retrouve bien donc la formule de la dérivée d'une composée de deux fonctions.

La propriété suivante est un cas particulier de la précédente, qui est assez utile en pratique, en particulier
en physique.

,—[Proposition (Reégle de la chaine) II.QJ

Soit I un intervalle ouvert de R, v : [ — E dérivable en ty € I, et f : Q0 — F différentiable
en v(typ) qu’on suppose dans Q. f o~ est dérivable en t, et

(f o 7) (to) = dfy(10)(7' (t0))-

Lorsque F = R, cette égalité devient

(f 07)(to) = (Vfrao, 7 (t0)) -

\. J

Remarque. La deuxieme égalité ci-dessus est tres similaire a la formule de la dérivée d'une composée de
deux fonctions, sauf qu’on remplace le produit sur R par le produit scalaire sur F.

Démonstration. En utilisant la formule de la proposition I1.8, on obtient pour tout h € R,

d(f 0 V)io(h) = dfya) (dne (R)) = dfy(20) (7' (£0)) -

Ceci nous donne bien la formule voulue. La deuxiéme égalité est une conséquence directe de la premiere.
O

Exemples.

— Lorsque a,b € R, a <b, et v est définie sur I =|0, 1] par
vVt €]0,1[, v(t) = tb+ (1 — t)a,
alors on a pour tout ty €]0, 1]

(f o) (to) = dfigb+(1-to)a(b — a).
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— On peut également retrouver une formule assez connue en physique de deuxieme année. Soit I une
courbe de R? et soit v : [0,1] — T un arc continu bijectif de classe C' (il s’agit d’un arc continu

parcourant I'). Soit £ : R® — R3 un champ vectoriel. On définit, comme en physique, mais cette
fois-ci formellement, 'intégrale de F sur I'arc I' de la maniére suivante.

JEanai = [(Eaw), +0)d

Lorsqu'il existe un potentiel V : R?® — R tel que E = (x — VV), alors on a

JEandd = [( 0,0, @) -, VG0 = V(1) - V).

régle de la chaine

On retrouve alors ’égalité ci-dessus bien connue en physique.

Proposition II.10.}

Lorsque F' = R, et f, g sont des applications de €2 dans R, alors si f et g sont différentiables
ena € €2, f x g 'est aussi.

Démonstration. L’application

o - R? — R
N (zy) oy
est différentiable en tout point de R2. De plus, si f, g sont différentiables en a € €, alors d’apres la propo-

sition 1.6, h : © — (f(z),g(x)) est aussi différentiable en a. Enfin, ® est différentiable en (f(a), g(a)),
donc d’apres la proposition 1.8, on peut affirmer que ® o h = f x g est différentiable en a. n

r—[Exercice II.11.] \

Soit f : 2 — R une application différentiable sur €2.
1. Calculer la différentielle de f2.
2. Supposons que f(Q2) CJ0, +oo[. Calculer la différentielle de /f.

r—[Exercice II.12.] N

Supposons que E est un espace euclidien, et que ||.||; est la norme euclidienne associée a (, ),
et soit b € E. Calculer la différentielle en tout point lorsqu’elle existe de 'application

ry E — R"
Nz — da,) = o =],

III Dérivées partielles

1. Généralités

On commence par introduire une notion assez utile.
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~ Définition TIL.1. | .

Soit u € F et f : ) — F une application de E dans F'. On appelle dérivée de f en x € (2
selon la direction wu, lorsqu’elle existe, la quantité définie par

Du(f)(z) =l Z 1) = F@),

t—0 t

\. J

Une fois cette notion définie, on peut caractériser d’'une maniere assez élégante la différentielle d’une
fonction.
,—[Proposition III.2.} \

Soit n = dim F € N*, (ey,...,e,) une base de E, et f: Q — F différentiable en a € Q. Pour
tout u, la dérivée de f en a selon u existe et pour tout h = hye; +---+ h,e, € E,

dfa<h) = ZDek<f)(a>hk

k=1
Lorsque F' =R et (ey,...,e,) est une base orthonormée, ’égalité ci-dessus devient,
Vfa=De,(f)(a)er + -+ De,(f)(a)en. (3)

Démonstration. Pour tout ©w € E et a € €2, on a
fla+tu) — f(a) = df,(tu) + o(tu) =t - df,(u) + o(t).
fla+tu) — f(a)

D,(f)(a) = df,(u). Montrons maintenant la formule de la proposition. On a pour tout h = hje; +--- +
hpnen, € E,

Ceci implique que = df.(u), i.e. la dérivée directionnelle en a selon u de f existe et
ﬁ

n

) =, e ) = e = 3 Du )0

k=1

Ceci est bien la formule voulue. La seconde inégalité est une conséquence directe de la premiere (le lecteur

ayant un doute peut essayer de la montrer lui-méme en utilisant les définitions). O
Remarques.
— Lorsque £ = R™ muni du produit scalaire canonique ((xy,...,2,), (Y1,...,Yn)) —> zn:xiyi, et
(é1,...,ey,) est la base canonique de R", alors en notant pour tout i € [1;n], z = (z,. . k;:xln) € FE,
af floy, oo i, +twi, . xy) — [T, .0, 70)

(z) = De,(f)(z) = lim

8gpi t—0 t ’

alors, on peut réécrire 1’égalité 3 pour tout a € €2 ou a est différentiable de la maniere suivante

of
Txl(a)
vfa =
of
ox,,

(a)
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0
Pour tout i € [[1;n], on appelle 8f (a) la dérivée partielle de f par rapport a la i—eéme variable en

a. En fait, I’égalité 4 nous permet de calculer la différentielle (ou le gradient) de fonctions a valeurs

. of .
dans R assez facilement en pratique. En pratique, pour i € [1;n], pour calculer 8f’ il suffit de
Ty

considérer toutes les variables autres que x; comme constantes et de dériver uniquement par rapport
a ZTi.

— Attention, la proposition II1.2 ferait croire que la réciproque est vraie. La réciproque est en fait
fausse : admettre une dérivée directionnelle, méme selon toutes les directions d’une base, n’implique
pas étre différentiable. En effet, on peut le voir via le contrexemple suivant. Considérons I’application

R2 — R

(I y) — xf.g/? si (Q?, y) 7£ (07 0)
’ 0 sinon.

On remarque qu’en (0,0), g admet des dérivées directionnelles selon (1,0) et (0,1). En effet, on a

g<t70)_g(070) -0 . 0 et g(O,t)—g(0,0) =0 s 0.
t t—0 t t—0

Cependant, g n’est pas différentiable en 0. En effet, en supposant que g est différentiable en 0
et en utilisant ce qui précede et la proposition 3, on peut affirmer que dg ) = 0. Ceci implique
que la dérivée en (0,0) selon n’importe quelle direction doit étre nulle, mais pour une direction

U= a) € R? telle que 3 # 0, on a

B

t t S Rat4 52 0 B
~—

#0 si a#0

gltu) = g(0,0) _ fPa?8/(t'a +£26%)

ce qui est absurde, donc g n’est pas différentiable en (0, 0).

9(z,y)

N

On observe sur le dessin ci-dessus qu’en 0, il y a des oscillations qui font que g n’est pas "lisse"
et donc ne peut pas étre différentiable en 0. Il s’agit donc d'un autre cas de figure que le point
anguleux en 0 qu’on a observé auparavant pour les normes. Remarquons que dans des directions
particulieres au voisinage de 0, ces oscillations divergent vers 'infini, mais on ne peut pas I'observer
sur le dessin, car on aurait besoin d'une précision beaucoup plus grande.

— En réexaminant la définition I1.2 et la proposition II1.2, on a jusqu’a présent deux manieres de
montrer qu’'une application f : Q —— F est différentiable et deux moyens pratiques de calculer la
différentielle d’une application en un point a € €.
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e Si f est "'simple', on peut potentiellement montrer grace aux propositions 11.6, I1.8, I1.5, I1.10

que f est différentiable. Par exemple, la fonction M —— det M est somme et produit d’appli-
cations identiques a celles de la question 1 de I’exercice I1.11, et est donc différentiable. On
pourra calculer la différentielle de cette fonction dans un exercice ultérieur (exercice I11.9)

Si on sait déja que f est différentiable en a (ou on I’a montré via le point précédent), pour
calculer la différentielle de f, il suffit de calculer les dérivées selon les vecteurs d'une base
convenable de E (en général, on calculera plutot les dérivées partielles dans le cas ou £ = R”
avec n € N* muni de son produit scalaire canonique ou est un espace euclidien). Ensuite, il
suffit d’écrire pour tout h = hyey +--- + hpe, € E,

n

dfa(h> = ZDek(f)<a)hk7

k=1
et dans le cas plus fréquent ot £ = R"™, pour tout h = (hq, ..., h,) € R,

LS|
i) = Y50

k=1

(Cl)hk

Si de plus F' = R, alors df,(h) = (V f,, h) ou V f, est donné par ’égalité 4.

Si on ne sait pas si f est différentiable a priori, on calcule f(a+h) — f(a), et on essaye d’écrire
cette différence conformément a la définition I1.2. Une fois cela fait, on aura montré que f est
différentiable en a, et on aura potentiellement aussi calculé la différentielle de f en a en méme
temps.

— Le premier point de cette remarque nous montre également qu'un moyen possible pour démontrer
que f n’est pas différentiable est de démontrer que f n’admet pas une dérivée selon une certaine
direction u € E, ou alors montrer par ’absurde que si c¢’était le cas, les valeurs de la différentielle
et des dérivées directionnelles ne sont pas cohérentes entre elles.

r—[Exercice III.3.] N

Soit n € N. On munit M,,(R) du produit scalaire (., .) : (A, B) — Tr(ABT) et de la norme
.l : A — Tr(AAT). Montrer que les applications suivantes sont différentiables (sauf poten-
tiellement en un point) et calculer leurs différentielles.

R™ — R* .
1. hy: ouay,...,a, € R.

) hQZ{Mn(R) SR

5 {Mn(R) — M,(R)

(X1, .., Tp) — \/(g;l — )2+ (2 — an)?,

M —— det M.

1A e M,(R).
M oy aan A EMaR)
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r—[Exercice III.4.] N

Soit k € N* et f une fonction de E¥ dans F. On dit que f est k—linéaire lorsque pour tout
x1,...,2x € E et tout ¢ € [1; k], Vapplication x — f(x1,...,2; 1,2, Tiy1,- - ., Tg) est linéaire.

1. Montrer que f est continue sur E.

2. Montrer qu’il existe C' > 0 tel que pour tout zq,...,x, € E,
1f (@1, zn)llp < Cllaallp x - X lawl g

3. Calculer la différentielle de I'application

JE — F
Nz — f(z,...,2).
On dit que f est symétrique lorsque pour tout zi,...,z, € E et toute permutation

0 € Sk, f(@1,...,2k) = f(To@)s - - - Tor)). Que devient cette différentielle de g lorsque f
est symétrique ?

2. Fonctions de classe C!

Dans cette sous-partie, on suppose que £ = R" avec n € N* muni de son produit scalaire canonique et €2

est un ouvert de F.
~ Définition IIL.5. | X

Soit f une application de R™ dans F. On dit que f est de classe C! lorsque f admet des

dérivées partielles pour tout i € [1;n] (par rapport a toutes ses variables), et que pour

8:151-
tout i € [1;n], x —>

x) est continue sur €.
5 %;( )

\ J

Exemple. Les fonctions polynomiales, i.e. les fonctions de I’ensemble

Rlzy, ...,z = {(xl,...,:cn)l—> Z anxt . xor A C N ﬁni,(aa)aeAERA}.

a=(ai,...,an)€A

sont de classe C! sur R,

Proposition III.6.}

Si f:Q — F est de classe C!, alors elle est différentiable en tout point de €.

Démonstration. Soit a € €). Si f est différentiable en a, alors d’apres la proposition I11.2, sa différentielle
en a doit étre égale a la fonction ¢ définie par

0
Vh = (h1,...,h,) €R", o(h) = th8f (a).
k=1 Y%k
On va donc essayer de montrer que f(a+h)— f(a)—p(h) o o(h). On sait que les dérivées partielles sont
—

bien définies et continues, on a donc des informations utiles sur les variations du type f(a + te;) — f(a)
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0
(approximativement égales, a 'ordre 1, a taf(a)) ou e; est le i—éme vecteur de la base canonique de
.I'.

R™ et t un nombre réel assez petit en valeur "absolue. On va donc essayer de décomposer la variation
fla+h) — f(a) en somme de variations égales a f(b+ te;) — f(b) ou b est proche de a.

Soit € > 0. Par continuité des dérivées partielles et le fait que €2 est ouvert, on peut affirmer qu’il existe
n > 0 tel que pour tout y = (y1,...,yn) € R",

of of
Sl = 2 (w)

i —Yil<n = yeQet
vl <0 = veoe

F) < €. (5)

Posons pour tout h € R™ tel que ||h||, < 7 (cette condition sur ~ nous donne en particulier que a+h € Q),

A(h) = fla+h) = fla) = o(h).

On cherche & montrer que A(h) = o(h). On écrit

A1 (h)
of
A(h) :f(a1+h1,a2+h2,...,an+hn> —f<a1,a2+h2,...,an+hn) —hlﬁ(a)
1
0
+f(a1,a2+h2,...,an—|—hn)—f(al,ag,a3+h3,...,an+h ) hgaf( )+
o)
Az (h)
of
+f<a17a27---7anflvan+hn)_f(alva%'”?an)_hnaT( )

An(h)
= 3 Ay(h
k=1

Notre but maintenant est de trouver une bonne majoration pour Ag(h) pour tout & € [1;n]. On écrit
pour tout k € [1;n],

of

Ap(h) = flay, ..., a1, a5 + hy, ... an + hy) — fla, ..., ak, a1 + i1, - an + hy) hkaxk( a).

o (h)

On voit que 0 (h) ressemble fortement a une variation du type f(b+ te;) — f(b) ou b est proche de a, on
veut donc trouver une relation entre cette quantité et la dérivée partielle. Un outil assez pratique pour
le faire (plutdt de le faire directement, ce qui peut étre assez pénible) est 'inégalité des accroissements
finis. En effet, en posant pour tout ¢ € [0, 1]

of

q)(t):f(al,...,ak,l,ak—i—thk,...,an—i—hn)—f(al,...,ak,akﬂ+hk+1,...,an+h) thka ()
Tk
qui est une fonction continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1], on peut dire que
0 0
Ve €]0,1[, [|9(e)]| = ||« f(al, ooy ag + chy, agpr + hyya, oo an + hy) — f( )
régle de la chaine

of of

= |hk| ail’k (al,...,ak+chk,ak+1 —l—hk+1,...,an+hn) aLL’k( ) .

< |l e

()
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L’inégalité (x) est vraie car ||a — ag.|| ., <7 (on peut facilement le voir en utilisant le fait que ||| < 7,
¢ €]0, 1] et en utilisant 'implication 5).

Maintenant, on peut appliquer I'inégalité des accroissements finis (voir le chapitre sur les fonctions a
valeurs vectorielles) sur I'intervalle [0, 1], ce qui nous permet de dire que

1Ak (P) | = [[@(1) = 2(0) ]| < |hn]e-

On en déduit donc que

AR F < Z 1AM < €D [l < mellhll,

k=1

Ceci nous permet de dire finalement que A(h) = o(h), ce qui est bien le résultat voulu : f est différentiable
en a et sa différentielle est égale a .
[

Notation. On note C*(€, F') I'ensemble des applications de Q dans F de classe C*.
~ Proposition I11.7. | .

Soit f une application de 2 dans F'. Les propositions suivantes sont équivalentes.
1. f est de classe C! sur €.

Q — L(E,F)

a +—df,

2. f est différentiable sur 2 et I'application v : { est continue.

Démonstration. On note |||.||| la norme d’opérateur associée a ||.||., (pour I'espace de départ) et ||.||
(pour I'espace d’arrivée).

— (1) = (2) D’apres la proposition IIL.6, f est différentiable, car elle est de classe C'. De plus, pour

tout a,b € Q et h € F, on a
af of i
> (@ rm)n| < ) .
F k=1 F

On en déduit donc par définition de la norme d’opérateur que

of

T 8xk

af af
87%(@) - %(b)

1(dfa = dfy) (D) =

ldfa — dfe

( )HF b—a 0.

On a donc bien montré la continuité de .

— (2) = (1) f est différentiable en tout point de 2 et donc admet des dérivées partielles en tout point
de Q. On a alors pour tout a,b € €2, en notant pour ¢ € [1;n], e; le i—eéme vecteur de la base
canonique de R",

‘(W af

. (a) — o (b)
f est donc bien de classe C! sur Q.

= lldfole:) = dfo(eo)ll p < [lldfa = dfslll le:ll = [lldfa = dfs[[| ~— 0.
F

On introduit ensuite quelques propriétés générales utiles des fonctions de classe C!.
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,—[Proposition III.S.J \

Les propositions suivantes sont vraies.
1. C1(, F) est un R—espace vectoriel.
2. (CH(QQ, F),+, x) est une R—algebre.

Démonstration. La preuve de ces deux propositions ne présente pas de difficulté et est laissée comme

exercice au lecteur. ]

Exemples.

1
— Si f: Q — R ne s’annule pas sur ) et est de classe C!, alors — est de classe C*.

f

— Si f:Q — R est strictement positive sur € et est de classe C!, alors \/f est de classe C!.

~ Exercice TIL9. | \

Soit Zanz" une série entiere complexe de rayon de convergence égal a R > (0. Montrer que

(z,y) — Y _ap(z + iy)* est de classe C* sur
k=0

Bg2(0, R) = {(z,y) € R, [[(z,y)ll, = /2> +y* < R}.

3. Matrices jacobiennes

Dans cette sous-partie, on suppose que £ = R" et F' = R? ou n,p € N* et sont munis de leurs produits
scalaires canoniques. On suppose aussi encore une fois que §2 est un ouvert de E.

~ Définition IIL.10. | .

Soit a € Q et f: Q — RP différentiable en a. On appelle matrice jacobienne de f en a,
la matrice de I'application linéaire df, dans les bases canoniques de R™ et RP. On note cette

matrice J¢(a).

\.

,—[Proposition III.ll.j \
Si f: Q — RP est différentiable en a € ), et pour tout z € 2, f(z) = (fi(x),..., fo(z)), alors
on a

df1 df1
vfilja 67%(@) Ce Txn(a)
Jf@=1| + |[=| + - ; e M, (R).
vir) |oh, o
P B, (@) ... or. (a)

CPGE
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Démonstration. Soit (ey,...,e,) la base canonique de R™. On a pour tout i € [1;n],
dfi (@)
df1.a(ei) (Vfia, €) Ox;
de)=| = + |=| :

dfpale))  \(Vhyw ) |00
20

On a donc bien retrouvé I'image de la base canonique de R™ dans la base canonique de RP par df,, ce qui
nous permet d’écrire la matrice complete dans les bases canoniques de R™ et RP.

df1 df

a—xl(a) e a—xn(a) foa
Jpl@)=1 + =

Ofp 9fy i

a—xl(a) . a—xn(a)

Remarques.
— Bien évidemment, on déduit de ce qui précede que si f : 2 — RP est différentiable en a € ) C R,
alors pour toute matrice colonne h € R",

fla+h) = fla) = Jy(a) x h 4 ofh).

— On déduit également de ce qui précede que pour tout f : Q@ — RP telle que pour tout x € ,
f(x) = (filz),..., fo(z)) ou fi,..., f, sont des applications de © dans R, et a € Q ou f est
différentiable, on a pour tous (7, ) € [1;p] x [1;n],

(e, = 5.

et par conséquent, si g = (g, - .., gm) est une application de R? dans R™ différentiable en f(a) avec
m € N*, on a en utilisant la proposition II.8,

Jgor(a) = Jy(f(a)) x Jy(a)
et donc en posant pour tous z € R",
go f(x) = (hi(x), ... hm(2)) = (2 (f(2)), - - gm ([ (),
on a pour tous (i,7) € [1;m] x [1;n]

8hi(a> _ d(gio f)

(a) = [J,(f(@)) x Jy(a)],,

al'j 8[Ej
g1 Ig df fr
a—xl(f(a)) a—%<f(a)) é)731(1“(@)) (%n(f(a))
E 9Gm 3gm. Ofp | Oy |
@) gru@ G . gruw)|
_ = Jg; %
> e (@) 5 @

On aurait aussi pu montrer cette égalité en utilisant la régle de la chaine. En effet, I'application
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o :xp— flar,..., a1, %k, ag, . .., a,) est dérivable en ay, et
df1
o, (a)
¢'(ay) = ;
)

5@

On a alors en utilisant la regle de la chaine,

B (@
22;( ) = (g:0¢) (ar) = <v.gl7§0(ak)7 @ (ak)> = <ng,f(a), @ (ak)> _ < N . | J >
5o /(@) gif(a)
- Z o (f(@)?f;(a).

— En physique, on utilise quelques opérateurs différentiels dans quelques situations, par exemple en
électromagnétique, en particulier la divergence et le laplacien. En fait, on peut définir ces opérateurs
avec ce que l'on vient de voir. En effet, lorsque p = n, si f est une application de 2 dans R"
différentiable en a € 2, alors

(@ivf)a) = Ty (@) = 32 a),

k=1

et lorsque f est une fonction de R™ dans R admet des dérivées partielles secondes en a (dérivées

02 0 0
deux fois, notées Py = ( oz, ai) (a) pour tout ¢ € [1;n]), on définit le laplacien A f de la maniere
suivante
n 62 f
A =) —
o) =255

et en notant

on obtient la formule connue suivante

(div Vf)(a) = (div ¥)(a) = Af.

IV  Accroissements finis

Dans cette partie, on ne suppose plus que E = R", mais juste que E est un espace vectoriel normé de
dimension finie, et on considere €2 un ouvert de F.

1. Théoréme des accroissements finis

On énonce maintenant un équivalent du théoreme des accroissements finis pour les fonctions d’'un R—espace
vectoriel normé dans un autre, assez utile en exercices.
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,—(Théoréme (Accroissements finis) IV.1.}

Soit f € CYHQ, F) et a,b € Q. Posons [a,b] = {(1 —t)a +tb, t € [0,1]}, et supposons que
[a,b] C €. Les propositions suivantes sont vraies.

L J0) = fla) = [ do-uralb - a)dr

1
2. Lorsque F =R, f(b) — f(a) = /0 (V factaris, b— a) dt.
3. £ @) = f(@)llp < sup [[|dfa—tarull] X [|b— all -

te€[0,1]

Démonstration.

1. Considérons I'application

5 - 0,1] — F
e — f((1 —t)a + tb).

® est une composition de deux fonctions différentiables et est donc différentiable sur |0, 1], et est
donc dérivable. De plus, étant donné que ® € C([0,1], F) et donc que @’ est continue, on a pour
tous a, b € €,

£(8) ~ f(a) = 2(1) - 2(0) = [ @'(1)it - [ - aralt — )it

régle de la chaine

2. Cette égalité est une conséquence directe de 1’égalité précédente. En effet, lorsque F' = R, on a pour
tous a,b € )

df(l—t)a+tb<b —a)= <vf(1—t)a+bt7 b— a>

E Y

ce qui donne bien I’égalité voulue.

3. Cette inégalité est une conséquence directe de 1'égalité (1). En effet, on a pour tous a,b € €

< sup de(1_t)a+tb(b - G)H
F te(0,1]

< sup |||df i—tyatel|| X [[b—all
te(0,1]

156) = @l = | [ dfis-asalb — o)

F

Conséquences.
— Si f € C, alors f est localement lipschitzienne. En effet, considérons a € Q et n > 0 tel que
B¢(a,n) C Q. f € C, donc d’aprés la proposition II1.7, I'application
| Byla,m) — L(E,F)
v x — df,
est continue sur By(a,n). De plus, E est de dimension finie et By(a,n) est fermé borné, et est donc
compact. On en déduit que ¢ est bornée sur Bf(a,n) par un réel qu’on note K. On a alors pour
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tous x,y € B(a,n), en utilisant la proposition précédente,

1f(z) = fW)llp < tzl[éli}\\ldf(1—t)x+ty||l X |lz = yllg < Kllz —yllg-

— Si pour tout z € Q, df, = 0 et Q est connexe, alors f est constante sur 2. Montrons ce résultat.

\.

r—[Exercice IV.2.J N

Considérons a € Q et n > 0 tel que B(a,n) C . D’apres L’égalité (1) de la proposition précédente,
on a pour tout x € B(a,n),

1
f(z) = fla) = /0 df1—tya+tz(z — a)dt = 0.
On en déduit donc que pour tout x € B(a,n), f(z) = f(a). Posons maintenant

A={z€Q f(x)=fla)} = [ ({f(a)}).

Cet ensemble est fermé, car il s’agit de I'image réciproque d’un ensemble fermé de §2 par une fonction
continue. De plus, le raisonnement précédent nous permet aussi d’affirmer que A est ouvert (car tout
point de cet ensemble peut étre entouré d’une boule ouverte incluse dans A). finalement a € A, donc
A est non vide, et alors par connexité de 2, A = ). Au passage, on aurait également pu montrer
ce résultat si on avait supposé que €) est connexe par arcs (qui est une propriété plus forte que la
connexité) sans passer par la connexité. Pour ce faire, il suffit de considérer deux points x,y de €2 et
considérer un arc 7y de classe C! par morceaux (c’est-a-dire qu’on peut subdiviser [0, 1] en un nombre
fini d’intervalles disjoints ol v est de classe C') les liant (en fait, la définition de connexité par arcs
donne uniquement que v est continu, mais on peut montrer que dans tout R—espace vectoriel, la
connexité pour un ouvert implique la connexité par arcs de classe C'. Nous montrons ce résultat
en annexe pour le lecteur curieux). On peut montrer facilement que f o7 est constante sur son
support, car sa dérivée est nulle et que finalement f(b) = f(a).

Si 2 est connexe et qu’il existe u € L(FE, F) telle que pour tout x € Q, df, = u, alors il existe
une constante C' € F telle que pour tout z € Q, f(x) = u(z) + C. En effet, pour voir que c’est
vrai, il suffit d’appliquer le raisonnement précédent pour f — u qui a une différentielle nulle sur
tout 2 (pour tout x, d(f — u), = 0). On en déduit donc qu’il existe une constante C' € F' telle que
f(z) — u(xz) = C pour tout z, ce qui donne bien 'égalité voulue.

On suppose que § est convexe et on considere f € C1(Q,R). Montrer que pour tous a,b €

30 € [0,1], f(b) — f(a) = {V fasyaror, b—a)

B

r—[Exercice IV.3.] \
Soient m € N* et ai,...,am, b1,...,by, € RY. Montrer que
) (1) = (o)
k=1 k=1 k=1

2.

Inversion locale

Cette partie est hors programme, mais potentiellement utile aux oraux X-ENS. Par souci de simplicité,
on suppose dans cette sous-partie que E et F' sont égaux a R" et munis d’'une méme norme ||.||.
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Définition IV.4.)

Soit 2, Q' deux ouverts de E = R". Une fonction f : Q — €’ est un C!—difféomorphisme si f
est de classe C!, bijective, et f~! est de classe C! sur (V.

Remarque. Lorsque f est un C!'—difféomorphisme comme définit dans la définition ci-dessus, on a
f~lo f =1d et donc en appliquant la formule de la différentielle pour une composée de deux fonctions
(proposition I1.8), on obtient pour tout a € 2

df;ly o dfa =1d, ice. Jy-1(f(a)) x Jy(a) =1

On remarquera en particulier que la différentielle en a (resp. la matrice jacobienne) de f en tout point
a € Q est inversible, d’inverse dff_((ll) (resp. Jp-1(f(a))).

Exemple. Posons Q = R* x| — 7, 7] et Q' =R*\ (R~ x {0}) et considérons I'application

Q — Y
: 0 6
A () .
rsin 6
¢ est bijective de classe C sur Q et V(z,y) € @, o (z,y) = (\/xQ + 32,2 arctan (xil)) o1 est

également de classe C! sur 2, donc ¢ est bien in difféomorphisme de Q dans (V'

Le théoréme hors programme suivant peut étre également vu comme un exercice. Il arrive que quelque
chose de similaire tombe aux oraux X-ENS.
— Théoréme (Théoréme d’inversion locale) TV.5. | Y

Soit f € C1(2,R™). Soit a € Q tel que det J;(a) # 0. Il existe U C © un voisinage ouvert de a
et V' C R™ un voisinage ouvert de f(a) tels que

: JU —V

est un C!—difféomorphisme.

\ J

Démonstration. On commence par faire les réductions suivantes du probleme.
— Quitte a remplacer f par la fonction z — f(z + a), on peut supposer que a = 0.
— Quitte a remplacer f par x — f(x) — f(0), on suppose que f(0) = 0.
— Enfin, en posant u = dfy, quitte a remplacer f par  — u~! o f, on peut supposer que dfy = Id.

Le lecteur ayant un doute peut montrer lui-méme que ces simplifications ne changent pas le résultat,
en particulier, I'image d’un voisinage ouvert d’un point b € R™ par une application linéaire inversible
v € L(R™) est un voisinage ouvert de v(b).

Citons les étapes clés de la preuve.

1. Dans un premier temps, on montre qu’il existe un voisinage U de 0 dans lequel f est injective.

2. Ensuite, en posant V = f(U), il est clair que f:U — V est bijective. Il faut alors montrer que V
est un voisinage de f(0) = 0, et qu’on peut supposer que V' est ouvert, quitte a changer U par un
sous-ensemble ouvert de U.

3. Enfin, il reste & montrer que f~' € C'(V,U).
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On commence par la premieére étape. Inspirons-nous du cas ou n = 1. Dans ce cas, f/(0) = 1. Si on se
restreint a un voisinage convexe de 0 ou f’(z) > 0 (par exemple, voisinage assez petit pour qu’on ait
|f'(x) —1] < ;) pour tout x dans ce voisinage, alors f y est strictement croissante et par conséquent
injective.

Revenons au cas général n € N*. f étant de classe C!, d’apres le théoréme II1.7, on peut considérer r > 0
tel que pour tout = € B(0,r), |||df. — Id||| < 3 Pour montrer que f est nécessairement injective, il faut

étudier sa variation entre deux points z,y € B(0,r) en exploitant la relation entre les variations de f sur
le segment [x,y] et sa différentielle. Ceci nous fait penser directement au théoreme des accroissements
finis (théoreme IV.1). Posons U = B(0,r). On a pour tous z,y € U tels que f(z) = f(y), d’apres le
théoreme IV.1,

0= F(4) ~ £(2) = [ dfo-sanly — 2.

Dans le segment [z,y] C B(0,r), df est proche de Id et alors pour tout t € [0, 1], df(1_4)z41y est également
proche de Id. Par conséquent, df(;_s)z44,(y — ) est proche de y — x, et enfin son intégrale (qui est égale
a 0) est assez proche de y — x, ce qui n’est pas possible sauf si x = y. Formellement, ceci s’écrit

1 1
| [ drosasnty = 21t = (0= 2)]| = | [ @i — 100 - )1 ™)
=lly—=||

1
< ]| @fanay = 1)y — )| (8)

1
SLHMM%MM—JNWW—$Wﬁ (9)
< [Sly—aldt =y ol (10)

—ly —z||dt = = ||y — || .
—Jo 2 Y 2 Y

Ceci implique donc que ||y — z|| = 0, c’est-a~dire que y = x. On a donc bien montré que F' est injective

sur U.
Passons maintenant a la deuxiéme étape. Posons V' = f(U). On veut montrer que quitte a remplacer U

r
a un certain sous-ensemble de U, on peut supposer que V est ouvert. On va montrer que B (0, 4) cV,

puis remplacer U par f~! <B <O, Z)) Soit z € U tel que ||z|| < g ety € R" tel que ||y|| < % Considérons

la suite (2., )men définie par

To—=
Vm € N, xm+1:xm+y_f<xm)'

On va montrer que (x,) converge vers un point @’ € U tel que f(2’) = y. Pour cela, on va montrer que
() est a valeurs dans U et qu’elle converge. Montrons le premier point par récurrence. La propriété
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l|xo|| < % est vérifiée pour m = 0. Soit m € N. Supposons que ||z, || < g On a

1
fomsall =z +y = F(on) i = [ (o)t

1
<2t| [ @~ 10) @]
0
r 1
<2+ [ df, =140 ol dt
0
<SS leml <

. , , r .
On a donc bien montré par récurrence que pour tout m € N, ||z,,| < 7 Montrons maintenant qu’elle

converge. On a pour tout m € N*,
[Zms1 = Tl = |2 — Ty — (f (@) — f(@m-1))|l
1
= H/O (df(l—t):vm,l—s—tmm - Id) (xm - $m1>dtH
1
< [ Mdf-tym st = 1 = e

1
< §||xm_xmfl|’~

Tm,Tm—1€
On en déduit donc par une récurrence immédiate que pour tout m € N,

1 1
lZmrr = 2wl < o lloy = woll < o Ul + llzoll) < o

€
et enfin pour tout € > 0 et tous k,m € N tels que m > k et k > —log, () + 1,
T

k—1 k—1 m .
Yowipn— x| <Y i — @l < 25 S <e.
i=m i=m i=k

[2m — 2]l =

() est donc une suite de Cauchy dans un espace normé de dimension finie (donc complet), ce qui nous
permet d’affirmer qu’elle converge. Notons sa limite 2 € F. On a montré précédemment que pour tout

r r

meN, ||zn,] < 2 et donc ||2/|| < 3 Ce qui implique ' € U. Enfin, en passant a la limite dans la relation

de récurrence de (z,,), par continuité de f, on obtient y — f(z') = 0, et alors y € f(U) C V. En résumé,
r r

on a considéré y € B (O, 4> et on a montré que y € V, c’est-a-dire que B <0, 4> C V. On en déduit donc

r

que V est bien un voisinage de 0. Quitte & restreindre f a f~! (B (0, 4)) (qui est ouvert, car il s’agit
r

de I'image réciproque d’un ouvert par une application continue) et remplacer V' par B (0, 4), on peut

supposer que V' est ouvert.

Il reste maintenant & montrer que f~! € CY(V,U). On commence par montrer que =1 est différentiable
sur V. Soit k € R" et b= f(c) € V avec ¢ € U. On suppose que la norme de k est assez petite pour que
b+ k €V, et on pose

h=fYb+k)— f1(b) ce qui implique f(c+ h) — f(c) = k.

Si f~! est différentiable en b, la formule de la différentielle de la composée de deux fonctions nous permet

- -1
de dire que df, ' = (df fpl(b)> = (dfc)fl. Cette propriété suggere de procéder comme ce qui suit.
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|70+ k) = FH ) = (dfe) H—Hh dfc>—1<f<c+h H
< ||| (dfc)’llll ||f(c+h) - f( )—dfc( )| = olh).

Une suite naturelle a ce qu'on a écrit ci-dessus est de comparer h et k. On a
1 1
=kl = £+ ) = F(0) = (e h =) < Flle+h—el = 5 1]

L’inégalité () ci-dessus peut étre obtenue en utilisant l'inégalité 10. L’inégalité ci-dessus implique que

h
||2|| < ||k|| < 2||h]| et alors h = O(k). Enfin, on a

£ 0+ k) = F710) = (df) ™ (k)| = o(h) = o(k),

ce qui signifie que £~ est différentiable (et donc continue) sur V' de différentielle égale en tout point b € V'

1 -
a (df = (b)) . Enfin, il reste a prouver que f~! est de classe C!, ce qui est clair, car I'application b —

1
(dff—l(b)) est continue sur V, étant donné qu’il s’agit d’une composition d’applications continues. [J

Remarque. Nous citons sans démonstration une formule hors programme treés souvent utilisée en phy-
sique pour le changement de variables.

Soit ¢ un C!'—difféomorphisme d’un ouvert U C R" vers un ouvert V C R". Cette formule est souvent
utilisée en physique pour des ensembles fermés d’intérieur non vides K C U et L = ¢(K). En fait, on peut
formaliser ceci et garder la véracité de la formule ci-haut, pourvu que lesdits fermés vérifient certaines
conditions qu’on ne précisera pas (mais qui sont, en général en physique de spé, toujours vérifiées).

Soit L = ¢(K) C R", et g une fonction intégrable de L dans R. Lorsque K et L vérifient ces conditions
(qu’on ne précisera pas par souci de simplicité), on admet la formule suivante.

[ g@)dz = [ glp))ldet J,(y)|dy.

Un exemple d’application de cette formule en physique est le passage en coordonnées polaires. En effet,
en reconsidérant 1'application ¢ définie en (6), on a pour toute fonction g d’un ouvert L C R*x| — 7, 7]
dans R, on a

/g(x,y)d:cdy :/ ( )g(rcos@,'r’sin@) |det J,,(r, 8)| drde
L e~ 1(L

dot (cQSG —rsin&)‘drde

sinf@ rcosf

/ g(rcosf,rsin)
e~ (L)

/ g(rcos@,rsin@)rdrdd.
e~ 1(L

Exercice IV.G.J

+oo
Calculer /

+o0 2 2
. Indice : calculer/ / ) dady.
0
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3. Conditions d’optimalité

On généralise les conditions d’optimalité vues pour les fonctions définies sur une partie de R. Il est naturel
de déduire de ce qui précede et par analogie avec le cas de dimension 1 que la différentielle en un point
est nulle si ce point est un extremum local. On formalise cette propriété via la proposition suivante.

~ Proposition IV.7. ] \

Soit f: 2 — Ret a € €. On suppose que f est différentiable en a. Les propositions suivantes
sont vraies.

1. Si f admet un extremum local selon la direction u € R™ en a, i.e. la fonction ® : ¢ —
f(a+ tu) admet extremum local en 0, alors D, (f)(a) = 0.

2. Si f admet un extremum local en a, alors df, =0 (i.e. V f, = 0).

Démonstration.

1. 11 s’agit d’'un résultat classique d’analyse sur R, étant donné que ®’(0) = D,(f)(a) et donc le fait
que ¢ admette un extremum local en 0 implique directement que D,(f)(a) =0

2. L’intuition derriere cette preuve est simple : si V f, est non nul, alors pour h assez petit, on peut
dire que f(a+h)— f(a) ~ (V fa, h), et alors si la variation h a une direction opposée a V f, (égal a
—aV [,/ |V f.l| avec a > 0 assez petit), la variation f(a+ h) — f(a) est nécessairement strictement
négative, ce qui est en contradiction avec le fait que a est un minimum local car cela implique que
pour tout h € R™ assez petit, la variation f(a + h) — f(a) est positive. Maintenant, formalisons ce
raisonnement via la preuve ci-dessous.

Supposons sans perte de généralité que f admet un minimum local en a. On peut alors considérer
e > 0 tel que pour tout h € B(0,¢), f(a + h) — f(a) > 0. Supposons par 'absurde que V f, # 0.
On a

Vh € B(0,e), 0 < fla+h) = fla) = (Vfa h) +o(h).
On a alors, pour « €]0, ¢/,

Vfa
IV fal

En divisant des deux c6tés par « et en faisant tendre « vers 0, on obtient que — ||V f,|| > 0, i.e.
Vf. =0, ce qui est absurde. On a donc bien montré le résultat voulu.

0< <Vfa, —a > +o(a) = —a | VL + o(a).

Remarquons qu’on aurait pu prouver ce second point plus rapidement en utilisant le premier point :
a étant un extremum local, sa dérivée selon toutes les directions est nulle, ce qui signifie que pour
tout vecteur u € R", df,(u) = 0 et donc Vf, = 0.
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flz,y) maximum global

maximum local

minimum local
minimum global

Remarque. Bien entendu, comme sur R, un minimum (resp. maximum) local d’une fonction convexe
(resp. concave) est un minimum (resp. maximum) global.

,—{Exercice (Régression linéaire) IV.S.J s

Soit A € M, ,,(R), r,n € N* tels que r <n, et B € R".
1. Montrer que si A est de rang maximal (i.e. Ker A = {0}), alors AT A est inversible.

2. On suppose que A est de rang maximal. Trouver le minimum global sur R” de la fonction

. R* — R
P1x  —|lAx - B|>.

V Dérivées d’ordre supérieur a 2

Dans cette partie, on considere n,p € N* et on suppose que £ = R" et ' = RP sont respectivement munis
de leurs normes euclidiennes canoniques.

—~ Définition V.1.] .

Soit © un ouvert de £ = R", a € 2 et f une fonction de §2 dans F'. Lorsque cela a un sens, on
définit récursivement la quantité suivante.

k k—1
Vk € N*, Y(iy,... i) € [1;n]*, of a( ) )

Toutes les dérivées de cette forme sont appelées dérivées d’ordre k. L’ensemble des fonctions
admettant des dérivées a 'ordre m € N* continues en tout point est appelé ensemble des fonc-
tions de classe C™, et est noté, lorsque les ensembles de départ et d’arrivée sont respectivement

Qet F,C™(Q, F).

En fait, on peut montrer qu’on peut librement permuter les dérivées d’ordre inférieur a k € N* pour les
fonctions de classe C*.
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,—[Proposition V.Z.J

Soit k € N* et f € C¥(Q, F). Pour tout (iy,...,ix) € N¥ et 0 € S, permutation de [1; k], on a

oFf B oFf
Ox;, ...0x;, n 3%‘0(1) .0x;

o(k)

Démonstration. Etant donné que pour tout k& > 2, I'ensemble de permutations de Sy est généré par
I’ensemble des transpositions de la forme (z 1+ 1) avec i € [1;k — 1], il suffit de montrer le lemme
suivant.

r—[Lemme V.3.]

Pour tout g € C?(Y,R) avec ' C R? ouvert, on a

’9 I
8I13x2 B 8.7328]31.

\. J

Démonstration du lemme. Sans perte de généralité, on suppose que (0,0) € Q'. Pour montrer le
résultat voulu, on peut remplacer tout point quelconque de € par (0,0), car la preuve est la méme, et
alors il suffit de montrer I’égalité

0%g 0%g
8.1’18.1’2 (O’ O) N 31’23951 (07 0)

On va utiliser le théoreme de Fubini, qui nous permet de permuter les intégrales, pour montrer qu’on
peut permuter les dérivées. On pose pour tout (z,y) € €,

T y 829 T y 829
F = = )
(z,y) /o ( o Da0r (5,t)dt> ds et G(z,y) /0 ( ) 01107, (s, t)dt) ds

On a alors pour tous (z,y) €

Pl = [ (250 = 32050)) ds = gl = 9(0,9) = 6(2.0) +.90.0).

T y 82
= — 7 t d t
G(z,y) /0 ( a351(%2(5 ,t)d ) T ( axla@ (s,t) 3) d

. (x - 00

,y) — g(x,0) — g(0,y) + ¢(0,0).

Ces deux égalités entrainent

, ] " Yy 82 82
V(z,y) € U, F(x,y) = G(z,y) i.e. /0 < ; 8%(;;2(5,15) - 83:25351 (s,t)ds) dt = 0.

Supposons maintenant par I’absurde, sans perte de généralité que

2 2
790,09
0:1:103:2 0x28sﬁ1

(0,0) = A > 0.
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f est de classe C2, donc la fonction ci-dessus est continue. Il existe donc 7 > 0 tel que pour tout (s,t) € €,
on ait
0? 0?
I (s,t) —
01107 0x2011

A
[(s: )]l < = (s,) > 3.

On en déduit donc que

n( m 9% g A
— > 17
/O ( 0 8%18%2 <S’ t) 8%28%1 <S’ t)ds dt - 2 - 0’

ce qui est absurde. On a donc bien démontré lemme voulu.

Revenons maintenant a la preuve du théoreme. Soit £ € N* et 0 € S;. On sait que l'ensemble des
permutations est généré par I’ensemble des transpositions de la forme (z 1+ 1) avec i € [1;k — 1], il
existe donc m € Net 7,..., 7, € S des transpositions de la forme (z 1+ 1) telles que 0 = 170+ 07y,.

Etant donné que toute dérivée d’ordre au plus k — 2 de f est de classe C? par définition, on peut affirmer

d’apres le lemme V.3 qu’on peut permuter les dérivées voisines c’est-a-dire pour toute transposition 7 € Sy
de la forme (d d+ 1) avec d € [1;k — 1],

o f _ o f B ok f
6% . al'lk 8:@1 ce ﬁxid_laxid+1axid8xid+2 ce 6% axwl) ce 8xir(k) .
Enfin, en appliquant successivement les permutations, on peut affirmer que pour tous i1, ..., i, € [1;n]*,
o f B oF f B oF f
Gscil e &U% aIiTlo“.OTm(l) N &ciﬁomom(m (9:zzig(1) e aﬁfia(k)

Conséquence. Cette propriété de permutation des dérivées a plusieurs applications intéressantes. Citons-
en une qui est courante en physique de deuxiéme année.

Soit g1, 92,93 € C* (23, R) et g : @ — (g1(), go(x), g3(2)) ot 23 est un ouvert de R®. On définit 'opérateur
rotationnel, comme définit en physique, de la maniere suivante.

995 _ 99>
0 8:52 81‘3

ox1 g1 0 a
C g1 g3
Rotg=|ap | M) = | 0y ~ 0,
T\ g o
abus de notati(?)gf3 % —_ %
(91‘1 0902

Le fait de pouvoir permuter les variables nous permet d’avoir 1'égalité suivante pour toute fonction
f € C?(Q3,R), connue au programme de physique de deuxiéme année.

rf &

O0x90xs  Ox30x
Rot Vf = a%fg_ i = 8
8&:38551 8:6]28:63 0

0*f rf

83:1(%2 B (91'281’1
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r—[Exercice V.4.] N

Considérons u : RT x R — R définie par

V(t,z) € R x R, u(t,z) Zake cos(kx),

ou (ag) est le terme général d’une série absolument convergente. Montrer que u est continue
sur [0, +00[xR et que u € C*(]0, +oo[xR, R).

r—[Exercice V.5.] N

Déterminer toutes les fonctions u € C'(R", R) telles qu'’il existe (ay, .. .,a,) € R™\ {0} tel que

n au
A R™, i =0.
T € ;a 8%

r—[Exercice V.G.] N

Soit O un ouvert de R™ tel que pour tout x € O et A > 0, Ax € O. On dit qu'une fonction
f O — R est homogene de degré r > 0 si pour tout x € R", et A > 0, f(A\x) = X" f(x).
Montrer que f € C'(O,R) est homogene de degré r > 0 si et seulement si

Ve = (z1,...,2,) € O, zn:xlgf =rf(x).
i=1

)
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Correction de ’exercice 11.4 :

1. m; est une application linéaire en dimension finie, elle est donc différentiable. De plus, pour tout
a € Rn, dﬂ'i@ = T et

07@- 87@
0x; (a) 0x; (a) Ii—y

V']Ti,a = = = = &4,
87?1- 87@ ﬂi:n
8xn(a> 8xn(a)

ou e; est le i—eme élément de la base canonique de R™.

2. On a pour tout x,h € E, en notant (., .) le produit scalaire associé a la norme euclidienne IV,
N+ h)2 = N(@)? = (x4 h o+ h)y — {2, )y =2 (@, )y + (b By =2z, h)y + N(B)%

Toutes les normes sont équivalentes en dimension finie, il existe donc C' > 0 tel que pour tout h € E,
N(h) < C||h||g, et alors on a N(h)* = o(h), ce qui donne

N(x +h)* — N(z)* =2 (x, h)y + o(h),
et finalement pour tout z,h € E, di, ,(h) = 2 (x, h), et Vi), = 2z.

3. On travaille avec une norme d’opérateur |||.||| quelconque, associée a la méme norme pour I'espace
de départ et 'espace d’arrivée (en dimension finie le choix de la norme importe peu). On a pour

tout A, H € M, (R),

(A4+ H)? —A>=AH + HA + H*.
De plus, on a |||H?||| < |||H|||* = o(H), et alors

(A+ H)? —A? = AH + HA + o(H),

ce qui donne diy 4(H) = AH + HA.

Correction de ’exercice I1.11 :

1. f% est la composition de ¢ : x — 2?2 et de f. On a alors, en appliquant la proposition IL.8, pour
tout a € 2, ¢ est différentiable en f(a) et f est différentiable en a, donc v o f est différentiable en
a et

df3 = dw © fa = d¢f(a) o dfa = Qf(a)dfa

2. /[ est la composition de w : z — /x et de f. On a alors, en appliquant la proposition II.8, pour
tout a € €2, f est différentiable en a et f(a) > 0 donc w est différentiable en f(a) et

1

Correction de l’exercice 11.12 :
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f n’est pas différentiable en b car z — ||z||; n’est pas différentiable en 0. Soit a € E'\ {b}. On a

la+h—bll,=/(a+h—b a+h—0b)
= Vlla—b]% +2¢a—b, by +||h])%

2(a—b, h hl?
:Ha_bHE\ll_i_ <(Z 72>+ || ||E2
la—=bl  lla—0bl%

a/,h h2 2a’h h2
:Ha_m@<1+ (@) +O< (@ h) Al ))

la = bl 2la—bl5 la—bll  lla— bz
a—"b =o(h)
= |la — b|| —|—< , h>+o(h).
o la = bl
Adui a — a—>b
On en déduit donc que pour tout h € E, df,(h) = <, h> et V= ———.
la = bl la = bl
Correction de ’exercice I11.3 :
1. hy est composition de la fonction racine et de la fonction polynomiale (z1,...,z,) — (z; —a1)* +

oo+ (2, — apn)?, qui est strictement positive sur R™ \ {a}. On en déduit que h; est différentiable
sur R™ \ {a}, et en utilisant la proposition 3, on peut affirmer que

Vu = (u1,...,u,) € R"\ {a}, Yh € R", dhy4(h) = (Vhiy, h),

ou

oh, U —ax
—u _ 2 _ 2
0x4 \/(ul a1)? + -+ (up — an) "

Vhiu= : = : T T
ahl Uy, — G, HU_G’HQ
—(u
8xn< ) \/(ul—a1)2—|—~~~—|—(un—an)2

Remarquons que ce résultat est cohérent avec celui de I'exercice précédent.

2. det est différentiable sur M,,(R) car il s’agit d’une fonction polynomiale. On veut calculer la diffé-
rentielle de det. Pour toute matrice M = (m; ;)i jefi;n] €t %0, o € [1;n], on note A, ;, (M) le mineur
de la matrice M d’indices (g, jo), i.e. le déterminant de la matrice M a laquelle on a enlevé le
1o—eme ligne et la jo—eéme colonne, qui s’écrit

mi PN mi jo—1 mi jo+1 . min
A (M) | Myg—11 oo Myg—1,50—1 Mig—1504+1 -+ Mig—1n
20,70 - )
Mig+1,1 -+ Mig4150—1 Mig4+1,5o+1 -+ Mig+1n
mn,l e mn,jO*l mn7j0+1 . mnm

Soit ig, jo € [1;n]. On développant par rapport a colonne jg, on peut écrire pour toute matrice
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A = (ai)ijenm) € Ma(R)

det A= (=1 ai,  Aijy(A),
=1

independant de a;,,j,

H; jo (A4)

On a alors, en notant E;
partout ailleurs, et

oo = (03300540 )i jeqin] 1a matrice avec un 1 dans la coordonnée i, jo et 0

0 det (A) = lim det(A+tE;, ;,) —det A

8$io ,Jo t=0 t

la dérivée de det par rapport a la variable de coordonnées ig, jo, on peut écrire

8det (A) _ Z(—l)H—jO GHZ-J-O

afiovjo i=1 a‘/Ei(w’o

(A) = (1) Ay jy(A).

10,J0

On en déduit donc que pour tout H = (h; ;)i jefiin] € Mn(R),

0 det

[2¥) axu‘?

ddetA(H) = Z

i,j€[L;n]

(A)= > (=1)"h;;A;;(A) = Tr(H(Com A)T),

i,j€[1;n]

et alors, on peut écrire Vdet, = ComA.
3. Soit M € M,(R). On a

(M +H)A(M +H)=MAM + HAM + MAH + HAH.

HAH = o(H) car on a |HAH|| < ||A||||H|]?, et H — HAM + MAH est linéaire, on en déduit
alors que

hs(M + H) — ha(M) = HAM + MAH + o(H),

i.e. hs est différentiable et pour tout H € M,,(R), dhs p(H) = MAH + HAM.

Correction de 1’exercice 111.4 :

1. Soit eq,...,e, une base de E. On a pour tout xy,...,z, € E, en posant pour tout ¢ € [1;k],
Ti = Ti1€1+ ..., Tintn,

n
flxr, ..o zn) = Y wre flen, o, ..., xp)
ri=1
l/n/ n

Z Z x177”1x2,7“2f(€7“1a €roy L3,y .. 7'Ik)

ri=1lreo=1

n n n
— Z Z . Z 1 Togy - Thrp J(€rys€royevnyry)
ri=1lro=1 re=1

indépendant de z1,..., Ty

On en déduit alors que f est une fonction polynomiale (somme et produit de fonctions de la forme
(X1, .. xp) — Tiy,, © € [1;n]) en les coordonnées de ses arguments en dimension finie, ce qui
nous permet d’affirmer que f est continue sur E¥.
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2. Soit x1,...,xr € F non nuls. On écrit

1@y mn)llp = [l llzwllg

T T
fl— -,
el llewllg

A

F

On veut montrer que A est bornée. Pour ce faire, on remarque que A est égale a f appliquée a
des éléments de l'ensemble S(0,1) = {z € E, ||z||z = 1}. D’apres la question précédente, f est
continue sur E* et alors, elle est bornée sur le compact S(0,1)* (car le produit de compacts est
compact d’apres le chapitre sur les compacts). En posant alors C' un majorant de (y1,...,yx) —

If(y1, .-, u)|lm sur S(0,1)%, on obtient
I Tp
1] 5 &l

L’inégalité reste vraie lorsque x1, ...,z sont potentiellement nuls.

< Cllanllg > x lzxllp -
F

1 zn)llp = Nl el g

3. Soit a,h € E. On veut écrire f(a + h,...,a+ h) — f(a,...,a) comme somme d’une application
linéaire appliquée a h et un terme négligeable devant h. Lorsqu’on développe f(a + h,...,a + h)
comme un "produit" non commutatif, on obtient trois types de termes : le terme f(a,...,a), les
termes de la forme f(a,...,a,h,a,...,a) ou h apparait une fois, et les termes o h apparait plus
d’une fois. Les termes ou h apparait une fois sont linéaires en h, il est donc naturel d’essayer de
montrer que les termes ot h apparait plus d’une fois sont négligeables devant h. Soit r € [2; k]. On
va montrer que f(a,...,a,h,...,h) = o(h). Une fois cela fait, la preuve pour tous les autres termes

———

r fois
ou h apparait plus d’une fois se fait exactement de la méme maniere.

D’apres la question précédente, il existe C' > 0 tel que pour tout h € F,
(@, ahe o )|p < C IRl llall™ = o(h).
On en déduit donc que
fla+h,...,a+h)= f(a,...,a)+ f(h,a,...,a)+ f(a,h,a,...;a)+ -+ f(a,...,a,h) 4+ o(h),
et alors
dg.(h) = f(h,a,...,a)+ f(a,h,a,...;a)+ -+ f(a,...,a,h).

Enfin, lorsque f est symétrique, on a dg,(h) = kf(a,...,a,h).

Remarques.

— En fait, on aurait pu faire la question 3 de ’exercice précédent en utilisant le résultat ci-dessus.
En effet, pour une matrice A de taille n, considérons 'application g : M —— f(M, M) ou pour
toutes matrices U, V' de taille n, f(U,V) = UAV. f est 2—linéaire, donc la différentielle de g en une
matrice M € M, (R) est égale & H — f(M,H)+ f(H,M) = MAH + HAM.

— Dans le cas ou f est symétrique, la formule du binéme de Newton s’applique, i.e. on peut écrire
pour tout a,b € FE,

k(K
f(a—l—b,...,a—l—b):;](Z_)f(a,...,a,b,...,b),

1 fois k—i fois

et dans le cas général ou f n’est pas forcément symétrique,

f(a +b,...,a+ b) = Z f(ILleUa —+ ]llgUb, vy Lpepa + ]lngb).
UC[1;k]
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— On aurait aussi pu faire la question 2 de la maniere suivante. Pour tout z,...,x, € E, on a
n n n
1@, za)lp =00 D o Y @i @ogy o Tk f(Erys €rgy - Ery)
ri=1rao=1 re=1 F
n n n
< Z Z s Z |x1,T1I2,T2 e ‘xk,ml Hf(en’ Croy .- 767'k)||F
ri=1lre=1 re=1

n n n
< Z Z P (max |.:1:17T|> X oo X (max \xkr|> X max | f(€mys€mas - - s mp) ||

r—1r9—1 - re[ln] re[ln] mi,...,mg€[1;n]
= nk X (rgﬁ%}éﬂ ’xlﬂ”> X X (Tgﬁ%}é]] |xk,7”> X ml,--%%}éﬂl;nﬂ ||f(em17 Cmas - - - 7€mk>HF
< (st endly ) X il x e Ll
(%) mi,...,mp€[1;n]

c
= Cllaallg x> lzllg -
ot M est une constante positive telle que pour tout y = yieq + -+ + ype, € E, max,cpm [yr| <
M |ly||» (qui existe par équivalence des normes en dimension finie). L’inégalité (x) est vraie d’apres
l’inégahté MmMaxyc[i;n] ’yr| <M ||y||F

— Nous encourageons le lecteur a montrer ce résultat plus général a titre d’exercice. La différentielle
de la fonction (xq,...,23) — f(x1,...,1,) en tout point a = (ai,...,a,) € E¥ est définie par

v(hh-"ahk) 6-Ek7 dfa(hla"'7hk) :f(h17a27-"aak)+f(a1>h2a"-7ak>+"'+f(a1a"'7ak—17hk)~

Correction de I’exercice II1.9 :
L’application ¢ : (z,y) — x +iy de R? dans C est de classe C! sur R? (ot C est vu comme un R—espace

oo
vectoriel de dimension 2). De plus, d’apres le cours des séries entiéres, f : z — Zakzk est de classe C!

k=0
sur Be(0, R) = {z € C, |2| < R} et en posant Bg:(0, R) = {(z,y) € R?, /22 +y2 < R}, on a clairement
g(Bg2(0, R)) = Bc(0,R) et donc f o g est de classe C! sur Bgz(0, R).

Correction de ’exercice I1V.2 :
On pose @ : t — f((1—1t)a+tb), qu'on définit sur I'intervalle [0, 1]. ® est dérivable sur ]0, 1] et continue
sur [0,1]. On a donc, d’apres I’égalité des accroissements finis,

30 €)0,1[, (1) — @(0) = ¥'(0) = (Vf-pasar, b—a),
0

régle de la chaine

et finalement

F(b) = f(a) = (Vfa-oparon, b—a).
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Correction de ’exercice I1V.3 :
On considere la fonction

0, 4o00[* —R

I (X1, ..., Tp) — <ﬁajk>
k=1

En rejetant un coup d’oeil a I'inégalité qu’on veut montrer, on voit qu’elle est équivalente a
Val,...,an,bl,...,bn < RJr, f(a1 —i—bl,...,an—i—bn) —f(al,...,an) Z f(blaabn)

Cette forme nous faire penser au théoréeme des accroissements finis sur le segment [(ay,...,a,), (a1 +

. o I L 1

bi,...,a, +by)]. f est clairement différentiable sur |0, 4+o00[", car il s’agit de la composition de z — z=
n

et (z1...,2,) — H xr qui sont toutes les deux des fonctions différentiables en respectivement tout

k=1
point de ]0, +00[ et |0, +oo[™. On a de plus, pour tout i € [1;n] et xy,...,z, €]0, 400",

of A noNETY 1w
ki

k=1

En appliquant I’égalité des accroissements finis montrée dans I'exercice précédent, on peut dire qu’il existe
0 €10, 1] tel qu’en posant pour tout k € [1;n], zr = (1 — 0)ag + 0(ax + b)) = ax + Oby,

flar+by,. . an+ba) = flar,. . an) = (Vi wny (b1 00))

1

1 1 1
1 n 1 n n n 1 n w\ " n n
=1 Tk \p=1 4+ \k=1 Tk \p=1 k=1
AM-GM

ce qui est bien I'inégalité voulue.

Correction de ’exercice I1V.6 :

+oo p+o0o
L’indice fourni dans cet exercice est de calculer / e‘(m2+92)dxdy. Essayons de comprendre pour-

o Jo
quoi. Il est clair que cette intégrale est bien définie, car la fonction sous le signe intégral est intégrable.
De plus, on a

+o0 o0 400 +o0 +00 2
[ ([ ) ([ ) - ()
0 0 0 0 0

Il est donc clair que la valeur de cette intégrale double nous donne directement la valeur de I'intégrale
qu’on souhaite calculer. On va donc maintenant trouver la valeur de cette intégrale double. En la regardant
de plus prés, la quantité z? + 32 nous fait penser & un changement de variable polaire. En effet, on a, en
utilisant 'application ¢ définie en 6,

+oo p4o0 2,.2 % +oo 2
/ / @) oy — / / e |det Jy(r, 0)| drdf
0 0 0 JO

jus +o0
_ / 2 / e rdrdd = .
o Jo 4
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On en déduit alors finalement que

+oc0 9
/ e "dr = —ﬁ
0 2

Correction de ’exercice IV.8 :

1. On a pour tout X € R",
ATAX =0 = XTATAX =0 = ||AX|,=0 = AX =0 = X =0.

On en déduit que Ker ATA = {0} et donc ATA étant une matrice carrée (de taille n), elle est
inversible.

2. g est la composition d’une application affine g; : X — AX — B et de go : X — || X||> qui est
clairement convexe (le lecteur ayant un doute peut essayer de le montrer lui-méme). On en déduit
donc que g est convexe. Il suffit alors de trouver ou son gradient s’annule pour trouver son minimum.
On a pour tout U, H € R",

dgu(H) = dga,4, ) © dg1,v(H) = <V92,g1(U), dgz,U(H)>
=2(AU — B, AH) = (AU — B)Y'AH = (ATAU — A"B)"H.
On en déduit donc que

dgy =0 <= ATAU — ATB =0 <= U = (ATA)'A"B.

Correction de ’exercice V.4 :
Dans cet exercice, on utilise des propriétés du cours des suites et séries de fonctions. Posons pour tout

keNet (z,t) € Rx R, u(t,z) = age *tcos(kz). On a pour tout k € N, sup  |up(t, z)| < |,
(t,x)eRT xR

donc la série de fonctions (continues) converge normalement, car Y |ay| converge. On en déduit donc

que u est continue sur R* x R. On a de méme pour tout (¢,z) € R} x R,

Vk e N, %Z:(t,x) = —kaye ¥t sin(kt) et

On a alors pour tout £k € Net 7 > 0,

du

ot

(t,x) = —k2ope " cos(kz).

du

Ox < fou] Re T = o),

sup (t,x)

(t,x)€[T,+oo[xR

sup < Jag| ke ™7 = o(ay),

(t,x)€E€[T,+oo[xR

ou
a(ta x)

0 0
et donc les deux séries de fonctions (¢, z) — Za—u(t, x)et (t,x) —> Za—?(t, x) convergent normalement
T

sur [1,4o00] pour tout 7 > 0. On en déduit donc que u est dérivable en x et en ¢ et ses dérivées sont
continues sur [, +00[xR pour tout 7 > 0 et par conséquent sur |0, +00[xR. On a alors bien montré que
u € CY(]0, +oo[xR,R). Pour montrer que u est de classe C?, il suffit de réappliquer le méme argument
que précédemment.
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Correction de ’exercice V.5 :

En fait, 'égalité de cet exercice peut étre réécrite de la maniére suivante, en posant a = (ay,...,a,),
(Vug, a) = 0. On déduit donc que localement, au voisinage de tout z € R™ et pour tout t € R,
u(z + ta) — u(z) ~ (Vuy,, ta) = 0, c’est-a~dire que u est approximativement constante dans la direction
a. On va montrer qu’en fait u est constante dans la direction a, et que donc toutes ses valeurs dans
R™ peuvent étre entierement caractérisées par ses valeurs dans 'hyperplan H = {a}*. Pour cela, on va
considérer un élément x € R™ et montrer qu’ajouter un vecteur proportionnel a a ne change pas son
image par u. Soit z € R™. On pose pour tout ¢t € R, v(t) = u(x + ta). On a, en utilisant la regle de la
chaine

Vit € R, u'(t) = (Vugita, a) = 0.

On en déduit donc que v est constante, et que u ne varie pas dans la direction de a et qu’alors si on
a a

consideére p : x — x — <x, H W la projection sur H = {a}* parallelement & Vect{a}, on a pour
a a

tout z € R™, u(p(x)) = u(x).

Montrons a présent la réciproque. Supposons que u est constante sur la direction de a, i.e. pour tout
x € R v, : t — u(x + ta) est constante. On a alors pour tout = € R, v/ (0) =0, i.e. (Vu,, a) =0, ce
qui bien I’égalité voulue. En conclusion, I’ensemble des fonctions u qui vérifient 1’égalité sont celles qui
sont constantes selon la direction de a.

Pour avoir une meilleure intuition géométrique de ce qui ce passe, observons la figure ci-dessous qui
illustre I’exemple en dimension 2 ot v = (x — sin(z —y)) et a = (1, 1).
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Correction de ’exercice V.6 :

Procédons par double implication.

— (=) On dérive des deux cdtés I'égalité f(Ax) = X" f(x) pour tout A > 0, et on obtient en appliquant
la régle de la chaine, pour tout x € O,

(Vre, T) =N 1f(2) de. le )\xz =rX " (2).

’L

Ensuite, en évaluant en A = 1, on obtient I'égalité désirée.

— (<) Soit = (x1,...,x) € O. Posons pour tout ¢t > 0, y(t) = f(tx). Le domaine de définition de
7 est ouvert car égal a R”. v est dérivable, car f est différentiable et pour tout ¢ > 0,

Y (t) = (Vi il‘k :f(m;) _ %V(t)
On a de plus
V() = ;w) = e <7’(t) — :v(t)> =0

= (v(t)e_rlogt)/ =0
— JC € R, 7(t) = Cemo8! = O".

En évaluant en t = 1, on obtient que C' = f(z), et finalement, on a f(tx) =t" f(x) pour tout ¢ > 0
tel que tx € O.

Annexe

On présente dans cette annexe un résultat intéressant de connexité pour le lecteur curieux. On rappelle
que les annexes ne sont pas nécessaires pour se préparer aux concours et sont uniquement a but culturel.

—~ Définition V.7.] .

Un arc (ou chemin) C! par morceaux liant (ou entre) x,y € E est une application 7 : [0,1] — E
vérifiant les propriétés suivantes.

— 7y est continue.

— 7(0) =z et (1) =y (ou 7(0) =y et ¥(1) = x).

— Il existe m > 2 et 0q,...,0, € [0,1] tels que 69p = 0 < 07 < ... < g, = 1, et pour tout
i € [1;m — 1] la restriction de v & ]o;, 0;41] est de classe C'.

Si de plus, pour tout ¢ € [1;m — 1], la restriction de v a Jo;, 0;41] est affine, i.e. la restriction
de v & ]o;, 0;41[ est une application de la forme ¢ — u + tv ot u,v € E, alors v est dit étre
un arc (ou chemin) affine par morceaux (ou polygonal).

\ J

Vocabulaire. On dit qu'un arc 7 est contenu dans un sous-ensemble S de E si y([0,1]) C S.

—~ Définition V.8.] ,

Soit S un sous-ensemble non vide de E. On dit que S est connexe par arcs C' par morceaux
(resp. connexe par arcs affines par morceaux) si pour tout z,y € S, il existe un arc de classe
C! par morceaux (resp. affine par morceaux) liant = et y et contenu dans S.
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,—[Proposition V.Q.J \

Soit U un ouvert non vide de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
1. U est connexe.
2. U est connexe par arcs C'! par morceaux.

3. U est connexe par arcs affines par morceaux.

Démonstration.
— (3) = (2) = (1) Ces deux implications sont évidentes.

— (1) = (3) On rappelle qu’ici, la connexité est définie en utilisant la topologie induite sur U i.e. en
considérant comme espace métrique (U, dy) ou dy désigne la restriction de d, la distance induite
par la norme de ||.||, & U2

Notons que méme si un fermé de U ne l'est pas forcément dans E, les ouverts de U sont bien des
ouverts de F, étant donné que U est ouvert dans E. Pour a € U et r > 0, On note

Bg(a,r) ={z € E, d(z,a) <r}

la boule ouverte de centre a et de rayon r dans E, et par By(a,r) = Bg(a,r) N U la boule centrée
en a de rayon r dans U.

Supposons désormais que U connexe. Soit x € U. Remarquons d’abord que pour montrer que U
est connexe par arcs polygonaux, il suffit de montrer qu’on peut lier x a tout autre élément y € U
par un arc polygonal contenu dans U. En effet, si y et z peuvent étre liés a = par des arcs 7y et ¢

(7(0) = y,7(1) = ,9(0) = 2, (1) = z), alors Iarc polygonal

0,1 — A

veu:y, F_}{v@ﬂ sitel0,1/2]
(1 —2t) sinon

lie y et z dans u. Posons F' I’ensemble des z € U tel qu'on puisse lier x a z par un arc polygonal
contenu dans U. On a alors,

o F' est non vide. En effet, F' contient x, étant donné que 'arc polygonal

0,1] —U
t — T

liex & x et donc x € F.

e F est un ouvert de U. Soit y € F' et r > 0 assez petit pour que la boule Bg(y,r) soit incluse
dans U (possible vu que U est un ouvert de E). Soit z € Bg(y,r), 'arc polygonal

0,1] —U
t —y+t(z —y)

lie y & z et est inclus dans B(y,r) C U. En liant cet arc a un autre arc polygonal liant z et y
(qui existe par définition de F'), on obtient un arc polygonal entre x et z et alors B(y,r) C F.
F est alors bien ouvert dans (2.

o Fest un fermé de U. Soit y un élément de 'adhérence de F' dans U et r > 0 assez petit tel que
Bg/(y,r) soit incluse dans U (possible, car U est un ouvert de E). Par définition de I’adhérence,
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I'intersection F' N Bgr(y,r) # &. Soit z € F N Br(y,r). L’arc polygonal

0,1] —U
t — 2+ t(y — 2)

lie y & z dans U, et alors en liant cet arc & un autre arc polygonal liant x et y (qui existe
par définition de F'), on obtient un arc polygonal entre x et z ce qui donne que y € F, et
finalement ’adhérence de F' dans €2 est bien incluse dans F'.

On conclut donc par connexité de U, que F' = U, ce qui est bien le résultat voulu.

Document compilé par Omar Bennouna et révisé par Issam Tauil le 30/08/2023 pour
cpge-paradise.com.
Si vous repérez une erreur, ou avez des remarques, priere de me contacter via l'adresse
contact@Qcpge-paradise.com.
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